Kapitel 2

Folgen und Reihen

Hauptziel dieses Kapitels ist es, Sie mit dem Konvergenzbegriff vertraut zu
machen, dem zweifellos wichtigsten Begriff der gesamten Analysis. So gut wie
alle der in spéteren Kapiteln folgenden Uberlegungen werden darauf aufbauen.
Um zu erldutern, worum es geht, appelliere ich wieder an Thre Schulkennt-
nisse. Irgendwann wurde bestimmt die Zahl 7 eingefithrt?), denken Sie etwa an
die Formel
Kreisumfang = 2 mal © mal Radius.

Bei der Anwendung dieser Formel auf konkrete Situationen standen Sie dann vor
dem Problem, fiir 7 einen Zahlenwert einzusetzen, d.h. statt 7 eine Dezimalzahl
zu wihlen, die ,,geniigend nahe bei 7“ liegt. Die Anzahl der Stellen hinter dem
Komma (d.h. die Giite der Approximation) wird sich nach der Problemstellung
richten. Fiir die meisten praktischen Zwecke wird ,m ~ 3.14“ geniigend genau
sein, in jedem Fall wird {ibliche Taschenrechnergenauigkeit (,,m ~ 3.141592654%)
ausreichen. Noch weit besser ist der Wert

m~ 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445
9230781640628620899862803482534211706798214808651328230664709
3844609550582231725359408128481117450284102701938521105559644
6229489549303819644288109756659334461284756482337867831652712
0190914564856692346034861045432664821339360726024914127372458
7006606315588174881520920962829254091715364367892590360011330
5305488204665213841469519415116094330572703657595919530921861
1738193261179310511854807446237996274956735188575272489122793
8183011949129833673362440656643086021394946395224737190702179
8609437027705392171762931767523846748184676694051320005681271
4526356082778577134275778960917363717872146844090122495343014,

doch ganz genau ist der immer noch nicht. Schlimmer noch: Man kann beweisen,
dass 7 nicht rational ist, und insbesondere kann keine noch so lange Dezimalzahl
den genauen Wert von 7 wiedergeben.

DIn unserer Analysis ist es bis dahin allerdings noch ein weiter Weg, wir werden 7 erst in
Definition 4.5.14 kennen lernen.
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90 KAPITEL 2. FOLGEN UND REIHEN

Von diesem Beispiel lernen wir:

e Es gibt Problemstellungen, bei denen man mit Approximationen zufrieden
sein muss.

e Derartige Approximationen stehen im Idealfall in jeder gewiinschten Ge-
nauigkeit (wenigstens im Prinzip) zur Verfiigung. Im m-Beispiel etwa kann
sich jeder aus den nachstehenden m-Approximationen

3.14
3.141
3.1415
3.14159
3.141592

einen fiir sein spezielles Problem geniigend genauen Wert, aussuchen.

e Fiir die Anwendungen ist der genaue Wert vollig unerheblich. Zur Losung
aller praktischen Probleme ist es mehr als ausreichend, die ersten 10 Stellen
nach dem Komma zu kennen, insbesondere, da die anderen in die Rech-
nung eingehenden Daten (Radius usw.) mit wesentlich gréfieren Fehlern
behaftet sind.

Fiir uns wird es im Folgenden darum gehen, diese doch noch recht vagen Vor-
iiberlegungen zur Grundlage einer geeigneten Theorie werden zu lassen. Ab-
schnitt 2.1 wird Thnen sehr einfach vorkommen, dort wird die fiir die mathe-
matisch genaue Beschreibung von Approximations-Phinomenen fundamentale
Definition vorgestellt, der Folgenbegriff. Nach der Behandlung von Beispielen
und einigen Bezeichnungsweisen geht es dann in Abschnitt 2.2 weiter mit der
Frage, wie denn

»a liegt nahe bei y*

prézisiert werden kann. Wir werden das als ,der Abstand zwischen x und y
ist klein“ interpretieren, miissen uns dazu allerdings Gedanken machen, was
»Abstand“ eigentlich bedeutet. Fiir R ist das noch recht einfach, C macht schon
wesentlich mehr Miihe.

Dann aber steht der wichtigsten Definition der Analysis nichts mehr im
Wege: Wir kionnen sagen, was es heif$t, dass eine Folge konvergent ist. Erste
mit dieser Begriffsbildung zusammenhéngende Ergebnisse werden anschlieSend
diskutiert. Abschnitt 2.3 ist dem Zusammenhang zwischen der Vollsténdigkeit
von R und Konvergenzaussagen gewidmet. Da spielt ein spezieller Typ von
Folgen eine wichtige Rolle: Cauchy-Folgen. Die sind wichtig fiir die gesamte
Analysis, wir werden sie sehr ausfiihrlich behandeln.

Vollstandigkeit 14sst sich auch durch eine ordnungstheoretische Eigenschaft
ausdriicken. Wir beginnen mit einem Fxkurs iber Ordnungsrelationen, in dem
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die Begriffe Supremum und Infimum eingefithrt werden. Danach wird dann ge-
zeigt, dass es eine Reihe von gleichwertigen Versionen der Vollstdndigkeit gibt,
die ich Thnen in Kapitel 1 noch nicht zumuten wollte, die sich aber wesentlich
besser einsetzen lassen werden als Dedekindsche Schnitte.

Es ist dann nicht weiter schwer, durch Anwendung der bis dahin erzielten
Resultate die wichtigsten Ergebnisse der Reihenrechnung zu erhalten: In Ab-
schnitt 2.4 werden wir mit Hilfe des Konvergenzbegriffs erkldren, welche Zahl
mit x1 + x2 + - - - gemeint ist, wenn z1, o, ... eine Folge von Zahlen ist.

Einige Ergdnzungen sind in Abschnitt 2.5 zusammengestellt. Wir werden
zunéchst die aus der Schule bekannte Darstellung von Zahlen als Dezimalzah-
len mit Hilfe der Reihenrechnung streng begriinden. Danach kiimmern wir uns
um die Frage, was denn eine (endliche oder unendliche) Summe bedeuten soll,
wenn keine Reihenfolge vorgegeben ist. Anschlieend wird darauf hingewiesen,
dass viele unserer Ergebnisse in der Sprache der Linearen Algebra sehr ein-
priagsam formuliert werden kénnen. (Keine Sorge, wenn Sie diese Vorlesung noch
nicht gehort haben. Es werden Thnen zwar einige Aha-Erlebnisse entgehen, alles
Weitere werden Sie aber auch trotzdem gut verstehen kénnen.) Abschnitt 2.5
schlieBt mit einem Versuch, den Begriff ., Konvergenz® etwas allgemeiner zu fas-
sen.

2.1 Folgen

Obwohl uns vorerst nur Zahlenfolgen interessieren, definieren wir gleich Folgen
in beliebigen Mengen:

Definition 2.1.1. Sei M eine Menge. Unter einer Folge in M wverstehen wir
eine Abbildung f: N — M.

Da es sich um einen Spezialfall der Abbildungsdefinition handelt, ist alles zu
beachten, was Sie iiber Abbildungen gelernt haben (siehe Kapitel 1 ab Definition
1.2.2): Man hat mehrere Moglichkeiten, eine Abbildung zu definieren, und einige
Fallen sind auch zu vermeiden. Hinzu kommt, dass der Definitionsbereich N ist,
Definitionen kénnen damit auch durch vollsténdige Induktion vorgenommen
werden.

Allerdings: Die Schreibweise ist etwas anders als bei Abbildungen. Die heiflen
doch f, g usw., und das, was einem z zugeordnet wird, bezeichnet man mit f(x).
Bei Abbildungen wiirde man ,,der Zahl 4 wird 16 zugeordnet® als ,, f(4) := 16
schreiben, bei Folgen verwendet man Indizes, schreibt also a4 := 16 oder
»Tq = 16%, je nachdem, ob die Folge durch ein ,,a* oder ein ,z* oder sonstwie
bezeichnet werden soll?). Die Abbildung n — n? kénnte man also als Folge da-
durch definieren, dass man a,, := n? setzt. Meint man die Folge insgesamt, so
verwendet man noch Klammern, schreibt also (a,) und spricht von der , Folge
der a,“. Einige weitere, in der mathematischen Literatur gebriuchliche Bezeich-
nungsweisen sind nachstehend durch die Folge n + 2n illustriert:

2)Gesprochen wird das iibrigens einfach als ,a vier® oder ,,x vier®.

Folge

(an)
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e (2n)nen (,,die Folge zwei n, n aus N¢).
e (2n)s%, (,die Folge zwei n, n von 1 bis unendlich®).
o (2,4,6,8,...).

(Piinktchen sind im Interesse einer suggestiven Darstellung wieder legitim, wenn
das Bildungsgesetz leicht zu entschliisseln ist.)

Lassen Sie sich nicht durch das Zeichen ,,00“ fiir ,,unendlich® irritieren, das
hat absolut keine inhaltliche Bedeutung. Hier wird nichts unendlich grof8, es soll
nur ausgedriickt werden, dass die Indizes n immer weiter wachsen.

Um ganz sicherzugehen, dass Sie die neue Schreibweise verstanden haben,
folgen noch einige einfache Beispiele zur Illustration:

e Sei a, := (—=1)"*!. Dann ist (a,) die Folge (1,—1,1,—1,...), das 212-te
Folgenglied ist —1.

11 1 1 )

47167367 647"

e (0,1,0,0,1,0,0,0,1,...) entsteht durch das Bildungsgesetz ,,eine Null, zwei
Nullen, drei Nullen, usw., und dazwischen immer eine Eins*. Das néchste

Folgenglied wére damit eine 0, aber es ist bei dieser Darstellung nicht
sofort klar, was — zum Beispiel — das 1000 000-te Folgenglied ist.

1
e Die Folge (

An2 )neN kann auch als (

geschrieben werden.

e Durch a; := 1, apt1 = 2a, + 1 fiir n > 1 wird eine Folge (a,) durch
vollstéindige Induktion definiert. Die ersten Folgenglieder lauten
(1,3,7,15,31,...).

Hier noch zwei Beispiele fiir etwas komplizierte Folgen, namlich eine Funk-
tionenfolge und eine Mengenfolge:

e (fn)nen, definiert durch f, : R — R, z +— 2™, Damit ist (f,)nen eine
Folge in Abb(R,R), der Menge aller Abbildungen von R nach R. Das
erste Folgenelement ist die Abbildung = +— =, das zweite die Abbildung
x — 22 usw.

e (A,)nen, definiert durch A,, := {z € R | —n <z < n}. Diesmal kommen
also als Folgenglieder Teilmengen von R heraus, (A, )nen ist damit eine
Folge in der Potenzmenge P(R) von R (vgl. Seite 11).

Vorlaufig werden wir es nur mit Folgen von reellen und komplexen Zahlen zu
tun haben, Sie haben noch eine Weile Zeit, sich an solche etwas komplizierteren
Beispiele zu gewohnen.

Es ist wichtig, dass Sie sich konkret gegebene Folgen anschaulich vorstellen
konnen.
Dazu haben Sie zwei Mdglichkeiten: Erstens konnen Sie eine Folge in M als eine
Art Spaziergang in M interpretieren: Sie starten bei aq, sind im n#chsten Schritt
bei as, dann bei ag, usw.
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Bild 2.1: Folge als Spaziergang

Zweitens konnen Sie — wenn M eine Teilmenge von R ist — den Graphen der die
Folge definierenden Abbildung (das ist eine Teilmenge von N x M) als Veran-
schaulichung wihlen. Betrachten Sie etwa als Beispiel die Folge (1 — ! )yen:

. L,
0=a; az a3 agas - 1 R
Bild 2.2: (1 — i)’nENv erste Moglichkeit

R
e | | | | | | (.
! 1 2 3 4 5 6 7 8 N

Bild 2.3: (1 — | )nen, zweite Moglichkeit

Je nach Situation wird eher die erste Variante — bei der man die Folge Schritt
fiir Schritt verfolgt — oder die zweite — da liegt die Folge als Ganzes vor — zur
Veranschaulichung eines Sachverhalts giinstiger sein.

Ist eine Folge vorgelegt, so gibt es mehrere Verfahren, daraus neue Folgen
zu konstruieren. Besonders hervorzuheben ist der Ubergang zu Teilfolgen: Aus
einer Folge erhilt man eine Teilfolge, wenn man an der Reihenfolge der Elemente
nichts édndert, aber evtl. einige Elemente auslésst, quasi iiberspringt:
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Teilfolge

94 KAPITEL 2. FOLGEN UND REIHEN

Folge: * * * * % * % * % x &
Teilfolge: * KooK

Alle nachstehenden Beispiele sind Teilfolgen von (1,2,3,4,...):

(1,3,5,7,...),
(1,2,3,4,5,...),
(1,2,4,5,7,8,...),
(1,2,6,24,...,nl,...).

Wichtig ist also, dass wirklich nur Elemente der Ausgangsfolge — und zwar
jeweils hochstens einmal — verwendet werden und die Reihenfolge unbedingt
erhalten bleibt. Ansonsten gibt es keine Einschrinkungen, insbesondere darf
man auch alle Folgenglieder wiederverwenden oder beliebig grofie Liicken lassen.

Drei Gegenbeispiele: Die Folgen (1,1,2,4,6,8,...), (2,1,4,3,6,5,...) und
(1,-1,2,-1,3,—1,...) sind keine Teilfolgen von (1,2,3,4,...), denn bei der
ersten Folge taucht die 1 doppelt auf, bei der zweiten wird die Reihenfolge
verdndert und bei der dritten gibt es sogar Folgenglieder, die gar nicht in der
Ausgangsfolge zu finden sind.

Testen Sie, ob Sie Teilfolgen identifizieren koénnen: Welche der folgenden
Beispiele sind Teilfolgen von (1,1,—1,—-1,1,1,—1,—1,...)?

(1,1,1,1,..),
(1,-1,1,-1,1,-1,..),
(1,—-1,1,1,-1,-1,1,1,1,—1,—1,—1,...).

Obwohl es nun intuitiv klar sein sollte, was eine Teilfolge ist, fehlt noch eine
mathematisch prizise Formulierung. Die ist leider etwas schwerfillig:

Definition 2.1.2. (ay)nen und (by)nen seien Folgen in der Menge M.
(bn)nen heifit Teilfolge von (ap)nen, wenn es eine Abbildung ¢ : N — N gibt
mit

(1) @ ist strikt monoton, d.h. p(n) < ¢(m) fir alle n,m € N mitn < m, und

(ii) by = ay(y) fir alle n.

Durch die erste Forderung ist sichergestellt, dass die Reihenfolge erhalten
bleibt, die zweite garantiert, dass nur Elemente von (ay,) in (by,) auftreten.

Die ,offensichtliche® Teilfolge (4,16,36,...) von (1,4,9,16,...) ist auch im
strengen Sinne eine, man muss nur ¢(n) = 2n fiir alle n wihlen. Beachten Sie,
dass Sie mitunter mehrere Moglichkeiten haben, ein geeignetes ¢ auszuwéhlen.
Man kann zum Beispiel (1,1,1,...) auf viele verschiedene Weisen als Teilfolge
von (1,—1,1,—1,...) darstellen.

Der Vollstandigkeit halber ist noch auf den Begriff ,, Umordnung einer Folge*
hinzuweisen. In diesem Fall behilt man die Folgenglieder alle bei, durchlduft sie
aber evtl. in einer anderen Reihenfolge.
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Z.B. sind (2,1,4,3,6,5,...), (1,2,3,4,5,...) und die Folge (100, 99, ..., 2, 1,
200, 199, ..., 101, 300, ...) Umordnungen der Folge (1,2,3.4,...), nicht jedoch
(3,2,5,4,7,6...) oder (1,1,2,2,...)%. Auch hier ist die prizise Definition etwas
miithsam:

)

Definition 2.1.3. (an)nen und (by)nen seien Folgen in der Menge M. (by)nen
heifst Umordnung von (ap)nen, wenn es eine bijektive Abbildung® ¢ : N - N
gibt mit:

by = ayny fiir allen € N.

Man kann auf diese Weise durch Ubergang zu Teilfolgen und Umordnungen
aus einer einzigen Folge viele neue gewinnen. Das kann man auch iterieren,
zum Beispiel eine Teilfolge einer Teilfolge oder eine Umordnung einer Teilfolge
betrachten. Manchmal fithrt das nicht zu wirklich neuen Folgen, denn:

e Jede Teilfolge einer Teilfolge von (a,) ist eine Teilfolge von (ay,).
e Eine Umordnung einer Umordnung von (a,,) ist eine Umordnung von (ay, ).

Intuitiv ist das klar, wenn ein strenger Beweis gewiinscht wird, der die vor-
stehenden Definitionen verwendet, ist das auch nicht besonders schwierig. Die
erste Aussage folgt daraus, dass die Verkniipfung von monotonen Funktionen
wieder monoton ist: Gilt fiir ¢ und ¢ die Bedingung 2.1.2(i), so auch fiir ¢ o ¢.
Fiir die zweite muss man im Wesentlichen nur nachweisen, dass Verkniipfungen
bijektiver Abbildungen wieder bijektiv sind.

Und wozu das alles? Spéater wird es manchmal wichtig sein zu wissen, dass
gewisse ,,schone® Eigenschaften von Folgen dann auch fiir alle Teilfolgen und
alle Umordnungen gelten, ein Beispiel dafiir ist Konvergenz. Auch wird es vor-
kommen, dass manchmal die Eigenschaften von Teilfolgen einer Folge eine Rolle
spielen, um die Folge selbst besser zu verstehen. Und deswegen haben wir diese
Konstruktionen gleich zu Beginn angesprochen.

2.2 Konvergenz

Convergence is our business
(Anzeige der Telekom, Herbst 2002)

Mit Hilfe des Folgenbegriffes sind wir in der Lage, einen Teil unserer Voriiber-
legungen zur Zahl 7 zu Beginn dieses Kapitels zu prézisieren: Wir haben doch,

3)Die erste dieser beiden Folgen ist keine Umordnung, weil die 1, das erste Folgenglied, nicht
verwendet wurde, beim zweiten Beispiel wurden Folgenglieder mehrfach aufgefiihrt.
Y vgl. Definition 1.10.1.

Umordnung
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als wir 7 durch
3.14

3.141
3.1415
3.14159
3.141592

,besser und besser* beschreiben wollten, die durch
an = ,Dezimalbruchentwicklung von 7 auf n + 1 Stellen*

definierte Folge (a,) betrachtet, um dadurch ,fiir immer gréBere” n die Zahl 7
durch a,, ,immer genauer“ zu approximieren.

Wie aber kann man das mathematisch prézise ausdriicken? Wir behandeln
dazu zunéchst die Frage, was denn eigentlich der ,, Abstand zweier Zahlen* genau
bedeutet. Aus technischen Griinden diskutieren wir den Fall reeller und kom-
plexer Zahlen getrennt, der zweite ist deswegen etwas schwieriger zugénglich,
weil wir uns als Vorbereitung um die Existenz von Wurzeln kiimmern miissen.
Danach, in Definition 2.2.9, ist es dann Zeit fiir die wichtigste Definition dieses
Buches.

Der Abstand zweier Zahlen: reelle Zahlen

Wie konnte man den Abstand zweier reeller Zahlen definieren? Dazu lassen
wir uns von unserer auflermathematischen Erfahrung leiten. Stellen Sie sich
etwa vor, Sie wiirden an einem Autobahnwegweiser vorbeifahren und dort die
folgenden Angaben finden:

HAMBURG 23 KM
HANNOVER 177 KM
GOTTINGEN 284 KM
Es ist dann klar, wie Sie daraus den Abstand zwischen je zweien dieser Stidte

ermitteln konnen, man muss nur die Differenz der Zahlen in der ,richtigen*
Reihenfolge bilden.

Diese Erinnerung wird nun in eine Definition fiir , Abstand zweier Zahlen* um-
geschrieben, Sie finden sie im zweiten Teil von

Definition 2.2.1. = und y seien reelle Zahlen.

(i) Wir definieren |z| (gesprochen ,x Betrag* oder ,Betrag von z*) durch

o] = r x>0
Tl -z xz<0.

(ii) Unter dem Abstand zwischen x und y verstehen wir die Zahl |z — y|.
(Je nachdem, welche der Zahlen die grifiere ist, gilt also | —y| =z —y
oder |t —y|=y —x.)
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Bemerkungen und Beispiele:
1. Zum Beispiel sind |5| = 5, |0] = 0 und |—2234.21| = 2234.21.

2. Im Laufe der Analysis und in spéteren Vorlesungen werden Sie noch viele Bei-
spiele fiir Abstandsdefinitionen kennen lernen (z.B. zwischen Funktionen oder
zwischen Vektoren). Sie werden feststellen, dass alle diese Definitionen direkt
von 2.2.1(i) abhéngen oder auf irgendeine andere Weise die ordnungstheoreti-
schen Eigenschaften von R ausnutzen (vgl. die Definition des Betrages in C
oder die Beispiele zu metrischen Rdumen in Kapitel 3). Kurz: Der Ausgangs-
punkt aller konkreten Abstandsbegriffe ist die Ordnungsstruktur auf R .

3. Wegen |z| = |z — 0] kann |z| als ,Entfernung von x zur Null® oder als die
,Linge von z“ aufgefasst werden. Genau genommen wurde also zunéchst so
etwas wie die ,,Grofle“ einer Zahl erklart — das ist der Betrag —, und dann
wurde der Abstand zweier Zahlen als ,,Grofle der Differenz festgesetzt. Dieses
Verfahren werden wir in Kapitel 3 in komplizierteren Raumen kopieren.

4. z > |z| kann als Abbildung von R nach R aufgefasst werden, entsprechend
(z,y) — |z — y| als Abbildung von R x R nach R.

Hier die fiir das Folgende wichtigsten Eigenschaften von Betrag und Abstand:
Satz 2.2.2. Firxz,y,z € R gilt:
(i) |z| >0, und aus |z| =0 folgt © = 0.

(ii) |zyl = |z|lyl-

(iii) |x +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung).
(i)’ |z —y| >0, und aus |z —y| = 0 folgt x = y.
(1) |z =yl =y — =|.

(1) |z — 2| < |z —y|+ |y — 2].

Beweis: (i) Der erste Teil folgt sofort durch Fallunterscheidung: Ist < 0, so
ist || = —a, und das ist wegen Satz 1.4.3(v) eine positive Zahl. Und fiir > 0
stimmt x mit |x| iiberein.

Den zweiten Teil beweisen wir durch logische Kontraposition: Aus x # 0 folgt
|z| > 0. Das geht wieder am Bequemsten durch Fallunterscheidung: In beiden
moglichen Fillen, also z < 0 oder x > 0, folgt sofort aufgrund der Definition,
dass |z| > 0 ist.

(ii) Fiir die Vorzeichen von z,y gibt es vier Moglichkeiten:

z>0,y=>0,
x>0,y <0,
r <0,y >0,
<0,y <0.

Dreiecks-
ungleichung
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Die behauptete Gleichheit ist fiir jeden dieser vier Fille nachzupriifen; alles,
was zum Beweis benotigt wird, steht in Satz 1.4.3. Hier als Beispiel die Argu-
mentation im Fall z < 0, y < 0: (—z)(—y) stimmt erstens nach Definition mit
||Jy| iiberein, darf zweitens durch ay ersetzt werden (Satz 1.3.6(x)), ist drittens
positiv (Satz 1.4.3(vi)) und damit viertens nach Definition gleich dem Betrag
von zy. In Formeln:
zllyl = (=2)(—y) = zy = |ay.
Versuchen Sie sich zur Ubung am Beweis der verbleibenden drei Fille.

(iii) Aus der Betragsdefinition ergibt sich sofort die auch in spéteren Beweisen
niitzliche Bemerkung

a,beR, a<b —a<b=la|<bH. (2.1)

Das folgt sofort aus der Definition des Betrages, denn |a| ist ja eine der Zahlen
a oder —a. Da offensichtlich z < |z| und —2 < |z| (Beweis durch Fallunter-
scheidung) und analog y < |y| und —y < |y| gilt, folgt durch Addition dieser
Ungleichungen

r+y <l +[yl und —(z +y) = —x —y < || +[y].
So erhalten wir mit Hilfe von (2.1): |z + y| < |z| + |y|.
(i)’ Das folgt sofort aus (i).
(ii)” Diese Aussage ergibt sich aus (ii):
e =yl =T (=D - o)
)
= |-y -«
1.4;(\/1) 1. |y _ I|
= ly—a

(iil)” Wegen (iii) gilt:

lz—2] = [(@—y)+(y—2)
< lz—yl+ly—zl
Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. |

Die als Dreiecksungleichung bezeichneten Ungleichungen (iii) bzw. (iii)’ sind
ein unerlissliches Beweis-Hilfsmittel in der Analysis: Wenn man zeigen will, dass
»& nahe bei z* ist, so braucht man wegen der Dreiecksungleichung nur zu zeigen,
dass fiir irgendein geeignetes y ,,x nahe bei y* und ,,y nahe bei z“ liegt.

Um die Bezeichnung ,, Dreiecksungleichung® einzusehen, miissen wir bis zur
Herleitung eines entsprechenden Resultats fiir C warten. Dann kann die Unglei-
chung wirklich als andere Formulierung dafiir aufgefasst werden, dass in einem



2.2. KONVERGENZ 99

Dreieck die Summe zweier Seitenlingen mindestens so grof§ ist wie die dritte
(vgl. die Bemerkung nach Satz 2.2.7 auf Seite 105).

Der Abstand zweier Zahlen: komplexe Zahlen

Die Analysis soll im Folgenden, wann immer moglich, gleichzeitig fiir R und
C entwickelt werden, und daher benétigen wir eine passende Definition fiir die
,Grofle” einer komplexen Zahl.

Die Idee ist einfach, fiir die Definition von ,,Gréfle“ werden wir eine Anleihe
bei der Elementargeometrie machen und den Satz von Pythagoras verwenden.
Schreibt man nédmlich eine komplexe Zahl z als z = x 4 iy mit z,y € R, so
entsteht ein rechtwinkliges Dreieck. Die Seiten haben die Linge |z| bzw. |y|,
und die Linge der Hypotenuse ist doch sicher ein aussichtsreicher Kandidat fiir
die ,,Grofle von z“:

I
mz C
z=x+ 1y
3
)
X
>
W !
> Rez
T

Bild 2.4: Satz des Pythagoras

Folglich sollte man |z| als die Wurzel aus 22 + y? definieren. Leider ist das
Waurzelzeichen bisher aber noch nicht behandelt worden. Wir werden uns daher
als Vorbereitung damit auseinander zu setzen haben, erst dann wird es mit dem
Problem ,, Abstandsdefinition auf C * weitergehen kénnen.

Was ist denn +/a fiir eine reelle Zahl a > 0?7 Das ist doch die eindeutig
bestimmte Zahl b > 0, deren Quadrat gleich a ist. Wenn wir wiissten, dass es
ein eindeutig bestimmtes b gibt, diirfen wir wieder ,taufen“®), es soll natiirlich
va genannt werden. Im néchsten Lemma zeigen wir in Teil (i) die Eindeutigkeit
und in Teil (ii) die — viel schwieriger einzusehende — Existenz.

Lemma 2.2.3. Sei a > 0 eine reelle Zahl.

(i) Es gibt héchstens ein b > 0 in R mit b> = a. Genauer: Aus b? = b3 = a
und bl, b2 2 0 fOlgt b1 = bg.

(ii) Es existiert ein b >0 in R mit b? = a.

5)Vgl. Seite 32.



100 KAPITEL 2. FOLGEN UND REIHEN

Beweis: (i) Im Fall by = by = 0 sind wir sofort fertig. Ist mindestens eine der
Zahlen by, bs von Null verschieden, gilt etwa by > 0, so folgt by + by > 0, und
damit ist by + by # 0. Weiter folgt aus b% = b; dass

0 =102 — b2 = (by + ba)(by — b2),

und Satz 1.3.6(vii) (,Korper sind nullteilerfrei®) liefert uns by — by = 0, d.h.
by = bs.

(ii) Dieser Beweisteil ist nun wirklich kompliziert®, erstmals wird das Vollstéindig-
keitsaxiom heranzuziehen sein.

Was ist zu tun? Wir suchen doch — bei vorgelegtem a — ein b > 0 mit einer
speziellen Eigenschaft (nimlich > = a), haben aber als tiefer liegende Exi-
stenzaussage lediglich zur Verfiigung, dass in R Schnittzahlen fiir Dedekindsche
Schnitte existieren.

Die einzig Erfolg versprechende Losungsmethode wird also darin bestehen,
einen Dedekindschen Schnitt so geschickt zu definieren, dass das Quadrat der
Schnittzahl gerade a ist. Wir wollen natiirlich den Dedekindschen Schnitt

({z |z < Va}, {z |2 > Va}) (2.2)

erhalten, doch wire dieser Schnitt nicht definiert (denn die Existenz von +/a
soll ja gerade erst bewiesen werden). Wir werden also (2.2) so umformulieren,
dass das Wurzelzeichen nicht mehr vorkommt. Das ist durch Quadrieren unter
Beachtung einiger plausibler ordnungstheoretischer Zuséitze nicht schwer, wir
betrachten nédmlich statt (2.2) die Mengen

({z |z <0oder 2* <a}, {z|z>0und 2? > a}) (2.3)
und behaupten dann:
1. Durch (2.3) wird ein Dedekindscher Schnitt in R definiert.

2. Fiir die zugehorige Schnittzahl b, deren Existenz durch das Vollstindig-
keitsaxiom 1.8.2 garantiert ist, gilt b = a.

Die Einzelheiten dazu sind eher langwierig als schwierig:
Beweis von 1.: Nachzuweisen sind die Eigenschaften 1.8.1(1), (ii) und (iii) fiir
Dedekindsche Schnitte, zur Abkiirzung werden wir

A:={z|z<0oder 22 <a} und B :={z |z >0 und 2® > a}
setzen.

e zu 1.8.1(i): Es ist A # ), denn 0 gehort nach Definition zu A. Es gilt auch
B # 0, denn wegen (a +1)2 =a?+2a+1>aista+1€ B.

6)Sehr viel spéiter werden wir als Anwendung des Zwischenwertsatzes eine (vom gleich an-
stehenden Beweis unabhéngige) andere Beweismoglichkeit kennen lernen. Man vergleiche Ko-
rollar 3.3.7.



2.2. KONVERGENZ 101

e zu 1.8.1(ii): Seien z; € A und z2 € B vorgelegt, wir haben x; < x2 zu
beweisen.

Am einfachsten geht das indirekt. Wir nehmen also z; > x5 an und er-
hoffen uns nach einiger Rechnung einen Widerspruch:

Es ist z2 > 0, und durch Anwendung einfacher Rechenregeln fiir Unglei-
chungen (vgl. Satz 1.4.3) erhalten wir daraus

:v% > w% > 0.
xo > 0 impliziert auch x; > 0, und damit muss z% < a gelten. Es folgt
a> x% > x% >a
und damit der Widerspruch a > a.
e zu 1.8.1(iii): Fiir x € R gibt es drei Moglichkeiten:

z <0,
2> 0und 22 < q,
x>0 und 22 > a.

In den beiden ersten Fillen gehort z zu A, im dritten Fall zu B.
Insgesamt: (A, B) ist wirklich ein Dedekindscher Schnitt:

0 2 <a 2 >a

A B

Bild 2.5: Der Dedekindsche Schnitt zur Wurzeldefinition

Beweis von 2.: Sei b die zu (A, B) gehorige Schnittzahl, d.h. fir 1 € A, 22 € B
ist 2y < b < 5. Wir behaupten, dass b?> = a gilt und zeigen das durch ein
ordnungstheoretisches Argument?.

Wie zeigt man = = y? (Ein erstes Resumé)

Es kommt oft vor, dass man fiir zwei Zahlen x und y nachweisen
mochte, dass @ = y gilt. Bisher stehen uns dafiir die folgenden Tech-
niken zur Verfiigung:

1. Direkter Beweis: Man rechne einfach x =21 =290 =--- =2, =y
fiir geeignete 1, ..., x,. Dabei wird in jedem Schritt eine einfache
Umformung vorgenommen, und am Ende hat sich das z wirklich in
das y transformiert. Logische Rechtfertigung fiir dieses Beweisprin-
zip ist die Transitivitdt der Gleichheitsrelation: ,,Sind zwei Gréfien
einer dritten gleich, so sind sie auch untereinander gleich.“

Mit dieser Technik werden die meisten Induktionsbeweise gefiihrt.

7 Es handelt sich um eine Priizisierung der Uberlegungen, die wir am Ende von Abschnitt
1.8 angestellt haben, um die Nicht-Existenz einer Schnittzahl fiir einen &hnlichen Schnitt in
Q@ einzusehen.
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2. Beweis durch Umformen: Da geht man von einer schon als richtig
erkannten Identitdt @ = b aus und formt solange um — durch Addi-
tion der gleichen Zahl auf beiden Seiten der Gleichung, Subtraktion
usw. — und, bis man zu x = y gekommen ist.

3. Beweis durch Nachweis von definierenden FEigenschaften: Ein ty-
pisches Beispiel war der Beweis von Satz 1.3.6(ii): 0 - 2 hat die Ei-
genschaften eines neutralen Elements, die sind eindeutig bestimmt,
folglich muss 0 - z = 0 gelten.

Ahnlich geht es immer dann, wenn man weif, dass genau ein x mit
der Eigenschaft E existiert: Kommt dann ein weiteres y mit F ins
Spiel, so muss z = y sein.

4. Ordnungstheoretischer Beweis, falls x und y reelle Zahlen sind:
Fiir je zwei reelle Zahlen x und y gilt doch aufgrund der definierenden
Eigenschaften eines Positivbereichs, dass © = y gefolgert werden
darf, falls gleichzeitig z < y und y < z gilt. AuBerdem ist stets eine
der drei Aussagen = < y, © = y oder y < x wahr. Wenn es also
gelingt zu zeigen, dass nicht © < y und auch nicht y < x sein kann,
so muss x = y gelten.

Wer es aus formalen logischen Griinden einsehen méchte, muss die
Aussage

[(pVavr)n(=p)A(=r)] = q

beweisen. Es empfiehlt sich, noch einmal den Beweis von Satz
1.3.6(v) nachzulesen und sich zu iiberzeugen, dass das zugrunde
liegende logische Prinzip wieder einmal nichts weiter ist als etwas
trocken aufgeschriebene Lebenserfahrung.

(Die Fortsetzung folgt: auf Seite 115.)

In unserem Fall ist zu zeigen, dass nicht b2 > a und auch nicht b? < a sein kann.

Angenommen, es wire b2 > a. Wir beachten zuniichst, dass wegen 0 € A
notwendig b > 0 sein muss. Da b? > a sein soll, ist b = 0 nicht moglich, es ist
also b > 0.

Wir suchen uns eine Zahl £ mit den folgenden drei Eigenschaften:

0 < g
0 < b-—g¢,
2b < b —a.

(So ein ¢ gibt es wirklich, man kann ¢ zum Beispiel als die kleinere der beiden
Zahlen b/2, (b — a)/2b wihlen.)
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Dann ist b — e € B, denn b — ¢ ist positiv und

(b—¢)? = b% — 2eb 4 &2
S0 -2
WahlZVon € “

Da b als Schnittzahl links von allen Elementen aus B liegt, folgt b — ¢ > b und
damit ¢ < 0 im Widerspruch zu € > 0.
Also gilt nicht b> > a.

Im Falle b? < a verfahren wir ganz analog. Wir wihlen ein ¢ mit

0 < g
e < 1,
2b+e+b < a

(Etwa: ¢ ist die kleinere der Zahlen 1, (1/2)(a — b%)/(2b — 1); es ist zu beachten,
dass b wegen 0 € A nicht negativ sein kann, wir also wirklich durch 26+ 1 > 0
dividieren diirfen.)

Es ist dann b+ ¢ € A:

(b+¢)? = b% + 2eb 4 £2
= P yoe
pS eb+¢

Andererseits muss x < b fiir jedes € A gelten (insbesondere also b+ ¢ < b),
und daraus erhalten wir den Widerspruch ¢ < 0. Folglich gilt nicht b < a.

Das war sehr technisch, insbesondere sehen die an die € gestellten Bedin-
gungen nicht sehr plausibel aus. Sie ergeben sich aber fast zwangsldufig,
wenn man von (b —¢€)? > a baw. (b+¢)? < a ausgeht und dann daraus
durch Riickwértsrechnen die Forderungen herleitet.

Damit ist der Beweis vollstandig gefiihrt. |

Wegen Lemma 2.2.3(i) und (ii) gibt es zu a > 0 genau ein b > 0 mit b% = a.
Das fiithrt zu

Definition 2.2.4. Sei a € R mit a > 0. Das nach Lemma 2.2.3 eindeutig
bestimmte b > 0 mit b> = a wird mit \/a (lies: ,Wurzel aus a*) oder a'/? va
bezeichnet.
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Fiir spatere Zwecke zeigen wir den

Satz 2.2.5. FEs seien a und b reelle Zahlen mit a,b > 0, weiter sei ¢ eine
beliebige reelle Zahl.

(i) Die Gleichung x* = a hat die Losungen v = v/a und x = —/a, weitere
Losungen gibt es nicht.

(ii) Es gilt \/ab = \/a\/b.
(iii) Es ist Vc? = |c|.
(iv) Aus 0 <a <b folgt Ja < V/b.

Beweis: (i) Es ist klar, dass y/a und —y/a Losungen dieser Gleichung sind:
v/a nach Definition, und —/a wegen (—z)? = 22 fiir z € R.
Umgekehrt: Ist y irgendein Element aus R mit y? = a, so folgt:

e Falls y > 0, so muss y = /a gelten (Teil (i) des Lemmas 2.2.3).

e Falls y < 0, so muss y = —/a sein, denn dann ist —y > 0 sowie
(—y)* =y* = a, also —y = Va.

(if) Wir wenden das dritte der im Kasten auf Seite 101 beschriebenen Beweis-
prinzipien an. Wegen der schon bewiesenen Eindeutigkeit der Wurzel ist nur zu
zeigen, dass v/avb > 0 und (y/avb)? = ab gilt. Beides ist aber offensichtlich
richtig.

(iii) Man beachte nur, dass |c¢| > 0 ist und dass

| |2_ cfallsc>0
a = (—c)? = 2 falls ¢ < 0.

Wie im vorstehenden Beweis folgt v/¢2 = [c|.

(iv) Wire vb < y/a, so folgte nach Multiplikation mit v/b, dass b < \/av/b.
Analog wiirde sich nach Multiplikation mit /a die Ungleichung \/a\/ b <a
ergeben, zusammen also b < /avb < a im Widerspruch zur Voraussetzung
a <b. O

Damit Sie angesichts der vielen technischen Einzelheiten den Uberblick nicht
verlieren: Der Wurzel-Ezkurs ist zu Ende, wir kommen wieder zuriick zum Pro-
blem, den Abstandsbegriff in C zu entwickeln. Wegen Satz 2.2.5 ist ein Defi-
nitionsversuch mit Satz-von-Pythagoras-Hintergedanken® zumindest sinnvoll.
Dass das sogar erfolgreich ist, wird sich gleich zeigen.

8)Beachten Sie: Wir setzen an keiner Stelle die Giiltigkeit des Satzes von Pythagoras voraus,
er motiviert nur unser Vorgehen.
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Definition 2.2.6.

(i) Seiz € C, z geschrieben als z = x+iy mit x,y € R. Unter |z| (,z Betrag*
oder ,Betrag von z ) verstehen wir dann die Zahl /x> + y2.
(Man beachte dazu, dass v + y? wegen Satz 1.4.3(vii) nicht negativ ist,

\/xz + y2 ist also wirklich definiert.)

(i1) Fiir z,w € C verstehen wir unter dem Abstand zwischen z und w die Zahl

|z —w|.

Der nachstehende Satz entspricht Satz 2.2.2:
Satz 2.2.7. Fir z,w, z1, 29,23 € C gilt:

(i) |z| >0, und aus |z| =0 folgt z = 0.

(ii) |zw| = |z[[w].

(ii1) |z +w| < |z| + |w|.

(i)’ |z —w| >0, und aus |z —w| =0 folgt z = w.

(i) |z —w| = |w— z|.

(i)’ |21 — z3] < |21 — 22| + |22 — 23| (Dreiecksungleichung).

Bemerkungen: 1. Jetzt konnen Sie verstehen, wie die Dreiecksungleichung zu
ihrem Namen gekommen ist. Von z; nach z3 geht es auf dem direkten Weg
am schnellsten, der Umweg iiber zy fithrt zu einer mindestens genauso langen

Wegstrecke.

Z3

z2

Bild 2.6: Die Dreiecksungleichung: |21 — 23| < |21 — 22| + |22 — 23
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2. Es ist darauf hinzuweisen, dass die neue Definition mit Definition 2.2.1 ver-
traglich ist: Fassen wir € R als Element von C auf, so ist es vollig egal, ob wir
|#| nach Definition 2.2.1 oder nach Definition 2.2.6 berechnen. Das ist gerade
der Inhalt von Satz 2.2.5(iii).

3. Die Ungleichung in Satz 2.2.7(iii) wird ebenfalls Dreiecksungleichung genannt,
es handelt sich um den Spezialfall von (iii)’, wenn 2z gleich Null ist. Allgemeiner
ergibt sich iibrigens leicht

|21 + 22 + 23] < |21 + 22| + |23] < |21] + |22] + 23],
und daraus
|21 4+ 22 + 23 + 24| < |21 + 22 + 23] + |24] < |21] + 22| + |23] + |24,

usw., also eine Vierecksungleichung, Fiinfecksungleichung, ...

Beweis des Satzes: (i) Nach Definition der Wurzel gilt |z| > 0. Zum Beweis des
zweiten Teils der Behauptung nehmen wir an, dass fiir ein z die Gleichung |z| = 0
gilt. Das bedeutet /22 + y2 = 0 und damit 22 + y? = 0, wobei z = = + iy mit
reellen x,y geschrieben ist. Das ist — wieder wegen eines ordnungstheoretischen
Argumentes, ndmlich wieder wegen Satz 1.4.3(vii) — nur méglich, wenn z und y
beide gleich Null sind, d.h. wenn z = 0 gilt.

(ii) z bzw. w seien als z = x + iy bzw. w = 2’ + iy’ geschrieben (mit reellen n
Zahlen z,y,2’,y'). Es ist dann zw = (z2’ — yy') + i(zy’ + 2'y), also

l2w| = /(za! — yy')? + (zy’ + 2'y)2.

Die Behauptung lauft also auf die Gleichung

Va? £y a4y =/ (aa! —yy')? + ey’ + a'y)?

hinaus. Die aber ergibt sich aus Satz 2.2.5(ii) und der direkt auszurechnenden
Identitét
(2% +y*) (2" +y*) = (22’ —yy')* + (29 +2'y)*.

(iii) Wir schreiben z und w wie im Beweis von (ii). Die Aussage in (iii) bedeutet
dann gerade, dass

Va2 e 4y 2 e ) ()R

Zum Beweis dieser Ungleichung behandeln wir sie so, wie Sie es aus Wurzel-
gleichungen aus der Mittelstufe (Quadrieren usw.) gewohnt sind, und zwar so
lange, bis etwas offensichtlich Richtiges dasteht. Dann wird das Ganze in umge-
kehrter Reihenfolge aufgeschrieben, wobei jeder Schritt zu begriinden ist. Dieses
,Rilckwértsrechnen ist fast immer der einzige Weg, um zu einer erfolgverspre-
chenden Beweisidee zu kommen.

Im vorliegenden Fall starten wir mit

(zy —ya')*> >0,
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das ist das Endergebnis beim Riickwirtsrechnen, diese Ungleichung folgt aus
Satz 1.4.3(vii). Umformen ergibt (nach der Addition von 2222 +32y"? auf beiden
Seiten der Ungleichung)

(22 + ) (a? +y?) > (z2’ +yy)?,

und durch — wegen Satz 2.2.5(ii) gerechtfertigtes — Wurzelziehen auf beiden
Seiten erhalten wir

Va2 +y2y/a? +y? > |2’ +yy'| > 22 + gy

Nun wird mit 2 multipliziert, und auf beiden Seiten der Ungleichung wird die
Zahl 22 + y? + 22 + 3’2 addiert. Das fiithrt uns zu

2
(\/x2 +y2+ 2 + y’2) > (42 + y+y)%

Nochmalige Anwendung von Satz 2.2.5(ii) liefert schlielich die Behauptung.
(i), (ii)’, (iii)’ ergeben sich sofort aus (i), (ii), (iii) wie im analogen Fall des
Satzes 2.2.2. O

Ich darf nun um Thre konzentrierte Aufmerksamkeit fir die nichste Definition
bitten. Es wird darum gehen, zu préazisieren, dass eine vorgegebene Folge eine
Zahl a ,besser und besser approximiert“, so wie etwa 7 durch (3.14,3.141,...)
approximiert wird.

Dabei werden wir im ersten Schritt (Definition 2.2.8) erkliren, was es heift,
dass eine Folge der Null ,, beliebig nahe“ kommt und erst dann in Definition 2.2.9
»(an) konvergiert gegen a* als ,(a,, — a) konvergiert gegen Null“ definieren.

Was also soll fiir eine Folge (ay,)nen (2.B. in R ) bedeuten, dass sie der Null
,beliebig nahe* kommt? Intuitiv ist das klar, wenn Sie an konkrete Beispie-
le denken: (1,0.1,0.01,...) kommt sicher der Null ,beliebig nahe“, (1,0,1,...)
oder gar (1,2,3,...) aber sicher nicht. Wie aber soll diese Intuition prézisiert
werden? Wenn Sie nicht darauf kommen, trosten Sie sich: Bis zur nachstehen-
den Definition vergingen mehrere Jahrhunderte, in denen die Mathematiker den
Konvergenzbegriff nur intuitiv verwenden konnten. K

Da wir nicht alles zweimal sagen wollen, ndmlich einmal fiir R und
dann noch einmal fiir C, treffen wir fiir den Rest dieses Buches die
folgende Vereinbarung: Das Symbol K steht stellvertretend fiir R
oder C. Kommt K in einer Aussage mehrfach vor, so soll immer der
gleiche Korper gemeint sein, also immer R oder immer C.

Falls Thnen das am Anfang Schwierigkeiten macht, sollten Sie iiberall
K durch R ersetzen.

Definition 2.2.8 (sehr, sehr wichtig!!). Sei (an)nen eine Folge in K. Wir

sagen, dass (an)nen eine Nullfolge ist (oder gegen Null konvergiert), falls es Nullfolge
fiir jedes € > 0 einen Index ng € N so gibt, dass |an| < € fiir jedes n € N mit

n > ng gilt.
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Diese Definition muss ausfiihrlich erliutert werden, es folgen daher zahlreiche
Bemerkungen und Beispiele:

1. Bisher war es nicht nétig, unsere Aussagen durch die Einfithrung geeigneter
neuer Symbole besser zu strukturieren. Definition 2.2.8 (und analog viele wei-
tere noch zu besprechende Sachverhalte) werden iibersichtlicher, wenn wir als
Abkiirzungen ,,V* fiir ,,fiir alle® und ,,3“ fiir ,es existiert” schreiben (der Giiltig-
keitsbereich dieser so genannten ,, Quantoren” wird meist darunter geschrieben).
Das Zeichen ,,V“ muss nicht weiter erldutert werden, zur Abkiirzung ,,3“ sollte
man erginzen, dass sie als ,es existiert mindestens ein ... mit ... gemeint ist.

Definition 2.2.8 kann unter Verwendung dieser neuen Kiirzel so geschrieben

werden:
(an)nen ist Nullfolge "&=8 v EI v lan| < e,

e>0npeN neN
n>no

dabei wird der rechts stehende Ausdruck auch gleichwertig in der Variante

v 3 \v/nZno:>|an|§5

e>0npeN neN

verwendet.

Beachten Sie, dass Quantoren wirklich nur Abkiirzungen im Interesse ei-
ner iibersichtlicheren Schreibweise sind. Es wére ziemlich sinnlos, Quantoren-
Formeln stur auswendig zu lernen. Wichtig ist, dass Sie den Inhalt der Aussage
verstehen.

2. Hier ein erstes Beispiel, es ist leider trivial): (an)nen sei eine Folge mit
der Eigenschaft, dass a,, = 0 fiir n > 7n, wobei n eine natiirliche Zahl ist. Von
irgendeinem Index an besteht die Folge also aus lauter Nullen, man spricht auch
von einer abbrechenden Folge. (Ist zum Beispiel (a,) = (1,2,...,100,0,0,0,...),
so kénnte man 7 = 101 wiihlen.)

Das ist dann eine Nullfolge, denn unabhéngig von € hat das durch ng :=n
definierte ng die gewiinschten Eigenschaften. Es ist natiirlich nicht verboten, ng
durch eine grofiere Zahl zu ersetzen.

3. Als wichtigeres Beispiel betrachten wir die Folge (1/n)nen, also (1,1/2,1/3,...).
Wir behaupten, dass es sich um eine Nullfolge handelt.

Dazu sei irgendein € > 0 vorgelegt. Aufgrund des Archimedesaxioms — ge-
nauer, wegen der in Satz 1.7.3(i) bewiesenen Folgerung daraus — gibt es ein
ng € N mit 1/ng < e. Da fiir n > ng auch 1/n < 1/ng ist und 1/n = |1/n| gilt,
heifit das gerade: Fiir n > ng ist |1/n| < . Und das beweist die Behauptung.

9),,Trivial“ bedeutet soviel wie ,ganz fiirchterlich einfach“. Dummerweise kann man sehr
unterschiedlicher Meinung dariiber sein, ob eine bestimmte Aussage nun trivial ist oder nicht.
Auch Thnen wird die Erfahrung nicht erspart bleiben, dass Sie eine Aussage lesen, die mit

»Es ist trivial, dass ... “ anfingt, Sie aber keinen blassen Schimmer haben, wie man das denn
begriinden konnte. Varianten des Themas sind Séitze wie ,,Offensichtlich ist ... * oder ,,Es ist
leicht zu sehen, dass ... “. In diesem Buch allerdings ist versucht worden, das Wort ,trivial®

nur in wirklich gerechtfertigten Féllen zu verwenden.
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Die weitere Entwicklung der Analysis wird zeigen, dass (1/n),en nicht irgend-
ein x-beliebiges Beispiel einer Nullfolge ist. Diese Folge ist vielmehr so etwas
wie der Urvater aller konkret zu behandelnden Nullfolgen und folglich — weil
,2Konvergenz“ mit Hilfe von ,,Nullfolge“ definiert werden wird — aller konver-
genten Folgen. Konvergenzbeweise werden darauf hinauslaufen, dass irgendwo
»(1/n)nen ist Nullfolge* ausgenutzt werden wird. Besonders simple Folgen wie
die abbrechenden Folgen im vorstehenden Beispiel betrifft das natiirlich nicht.

Das ist natiirlich nicht allzu tiberraschend, denn ,,(1/n),en ist Nullfolge® ist dqui-
valent zum Archimedesaxiom und das ist das einzige Axiom, das die Existenz natiirli-
cher Zahlen mit geeigneten Eigenschaften sichert, wie sie in der Definition ,, Nullfolge*
gefordert werden.

Zusammenhang zum Archimedesaxiom

Fiir belastbare Leser: Eben haben wir gesehen, dass aus dem Archi-
medesaxiom folgt, dass (1/n)nen eine Nullfolge ist. Umgekehrt gilt
das auch. Hatten wir den Betrag und den Begriff ,,Nullfolge* in be-
liebigen angeordneten Korpern eingefiihrt (wortlich wie in 2.2.1 bzw.
2.2.8), so kann man beweisen, dass aus ,,(1/n)pen ist eine Nullfolge*
das Archimedesaxiom folgt. (Haben Sie eine Beweisidee?)

Kurz ,,(1/n)nen ist eine Nullfolge* ist nichts weiter als eine Umfor-
mulierung des Archimedesaxioms.

4. Fiir ,,(an)nen ist Nullfolge“ schreibt man auch

lim a, =0 ,Limes a,, fiir n gegen unendlich gleich Null®),

n—oo

(
oder lima, =0  (,Limes a, gleich Null*),
oder a, 555570 (,a, gegen O fiir n gegen unendlich“),
(

oder an — 0 »Qn geht gegen Null“);

wieder hat das Symbol ,,00“ keinerlei inhaltliche Bedeutung.

5. Sei (an)nen eine Folge in K. Je nachdem, ob Sie sich (a,)nen als ,,Spaziergang
in K* oder durch den Graphen vorstellen (vgl. die Bemerkungen nach Definition
2.1.1 auf Seite 93), erhalten Sie fiir ,,a,, — 0“ folgende Veranschaulichung:

e Die erste Moglichkeit (s. Bild 2.7):
»an — 0 bedeutet, dass auBerhalb der Menge {z | |z| < £}'9) hochstens
endlich viele Folgenglieder liegen, ndmlich schlimmstenfalls a;, as, ..., ap,—1.
e Die zweite Moglichkeit (Bild 2.8)"):

Die Aussage ,a, — 0“ kann man sich so vorstellen, dass auflerhalb jedes
e-Streifens (das ist der Bereich zwischen den Geraden y = ¢ und y = —¢)
hochstens endlich viele der Punkte (n, ay,) liegen.

10)Diese Menge ist in C eine Kreisscheibe und in R die Menge {z | —¢ <z < ¢}.
) Die ist nur im Fall K = R sinnvoll einzusetzen.
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Bild 2.7: Nullfolge

Bild 2.8: Graph einer Nullfolge

6. Fiir den Nachweis von ,a,, — 0“ ist ein ,aus p folgt ¢“-Beweis zu fiithren,
d.h. aus € > 0 ist zu folgern, dass es ein ng mit gewissen Eigenschaften gibt. Sie
diirfen dabei wirklich nichts weiter voraussetzen, als dass € eine positive reelle
Zahl ist. Fiir ein analoges Beispiel denken Sie etwa an den Induktionsschluss bei
Induktionsbeweisen.

Folglich hat es Sie nicht zu interessieren, woher Sie Ihr € bekommen, wie grof§
es denn nun wirklich ist, usw. Sie sollen einen Beweis liefern, der unabhéngig vom
konkreten & klappt und nur e > 0 ausnutzt, egal ob € = 1000 oder £ = 1/1000!
ist. Anschaulich diirfen Sie sich daher den Beweis von ,,a,, — 0% als Konstruktion
eines Automaten vorstellen, der zu gegebenem e ein ny mit den geforderten
Eigenschaften auswirft.
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Um einen typischen Beweis vorzufiithren, behandeln wir die folgende Aussage:
Behauptung: (1//n)nen ist eine Nullfolge.

Beweis 1 (sehr ausfiihrlich): Wir haben zu zeigen, dass zu jedem vorgege-
benen ¢ > 0 ein ng existiert, so dass |1/y/n| < ¢ fiir n > nyg gilt.

Heimliche Voriiberlegung: |1/4/n| < € bedeutet das gleiche wie 1/n < &2,
und fiir n > ng ist [1/4/n| < |1/y/no| < 1/y/no. Es wird also reichen, ein
no mit 1/no < e? zu finden.

Sei also € > 0 vorgegeben. Es ist dann auch €2 > 0, d.h. aufgrund des Archime-
desaxioms existiert ein ng € N mit 1/ng < 2. Fiir jedes n > ng ist dann

‘ 1 < ‘ ! < ! <
&
Vvl T yno| T /o T
dabei haben wir Satz 2.2.5(iv) verwendet.
Das beweist 1/y/n — 0. O

Achtung, Bezeichnungen!

Es hat sich eingebiirgert, auf eine gewisse Bezeichnungsdisziplin zu
achten. So kann das Auge mitdenken, und der Kopf ist frei fiir die
wirklich interessanten Aspekte des Problems. Mathematisch wére es
zum Beispiel vollig korrekt, den Begriff ,,(a,) ist Nullfolge* durch
LFir alle R > 0 gibt es ein # € N, so dass fiir alle zp € N mit
z < zo die Ungleichung |ag,| < R gilt.“ zu definieren. Hétten Sie es
aber gleich wiedererkannt?

Es hat iibrigens recht lange in der Geschichte der Mathematik ge-
dauert, bis man sich auf sinnvolle Abkiirzungen geeinigt hat. Bis ins
15. Jahrhundert wurde noch alles sozusagen ,;in Prosa® ausgedriickt,
eine iibersichtliche Formelsprache setzte sich in gréflerem Umfang
erst im 17. Jahrhundert durch.

Beweis 2 (Standard): Seie > 0 vorgegeben. Man wiihle aufgrund des Archime-
desaxioms ein ng € N mit 1/ng < 2. Es ist dabei zu beachten, dass wegen € > 0
auch €2 > 0 ist. Fiir n > ng ist dann

1
< <e.

‘x/ln S‘\/1"0 Vo

Damit ist 1/y/n — 0 bewiesen. O

7. Am vorigen Beispiel ist wieder einmal das , Riickwértsrechnen“ hervorzuhe-
ben: Erst durch Auflosen der gewiinschten Ungleichung

<e

1
Vvn
nach 1/n kam das Archimedesaxiom ins Spiel. Versuchen Sie sich analog an
einem exakten Beweis von 1/2n — 0 oder 1/n? — 0.
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8. Erinnern Sie sich an den Kommentar nach Satz 1.7.3 iiber die Mathematiker-
Hintergedanken zum Buchstaben e. Anschaulich ist klar, dass Sie es fiir ,,grofe”
e mit dem Nullfolgen-Nachweis leicht haben werden (nur ,méfig grofie“ ng),
sich aber anstrengen miissen, wenn ¢ ,sehr klein® ist (evtl. ,riesengrofie® ny).

9. Das Gegenteil von ,fiir alle x gilt die Aussage A“ ist offensichtlich ,es gibt
ein x, fiir das A nicht gilt“, und das Gegenteil von ,es gibt ein x mit A* ist ,,fiir
alle = gilt A nicht®.

Folglich bedeutet die Aussage ,,(ay,) ist keine Nullfolge*:

Es gibt ein € > 0 mit der Eigenschaft: Wie grof3 auch immer ng € N
gewiihlt ist, es gibt ein n > ng mit |a,| > ¢.

Mit Quantoren liest sich das so:

Y Jlalse

£e>0ngEN n>ng

Wenn Sie also nachweisen wollen, dass eine konkret gegebene Folge (ay,)nen
keine Nullfolge ist, so miissen Sie ein derartiges ,, Versager-“ angeben (das wir
dann meist mit g9 bezeichnen werden). Man kann z.B. gy := 1/2 wiihlen, um
einzusehen, dass (1,1,...) und (1,0, 1,0, ...) keine Nullfolgen sind. Fiir den Be-
weis von ,,(1/1000, 0, 1/1000, 0, . . .) ist keine Nullfolge* miissen Sie sich um einen
kleineren Versager bemiihen. Was ist Thr Vorschlag fiir €¢?

10. Nach so vielen Bemerkungen sollte alles klar sein. Falls immer noch nicht:
Lernen Sie die Definition fiirs Erste auswendig und hoffen Sie auf ein besseres
Verstidndnis im Laufe Threr weiteren Beschéftigung mit der Analysis. Faustregel:
Besser auswendig richtig als falsch gemerkt.

Leider ist das keine iiberfliissige Bemerkung, denn es kommt immer
wieder vor, dass manche sich ,,Nullfolge“ falsch, etwa als

=ATANEE

noeN e>0n>ng

merken. Welche Folgen werden durch diese falsche Definition eigent-
lich beschrieben?

Die Definition von ,,Konvergenz“ ergibt sich quasi als Anhéngsel. Nachdem
wir wissen, was es bedeutet, dass eine Folge , beliebig klein“ wird, kénnen wir
,Konvergenz gegen a“ als ,die Absténde zu a werden beliebig klein“ definieren.
Genauer:

Definition 2.2.9. Sei (an)nen eine Folge in K und a € K. Wir sagen, dass
(an)nen gegen a konvergiert, wenn (a, — a)nen eine Nullfolge ist.

Eine Folge (an)nen n K heifit konvergent, wenn es eina € K gibt mit: (an)nen
konvergiert gegen a. Mit Quantoren:

\v/ El v lan, —a| <e.

e>0npeN n>ng

Folgen, die nicht konvergent sind, heiffen divergent.
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Bemerkungen und Beispiele:

1. Fiir ,,(apn)nen ist konvergent gegen a“ schreiben wir auch

an =557 @ (ya, gegen a fiir n gegen unendlich®),
oder an — a (an gegen a*),
oder nlgrgo an, =a  (,Limes a, gleich a fiir n gegen unendlich®),
oder lima, =a (,Limes a,, gleich a*).

2. Die vorstehende Bezeichnungsweise ist vertriglich mit der fiir Nullfolgen,
denn die gegen Null konvergenten Folgen sind gerade die Nullfolgen. Das wird
manchen spitzfindig vorkommen, aber wenn es nicht so wére, wiisste man nicht,
was die Aussage ,,a, — 0“ eigentlich bedeuten soll.

3. Als Beispiel betrachten wir die Folge (1+ i)neN . Es ist nicht schwer zu sehen,
dass 1 + 71L — 1 gilt, denn die Differenz zwischen der Folge und der Zahl 1 ist
die Nullfolge (})nen-

Das Beispiel ist leider enttduschend einfach, denn es ist klar, dass Folgen der
Form ,,a plus Nullfolge* gegen a konvergieren miissen. (Umgekehrt ist das auch
richtig: Gilt a,, — a, so schreibe man die Folge (ay,)nen als (a + (an, — a))neN.
Damit ist (ay,) von der Form ,konstante Folge plus Nullfolge®.)

Wie aber sieht es mit Folgen aus, fiir die ein Kandidat fiir das a weit und
breit nicht in Sicht ist? Wie zeigt man etwa, dass die Folge (1,1— ;, 1— %—l—é, oY)
konvergent ist? Diese Folge ist wirklich konvergent, aber erst im néchsten Ab-
schnitt werden wir Methoden kennen lernen, das auch wirklich zu beweisen.
Eine Umformulierung des Vollsténdigkeitsaxioms wird dabei eine ganz wesent-
liche Rolle spielen.

4. Jetzt konnen wir sagen, was wir zu Beginn des Kapitels eigentlich gemeint ha-
ben: Die Folge (3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, . . .) konvergiert gegen 7. Umgekehrt:
Konvergenz ist aus dem gleichen Grunde allgemein wichtig wie im konkreten -
Beispiel, denn im Falle a,, — a darf in vielen Féllen statt mit a mit den oft
besser bekannten a,, (n ,geniigend gro“) gerechnet werden.

Soweit zur Definition der Konvergenz. Der Rest des Abschnitts ist ersten Un-
tersuchungen dazu gewidmet. Wir behandeln

o Technisches: Wie kann man einer Folge ansehen, ob sie konvergent ist?

e Permanenzaussagen: Wie gewinnt man aus schon bekannten konvergenten
Folgen neue?

Die Kombination von Permanenzaussagen mit dem Nachweis einiger exempla-
rischer Beispiele fiir Konvergenz (etwa 1/n — 0) liefert uns dann eine Fiille von
Beispielen konvergenter Folgen. Diesem Aufbau — fundamentale Beispiele plus
Permanenzsétze — werden wir in spéteren Kapiteln noch oft begegnen.
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Hier der eher technische

Satz 2.2.10. Sei (ap)nen eine Folge in K. Dann gilt
(i)
<\v/ EI \v/ |an\<5> <~ a, — 0;

>0 ngeN neN
n>no

dabei haben wir die auf Seite 108 eingefiihrten Kiirzel fir ,fir alle und
es eristiert” verwendet.

slan| < e darf also bei Bedarf durch ,|a,| < e ersetzt werden.

(ii) Es gebe ein K > 0 mit

YV 94 V lal<ke

e>0npeN neN
n>no

Dann ist (an)nen eine Nullfolge.

Niemand braucht also zu verzweifeln, wenn beim Nullfolgennachweis zundchst

nur — zum Beispiel — |ay| < 3e gezeigt werden kann.

(iii) Es gebe eine Folge (by)nen in K und ein i mit a, = by, fir n > n, d.h.
(an)nen und (by)nen unterscheiden sich schlimmstenfalls durch endlich
viele Folgenglieder. Ist dann (by)nen konvergent, so auch (ap)nen, und

lim a, = lim b,.

n—oo n—oo
Kurz: Das Konvergenzverhalten ist nur abhdngig von den a, mit n > n,
wobei 1 beliebig grofl sein kann. ,Jugendsiinden® einer Folge sind fir das
Konvergenzverhalten unerheblich.

(iv) Ausa, — a und a,, — b folgt a = b. Der Limes ist also eindeutig bestimmt,
falls er existiert. Erst aufgrund dieser Tatsache ist man berechtigt, das
Zeichen Jima, “ zu benutzen?.

Beweis: (i) ,,=* ist klar, denn aus |a,| < ¢ folgt erst recht |a,| < e.
Der Beweis von ,<=“ wird — zum besseren Versténdnis der Konvergenzdefi-
nition — besonders ausfiithrlich behandelt. Wir wissen, dass

VY 94 VYV lal<e (2.4)

£>0np€eN neN
n>ngo
Dabei haben wir £ (e Schlange“) statt £ geschrieben, um einer fiir Anféinger
nahe liegenden Begriffsverwirrung zu entgehen. Wir zeigen nun:

YV 9 VY lal<e (2.5)

e>0npeN neN
n>ngo

12) Anders ausgedriickt: Kénnte es vorkommen, dass fiir eine Folge (an) gleichzeitig lima, = 3
und lim a,, = 4 ist, so wiisste niemand, welche Zahl mit dem Zeichen lim a,, gemeint ist.
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Sei dazu (irgendein) £ > 0 vorgegeben. Wir betrachten dann & := /2 und
wenden unsere Voraussetzung (2.4) fiir dieses € an. Das diirfen wir, denn mit ¢ ist
auch € > 0. Es existiert dann nach Voraussetzung ein ng, so dass |a,| < &=¢/2
fiir alle n mit n > ng ist. Da aber /2 < ¢ gilt, folgt daraus |a,| < € fiir n > ng.

Die Beweisidee lautet damit in Kurzfassung: Um (2.5) zu zeigen, wenden wir
(2.4) fiir £/2 an'®).

(ii) Die Idee ist &hnlich wie im vorigen Beweis, wir diirfen uns also kiirzer fassen.

Um a,, — 0 unter der Annahme zu zeigen, dass die Voraussetzung in (ii)
erfiillt ist, wiahle man bei vorgegebenem £ > 0 ein ng geméifl Voraussetzung,
aber nicht zu ¢, sondern zu /K. Das darf man, da ¢/K > 0 ist. Fiir das so
gewihlte ng gilt dann:

€
|an|§K-Kfiirn2n0.

Wegen K -(¢/K) = ¢ erfiillt dieses ng die Bedingungen, die wir fiir den Nachweis
der Nullfolgeneigenschaft benétigen. Und damit ist gezeigt, dass (ay)nen eine
Nullfolge ist.

(iil) (bn)nen sei konvergent gegen ein b € K. Wir wollen zeigen, dass auch a,, — b
gilt und beginnen dazu mit der Vorgabe eines £ > 0. Wegen b,, — b finden wir
ein ng mit |b, — b| < ¢, sobald nur n > ny ist. Das bedeutet |a,, — b| < &, wenn
n > ng und gleichzeitig n > 7 ist, denn dann ist a,, = b,.

Damit haben wir einen Index n; (nidmlich die gréfiere der beiden Zahlen ny,
n) gefunden, so dass |a,, — b| < € ist fiir alle n > n;. Das zeigt a,, — b.

(iv) Indirekt geht es am leichtesten: Wére a # b, so wére |a — b| strikt positiv.
Zu € = |a — b|/3 gibe es aufgrund der Konvergenzdefinition ein ny € N sowie

ein ng € N mit

n>ny = |an_a|§57
n>nyg = |a,—b <e.

Wi#hlt man nun irgendein n, das gleichzeitig grofer als ng und als ng ist, so folgt

3e = |a—b
= [(a—an) + (an — D)

< la—an|+ |an — b
< e+e=2¢,
also 3¢ < 2e und damit der Widerspruch e <0 . O

13) Das sollten Sie sich aber nicht als ,,Setze & := €/2% merken!
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Wie zeigt man 2 = y? (Fortsetzung von Seite 101)
Inzwischen haben wir weitere Methoden verwendet, um =z = y zu
zeigen. Wir setzen die Aufstellung von Seite 101 fort:

5. Der Beweis von x < 0, falls x eine reelle Zahl ist: Wenn man
zeigen kann, dass x < ¢ fiir jedes ¢ > 0 ist, so muss = < 0 gelten.
Begriindung: Die Annahme 2 > 0 kann durch Einsetzen von e := 2/2
zu einem Widerspruch gefithrt werden.

Und daraus folgt: Weil man schon, dass x > 0 ist, so darf man aus
»x < ¢ fiir alle ¢ > 0“ schlieflen, dass = 0 sein muss. (Dieser Beweis
kann auch verwendet werden, um fiir komplexe Zahlen z zu zeigen,
dass z = 0 gilt: Man muss ihn nur fiir  := |z| fithren.)

6. Beweis von x = 0 fiir reelle oder komplexe x mit Hilfe von Null-
folgen: Ist & > 0 und weifl man, dass |z| < a, fiir alle n gilt, wobei
(an) eine Nullfolge ist, so muss z = 0 gelten. Das folgt aus ,,5.“,
man muss nur geniigend grofle n wihlen, um einzusehen, dass die
Epsilon-Bedingung erfiillt ist.

Unter einem ,, Permanenzsatz* versteht man ein Ergebnis, durch das aus
den jeweils betrachteten Objekten (hier: konvergente Folgen) mittels fiir die-
se Objekte sinnvoller Operationen (hier: Summen, Vielfache, Produkte, ...)
neue Objekte gewonnen werden kénnen. Bevor wir den fiir konvergente Folgen
relevanten Permanenzsatz beweisen, zeigen wir als Vorbereitung das folgende
Lemma, das auch fiir sich von Bedeutung ist:

Lemma 2.2.11. Sei (an)nen eine Folge in K. Ist dann (an)nen konvergent,
so gibt es ein M > 0 mit

lan| < M fir allen € N.

Folgen mit dieser Figenschaft heiffen beschriankt.
Kurz: Konvergente Folgen sind beschrinkt.

Beweis: (Vgl. Bild 2.9) Sei a := lim a,,. Nach Definition gilt dann

\v/ El \v/ lan, — a| < e.

e>0noeN neN
n>no

Insbesondere gibt es — wenn wir das fiir ¢ = 1 anwenden — ein ng € N mit der
Eigenschaft: Aus n > ng folgt |a, —al < 1.

Fiir n > ng ist dann:
|an‘ - ‘an —a+ CL| S |an - a‘ + |CL| S 1 + |CL|,

d.h. fiir diese n diirften wir M = 1+|a| wihlen. Leider gilt dann nicht notwendig
lar| < M, ..., |an,—1| < M. Um auch noch das sicherzustellen, wiihlen wir M
als die grofite der Zahlen |a1|, |az], ..., |an,—1], |a] + 1. Offensichtlich ist dann
lan| < M fiir alle a,. O
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Bild 2.9: beschrénkte Folge

Satz 2.2.12. (ap)nen und (bp)nen seien Folgen in K.

(i) Gilt an, — 0 und ist |by| < |ay,| fir alle n € N, so ist auch (by)nen eine
Nullfolge (Vergleichskriterium oder Majorantenkriterium ). Vergleichs-
kriterium

(ii) Aus an, — a und b, — b folgt a,, + b, — a+b.

In Kurzfassung'® : lim(a,, + b,) = lima,, + limb,,.

(iii) Aus an, — a folgt ca, — ca fiir jedes ¢ € K.
Kurz: lim ca,, = clima,,.

(iv) Aus a, — a und b, — b folgt a,b, — ab.
Kurz: limaypb, = (lima,)(limb,,).

(v) Aus a,, = a und b, — b folgt an/b, — a/b, falls b # 0 und b,, # 0 (fir
alle n € N ) gilt.
Kurz: lima,, /b, = lima, /limb,,, falls limb,, # 0 und alle b,, # 0.

(vi) Sei K = C und ay, geschrieben als an = Ty, + iyn, mit Tpn,y, € R (fiir alle
n € N ); weiter sei a =z + iy € C mit x,y € R. Dann gilt a,, — a genau
dann, wenn x, — x und y, — y.

Kurz: Konvergenzuntersuchungen in C konnen auf die Konvergenz von
Real- und Imagindrteil und damit auf Konvergenzuntersuchungen in R
zuriickgefihrt werden.

14) Achtung! Das ist wirklich nur eine einprigsame Kurzschreibweise. Die Formel miisste
eingeleitet werden mit ,,Wenn lim a,, und limb,, existieren, dann ...“
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(vii) Es sei K =R und es gelte a,, — a. Ist dann a, < M fiir eine Zahl M
und alle n, so gilt a < M. Entsprechend bleiben Ungleichungen der Form
> M im Limes erhalten.

(viii) Ist (by) eine Teilfolge von (ay) und ist die Folge (a,) konvergent, so ist
auch (by) konvergent. Es gilt lim b, = lim a,,.

Beweis: (i) Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir wollen zeigen, dass es ein ng € N so
gibt, dass |b,| < ¢ fiir n > ng. Wegen a,, — 0 finden wir ein ng, so dass |a,| < ¢
fiir n > no. Dann ist aber erst recht |b,| < e fiir n > ny.

(ii) Es ist zu zeigen, dass (a, + b,) — (a +b) — 0, d.h. |(an + b,) — (a + b)| soll
,klein® werden fiir ,,grofle* n. Nun ist wegen der Dreiecksungleichung

(an +bn) = (a+b)| = [(an — a) + (bn — b)| < [an —a| + [bn - b],

d.h. esreicht, dass |a, — a| und |b,, — b] ,klein* werden. Da das durch die Voraus-
setzung garantiert ist, brauchen unsere Uberlegungen nur noch in einen verniinf-
tigen Beweis umgeschrieben zu werden.

Sei also € > 0 vorgegeben. Dann ist auch /2 > 0, und wegen a,, — a (bzw.
b, — b) gibt es ein n, € N (bzw. n, € N), so dass |a, —a| < &/2 fir n > n,
(bzw. |b, — b| < /2 fiir n > ny).
Sei ng die grofliere der beiden Zahlen n,, ny,. Fiir n > ng ist dann

[(an +bn) = (a+b)] < |an —al+ by — b
- E+E_E
- 2 2 7

Damit ist a,, + b, — a + b bewiesen.

(iii) Im Fall ¢ = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig. Im Fall ¢ # 0 ist es am
einfachsten, Satz 2.2.10(ii) anzuwenden: Wegen |ca,, — ca| = |c||a,, — a] folgt aus
an — a, dass die Bedingung 2.2.10(ii) mit K = |¢| fiir die Folge (ca,, — ca)nen
erfiillt ist. Also gilt ca,, — ca — 0, d.h. ca,, — ca.

(iv) Hier nutzen wir die Aussage des Lemmas 2.2.11 aus: Es gibt ein M > 0 mit
|bn| < M fiir alle n € N. Damit ist der Beweis einfach, wir brauchen nur einige
schon bekannte Ergebnisse zu kombinieren.

Da a,b, — ab gezeigt werden soll, schitzen wir |a,b,, — ab| ab. Hintergedan-
ke dabei: Wir wissen eigentlich nur etwas iiber |a,, — a| und |b,, — b|, miissen also
zu Ausdriicken dieser Form kommen (was wieder durch Addition einer geschickt
geschriebenen Null gelingt). Es ist

|anby, —abl = l|anb, — ab, + ab, — ab|
|anby, — aby,| + |ab, — ab|
|bnlan — al + [al[bn — |
Mlay, — a| + |a||b, — b].

I IA

A
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Nun ist |a,, — a] — 0, |b, — b| — 0 nach Voraussetzung, also wegen (ii) und (iii)
auch M|a,, — a| + |a||b, — b| — 0. Dann aber folgt aus (i), dass anb, — ab — 0,
d.h. gerade die Behauptung a,b, — ab.

(v) Die Idee ist ganz #hnlich wie im vorigen Beweis: Der zu untersuchende
Ausdruck |a,, /b, — a/b| wird durch Terme abgeschitzt, in denen |a, — a| und
|by, — b] vorkommen:

an _ Jan a a
b b’ S W
N R
T bn by b, b
|a
|an, —a| + [b— byl
b 0] [0]

Es wiirde nun genau so wie unter (iv) weitergehen, wenn wir 1/|b,,| durch irgend-
eine Konstante M abschitzen kénnten. (Dann némlich kénnte die Abschiitzung
durch

lal

SM\an—aH—M‘b|

|bn - b|
weitergehen, und |a,, /b, — a/b| — 0 folgte aus (i), (ii) und (iii).)

Wir zeigen noch, dass das wirklich moglich ist: Zu € := [b[/2 gibt es ein ng
mit der Eigenschaft, dass |b, — b| < e fiir n > ng (wegen b, — b; man beachte,
dass € > 0, denn b # 0 nach Voraussetzung). Fiir diese n ist dann

|b| = |b_bn+bn‘
< b —by| + |ba
b
< b

d.h., es gilt [b,] > |b]/2.

Definiert man noch 7 als die kleinste der positiven Zahlen |bi|, ..., |bno—1],
|b/2, so ist |b,| > n und folglich 1/|b,,| < 1/n fiir jedes n € N. Damit haben wir
mit M :=1/n ein M mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden.

(vi) Aus x,, = z und y,, — y folgt durch Kombination von (ii) und (iii), dass
Tn + 1yn — x + iy, d.h. a, — a.
Umgekehrt: Nach Definition ist

\/(-rn - x)g
V(@0 — )2+ (yn — y)?

lan, — al.

|zn —

IN

Gilt also a,, — a, so garantiert uns (i), dass z,, — z. Ganz analog wird y,, — y
gezeigt.
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(vii) Angenommen, es wire ¢ > M. Wir setzen dann ¢ := a — M > 0, aufgrund
der Voraussetzung ist

e=a— M <a-—a, <|a— a,| fir alle n.

Deswegen konnte (a,,) nicht gegen a konvergent sein, und dieser Widerspruch
beweist die Behauptung.

(viii) Der Bewelis ist leicht: Schreibt man b,, = ay,,, so gilt doch nach Definition
kn > n. Ist also |a — an| < e fiir n > ng, so ist erst recht |a — b, | < e fiir diese
Indizes n.

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. g

Bemerkungen und Beispiele:

1. Durch Kombination der Resultate in 2.2.12 mit der Kenntnis einiger konkreter
Nullfolgen ergeben sich konvergente Folgen im Uberfluss. Zum Beispiel gilt

12/n —16/n? = 0 (Wegen (ii), (iii), 1/n — 0 und 1/n? — 0.)
(I14+1/n)+6i—1+6i (Wegen (iv) und 1/n — 0.)

1/n!—0 (Man beachte (i) und 1/n! < 1/n.)

2. Nicht nur, dass wir nun auf bequeme Weise Beispiele fiir konvergente Folgen
erhalten: Es ist sogar so, dass so gut wie alle Konvergenzbeweise der Analysis
durch souverénes Anwenden von Satz 2.2.12 gemeistert werden kénnen (oft
reicht schon eine Kombination des Majorantenkriteriums mit 1/n — 0 aus).
Dazu zwei Beispiele:

e Fiir ¢ € K mit |¢] < 1 gilt ¢" — 0.

Beweis: Im Fall ¢ = 0 ist die Aussage sicher richtig, im Fall ¢ # 0 schreiben
wir die Zahl 1/|q| (sie ist nach Voraussetzung grofer als 1) als

1
=14z,
lq|
wo x > 0 ist. Nun gilt
YV (a+2)">1+ne (2.6)
z>0neN
(die BERNOULLIsche Ungleichung).
Wir erhalten so
=
T e
1
<
- 14nz

1 1
n x
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womit aufgrund des Majorantenkriteriums ¢ — 0 g“ezeigt ist. (Den Nach-
weis der Bernoullischen Ungleichung sollten Sie zur Ubung in vollsténdiger
Induktion selbst fiihren.) |

e n—1
Wir benutzen hier /- im Vorgriff. Wir werden spéter in Korollar 3.3.7
sehen, dass es zu a > 0 genau ein y > 0 mit y” = a gibt; dieses y soll {/a
genannt werden. Wenn Sie es nicht erwarten kénnen, empfehle ich Thnen
einen Beweisversuch in Analogie zu Lemma 2.2.3.

Beachten Sie, dass fiir gréfier werdende n bei der Zahl {/n zwei gegenldufi-
ge Tendenzen zu gewinnen versuchen. Die Aussage {/n — 1 besagt gera-
de, dass der Einfluss des Wurzelziehens gegeniiber dem Wachstum von n
iiberwiegt.

Beweis: Wir geben nur die wichtigsten Schritte an:

-1
— Zeigen Sie (14+x)" > 1+nz+ n(nz )mQ fir n € N und = > 0 durch
vollsténdige Induktion;

— schreiben Sie {/n als 1+x,,, wo offensichtlich =, > 0; es bleibt z;,, — 0
Zu zeigen;

— man beachte, dass

no o= (¥n)"

= (I4z,)"
-1
> 1+nx, + n(n2 )m%
n(n —1)
> s Tn
und damit z, < +/2/(n — 1).
Es folgt 2, — 0 und damit {/n — 1. O

3. Die Dreiecksungleichung spielte in den Beweisen zu (ii), (iv) und (v) eine ganz
wesentliche Rolle. Es wurde schon in der Bemerkung nach Satz 2.2.2 ausgefiihrt,
woran das liegt. Der typische ,, Trick®, sich das geeignete Vergleichselement zu
beschaffen (etwa ab,, im Beweis von (iv)) bestand immer in der Addition einer
geschickt geschriebenen Null.

4. Kombiniert man 2.2.10(ii) mit 2.2.12(i) und (iii), so erhilt man sofort eine
verschirfte Form des Majorantenkriteriums:

Gilt a, — 0 und gibt es M > 0, ny € N mit |b,| < Mlay| fir alle
n € N mit n > ny, so ist auch b, — 0.

5. Beachten Sie bei der Anwendung des Majorantenkriteriums immer, dass die
Nullfolge auf der richtigen Seite der Ungleichung steht: Aus |b,| < |a,| und
by, — 0 folgt fiir die Folge (a,)nen gar nichts.
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2.3 Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit

Erinnern Sie sich an Bemerkung 3 nach Definition 2.2.9 auf Seite 112: Konver-
genzbeweise benotigen, bevor es iiberhaupt losgehen kann, einen Kandidaten fiir
den Limes. Das ist in vielen Fillen ein gravierender Nachteil, denn ein derartiger
Kandidat ist der konvergenten Folge héufig nicht anzusehen.

Einen Ausweg aus dieser Schwierigkeit werden wir in diesem Abschnitt be-
handeln. Wieder wird die Vollstandigkeit von R eine zentrale Rolle spielen:

Definition 2.3.1. Sei (ay,)nen eine Folge in K. (an)nen heifit Cauchy-Folge,
wenn fir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so dass |an, — am| < € fiir alle
n,m > ng. In Quantorenschreibweise:

V El v lan, — am| <e.

e>0 noeN n,meN
n,m>ng

Diese Definition'® bereitet Anfingern erfahrungsgemif gréfiere Schwierig-
keiten als der Konvergenzbegriff. Daher einige

Bemerkungen:

1. Es gibt starke formale Ahnlichkeiten zur Definition , (a,) konvergiert gegen
a“, in beiden Féllen ist zu vorgegebenem ¢ > 0 ein ng mit gewissen Eigenschaf-
ten zu finden. Hauptunterschied: Bei der Cauchy-Folgen-Definition kommen nur
noch die Folgenglieder a,, in der Aussage vor, fiir den Konvergenz-Nachweis muss
der Grenzwert a von vornherein bekannt sein. Dieser Vorteil, dessen Tragwei-
te Sie bald einsehen werden, wird durch das Auftreten von zwei Indizes m,n
erkauft. Die machen Anfingern manchmal Schwierigkeiten.

2. Da in K die Cauchy-Folgen gerade die konvergenten Folgen sind (das wird
gleich gezeigt werden), eriibrigt es sich, Beispiele anzugeben. Trotzdem sollten
Sie versuchen, mit der Definition eine anschauliche Vorstellung zu verbinden:
»(@n)nen ist eine Cauchy-Folge® bedeutet, dass sich die Folgenglieder fiir ,,grofie”
Indizes ,,beliebig nahe“ kommen.

3. Wegen der groBen Ahnlichkeit zur Konvergenzdefinition besitzen die meisten
dazu gemachten Aussagen ein Analogon. Einige der Resultate sind ebenfalls so-
fort sinngeméf zu iibertragen (z.B. die Aussagen in Satz 2.2.10(i), (ii), (iii)). Die
fiir uns wichtigsten Ergebnisse sind im nachstehenden Satz zusammengefasst.

Satz 2.3.2. (ap)nen und (bp)nen seien Folgen in K.
(i) Ist (ap)nen konvergent, so ist (an)nen eine Cauchy-Folge.

(it) Ist (an)nen eine Cauchy-Folge, so ist (an)nen beschrinkt: Es gibt eine
reelle Zahl M, so dass |an| < M fir alle n.

15)Sie geht natiirlich auf CAUCHY zuriick. Cauchy bewies viele wichtige Resultate aus ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik. Von ihm stammt einer der ersten Versuche, die Analysis
streng zu begriinden (,,Cours d’Analyse®, 1821).
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(i11) Angenommen, (an)nen ist eine Cauchy-Folge. Gilt dann |by, — by| < |an — am)|

fiir alle m,n € N, so ist auch (by)nen eine Cauchy-Folge.

(iv) Sind (an)nen und (bp)nen Cauchy-Folgen, so auch (a, + byp)nen und
(can)nen fir beliebiges ¢ € K.

(v) Sei K =C und a,, geschrieben als an, = xy, + iyy (Mit T, y, € R ). Dann
gilt:
(an)nen Cauchy-Folge <= (xn)nen und (yn)nen sind Cauchy-Folgen.

Beweis: (i) Der Beweis besteht aus einer einfachen Anwendung der Dreiecks-
ungleichung, wir vergleichen den Abstand der Folgenglieder mit dem Abstand
zum Limes a:
lan — am| < |an, —a| + |am — al.
Der eigentliche Beweis nutzt dann wieder ein £/2-Argument:
Sei € > 0 vorgegeben. Da dann auch /2 > 0 ist und da (a,)nen konvergent
ist, gibt es ein ng € N mit |a,, — a| < /2 fiir n > ng. Fiir n,m > ng ist dann

|am —an| = |am —a+a—ay|
< lan —a| + |am — al
- E+E_6
- 2 2 7

Das zeigt, dass (a,)nen Cauchy-Folge ist.
(ii) Aus der Cauchy-Folgen-Eigenschaft folgt:

E‘ \v/ |an — an,| < 1.

no neN
n>ng

Der Rest wird wie in Lemma 2.2.11 gezeigt.

Die Beweise zu (iii), (iv) und (v) werden hier nicht gefiihrt. Sie brauchen
lediglich die Beweise von Satz 2.2.12(i), (ii), (iii) und (vi) zu verstehen und
sinngemé&f zu iibertragen. (|

Wir zeigen nun die Umkehrung von Satz 2.3.2(i), das zweifellos wichtigste
Ergebnis dieses Abschnitts:

Satz 2.3.3. Sei (ap)nen eine Cauchy-Folge in K. Dann gibt es ein a € K mit
an — a.
Kurz: Cauchy-Folgen in K sind konvergent.

Beweis: Wir kiimmern uns zunéchst um den reellen Fall, denn das Vollstandig-
keitsaxiom fiir R wird eine wesentliche Rolle spielen. Wir haben von irgendwoher
eine Cauchy-Folge (a)nen in R vorgelegt bekommen und sollen nun so lange
arbeiten, bis wir sicher sind, dass es ein @ € R mit a,, — a gibt. Ein Blick auf
das Axiomensystem von R geniigt, um festzustellen, dass tiefer liegende Exi-
stenzaussagen auf die Existenz von Schnittzahlen zuriickgefiithrt werden miissen
(genauso war es beim Beweis fiir die Existenz von Wurzeln in Lemma 2.2.3(ii)).

Es stellt sich damit das folgende Problem:
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Gegeben sei eine Cauchy-Folge (ap)neny in R. Man soll nun einen
Dedekindschen Schnitt (A, B) so konstruieren, dass die Schnittzahl
a (deren Existenz wegen 1.8.2 garantiert ist) der Limes der a,, ist.

Vielleicht kommen Sie selbst auf einen vielversprechenden Kandidaten fiir (A, B),
hier machen wir mit der folgenden Definition weiter:
a1 ag a4 as
€
A B

Bild 2.10: Der Dedekindsche Schnitt zur Folge (ap)nen

A
B

{z |z € R, es existiert ny mit a,, > x fiir alle n > ng}

{z|zeR,x ¢ A}.

Der weitere Beweisaufbau ist klar, wir behaupten:
1. (4, B) ist ein Dedekindscher Schnitt.

2. Sei a eine Schnittzahl fiir (A, B), sie existiert wegen der Vollstindigkeit von
R. Dann gilt a, — a. (Dann ist der Satz fiir den Fall K = R vollsténdig
bewiesen).

Beweis von 1.: Wir zeigen, dass 1.8.1(i), (ii) und (iii) erfiillt sind:
e zu (i): Wegen 2.3.2(ii) gibt es ein M > 0 mit
|an| < M fiir alle n € N.

Das bedeutet —M < a,, < M fiir n € N, und daraus folgt sofort, dass
—-MeAund M +1 € B.

e zu (ii): Wir bemerken zunéchst, dass mit @ € A auch jedes 2/ € R mit
7' < x zu A gehort. Das folgt sofort aus der Definition. Es ergibt sich dann
leicht, dass fiir z € A und y € B notwendig = < y gilt: Diey <z € A
liegen néamlich nach Vorbemerkung in A und damit nicht in B.

e zu (iii): Das ist klar nach Definition von B.
Beweis von 2.: Aufgrund der Vollstéindigkeit von R gibt es ein a € R, so dass

z<a<yfirze Aund y € B. Wir wollen a,, — a beweisen. Sei also € > 0
vorgegeben. Wir zeigen:

e Es gibt ein n; € N mit a,, > a — ¢ fiir alle n > n;.
e Es gibt ein ny € N mit a,, < a + ¢ fiir alle n > no.

Es ist klar, dass dann |a, — a| < € fiir alle n > ng, wobei ng die gréBere der
beiden Zahlen n1, ny bezeichnet, und damit ist wirklich a,, — a bewiesen.
Nun fehlt nur noch die Konstruktion von n; und ns:
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ny: Es ist a — e < a, die Zahl a — € kann also nicht in B liegen. Also gilt
a — ¢ € A, woraus nach Definition von A sofort die Existenz von n; folgt.

ng: Das ist etwas schwieriger, erst hier wird die Cauchy-Folgen-Eigenschaft
der Folge (an)nen ausgenutzt (bisher war lediglich von Bedeutung, dass
(an)nen beschrinkt ist). Wir wiithlen ng so, dass

|CL" - am| < e fiir n,m > na,

und wir wollen noch zeigen, dass dieses ny die geforderte Eigenschaft hat.
Sei also n > na gegeben. Fiir m > ng ist |a, — an| < € und damit insbe-
sondere a,, > a, — €.

a, —e¢ erfiillt also die fiir Elemente aus A geforderte Bedingung'®, und das
liefert uns, da a Schnittzahl ist, a,, — e < a. Und das bedeutet a,, < a+¢
fiir n > no.

Soviel zum Fall K = R. Der noch ausstehende Fall K = C ergibt sich
vergleichsweise leicht. Wir beginnen mit einer Cauchy-Folge (ay)nen in C und

schreiben jedes a, als a, = x, + iy, mit x,,y, € R. Dann schlieflen wir
folgendermafien:
(an)nen Cauchy-Folge =y (Zn)nen, (Yn)nen Cauchy-Folgen

erster Beweisteil

(Zn)nen, (Yn)nen konvergent

2.2.12(vi)
= (an)nen konvergent.

Damit ist der Satz (endlich!) bewiesen. d

Kommentar: Mit Satz 2.3.3 haben wir ein hiufig anwendbares Ergebnis gewon-
nen, das uns — bei geniigend geschicktem Beweis — die Ezistenz von Zahlen mit
gewiinschten Eigenschaften sichert. Bisher stand uns fiir derartige Existenzaus-
sagen nur das Vollstéindigkeitsaxiom zur Verfiigung (jedenfalls, wenn man von
einfacheren Existenzaussagen wie der Existenz von Inversen oder dem Archime-
desaxiom absieht).

Cauchy-Folgen sind viel besser einsetzbar als Dedekindsche Schnitte, die
werden ab jetzt keine wesentliche Rolle mehr spielen. Der Vorteil Dedekindscher
Schnitte besteht darin, dass mit ihnen Vollstandigkeit relativ einfach formuliert
werden kann.

Cauchy-Folgen sind also konvergent, und Dedekindsche Schnitte sollen nach
Moglichkeit nicht mehr verwendet werden. Geht da nicht etwas von unserem
Axiomensystem verloren? Nein! Wir werden in Satz 2.3.6 beweisen, dass Vollstén-
digkeit dquivalent mit Cauchy-Folgen formuliert werden kann. Bei der Gele-
genheit wird es auch um weitere Umformulierungen dieses so fundamentalen
Prinzips gehen, und um die zu verstehen, miissen Thre Kenntnisse zum Thema
,Ordnung® noch etwas vertieft werden. Es folgt deshalb zunéchst ein

16) Namlich: Bis auf héchstens endlich viele Ausnahmen liegen alle Folgenglieder rechts von
an — €.
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Exkurs iiber Ordnungsrelationen:

Bisher kennen wir ,,Ordnung® nur aus Abschnitt 1.4: Durch die Festsetzung
eines Positivbereichs und die damit mogliche Definition von ,,<“ kann man
in angeordneten Koérpern je zwei verschiedene Elemente vergleichen, eins von
beiden wird immer das groflere sein. Das ist allerdings nur ein Teil dessen, was
man iiber ,,Ordnung® unbedingt wissen muss. Es kommt ndmlich nicht nur in
Korpern vor, dass so etwas wie eine ,, Rangfolge der Elemente“ eine Rolle spielt.
Wir beginnen den Exkurs mit

Ordnungsrelationen: Definition

Es sei M eine Menge und < eine Relation auf M: Es ist also eine Teilmenge
< von M x M vorgegeben. Wie in Definition 1.2.3 werden wir die eigentlich
korrekte, aber viel zu schwerfiillige Schreibweise ,,(z,y) € <* durch ,z < y*
ersetzen; fiir x < y werden wir hier .z vor y* sagen.

M, versehen mit <, soll ein geordneter Raum heiflen, wenn die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:

e Fiir jedes x € M gilt x < x; das nennt man die Reflexivitit von <.

e Fiir beliebige x,y darf man aus der Giiltigkeit von = < y und y < = auf
x = y schlielen: Man sagt dann, dass < antisymmetrisch ist.

e Aus z < y und y < z soll man jedesmal auf x < z schlieflen diirfen. < soll
also transitiv sein.

In diesem Fall nennen wir < auch eine Ordnungsrelation auf M.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Es ist leider ein bisschen verwirrend, dass ,,<*“ auf einem angeordneten Korper
keine Ordnungsrelation ist, denn ,,<* ist nicht reflexiv. Definiert man jedoch —
wie in Abschnitt 1.4 ja schon geschehen — eine Relation ,,<“ durch ,x < y genau
dann, wenn = < y oder x = y“, so liegt wirklich eine Ordnungsrelation vor. Das
ist auch schon das fiir uns wichtigste Beispiel, und wenn Sie keine Lust haben,
Ordnungsrelationen genauer kennen zu lernen, so diirfen Sie im Folgenden ,, <
und M stets durch ,,<“ und R ersetzen.

2. Es gibt aber weitere interessante Beispiele fiir Ordnungsrelationen, manche
haben nicht einmal etwas mit Zahlen zu tun. Hier einige konkrete Vertreter:

e Es sei N irgendeine Menge und M := P(N) die Potenzmenge von N.
Dann ist ,,C“ eine Ordnungsrelation auf M.

e Ist M eine beliebige Menge, so ist die Gleichheit eine Ordnungsrelation.

e Sei M die Menge N der natiirlichen Zahlen. Auf dieser Menge ist ,,teilbar*
eine Ordnungsrelation. (Fiir ,n teilt m* schreibt man iibrigens in Kurz-
fassung n|m. So gelten zum Beispiel die Aussagen 223224, 1|11 und
333|333.)
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e Man definiere <:= M x M, es sollen also alle Elemente in Relation zu-
einander stehen. Ist das eine Ordnungsrelation?

Schranken/Supremum/Infimum

Sie sollten versuchen, die folgenden Begriffe in moglichst vielen verschiedenen
Beispielrdumen zu verstehen. Fiir uns werden sie allerdings hauptséchlich im
geordneten Raum (R, <) eine Rolle spielen.

Es geht um Elemente eines geordneten Raumes, die in Bezug auf eine Teil-
menge besondere Eigenschaften haben.

Definition 2.3.4. Sei (M, <) ein geordneter Raum, o € M und A C M.

(i) xo heifit obere Schranke von A, wenn x < xg fir alle x € A.
(i)’ xo heifit untere Schranke von A, wenn xg < x fir alle x € A.

(ii) o heifit Supremum (oder kleinste obere Schranke) von A, wenn gilt

(a) xq ist obere Schranke von A.

(b) Ist yo eine obere Schranke von A, so folgt xo < yo.

(i)’ xo heift Infimum (oder grifite untere Schranke) von A, wenn gilt Supremum
Infimum
(a) o ist untere Schranke von A.

(b) Ist yy eine untere Schranke von A, so folgt yo < .

Bemerkungen und Beispiele:

1. Die Aussagen (i) und (i)’ sowie (ii) und (i)’ sind vollkommen symmetrisch
(man ersetze nur ,,<* durch ,,>*). Folglich gehort zu jedem Ergebnis {iber obere
Schranken eins fiir untere Schranken und umgekehrt. Gleiches gilt fiir Aussagen
iitber Supremum und Infimum.

Aus diesem Grund werden die Beweise in der Regel nur fiir obere Schranken
bzw. Suprema gefiihrt, die anderen ergeben sich dann durch Symmetrie.

2.In (R, <) kann man sich das so vorstellen:

A

Infimum Supremum

,typische” untere Schranke ,typische” obere Schranke

Bild 2.11: Supremum/Infimum
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Ein Element x( ist also obere Schranke einer Teilmenge A, wenn zq ,rechts
von A“ liegt. Und x( ist Supremum von A, wenn x( erstens obere Schranke ist
und zweitens unter allen oberen Schranken ,,moglichst weit links“ liegt. Anders
ausgedriickt: Um ein Supremum von A zu finden, starte man bei irgendeiner
Stelle rechts von A und gehe dann — immer rechts von A bleibend — so weit wie
moglich nach links.

3. Suprema und Infima sind, falls sie existieren, eindeutig bestimmt. Wir bewei-
sen das fiir Suprema. Seien dazu g, &g € M vorgelegt, so dass beide Elemente
die Bedingungen aus Definition 2.3.4(ii) erfiillen.

Da zg obere Schranke ist und & (ii)b erfiillt, folgt &9 < z, entsprechend
ergibt sich (man vertausche die Rollen von z und &) auch xg < 2o, insgesamt
also xg = Zo.

Deswegen ist die Sprechweise ,,das Supremum von A“ gerechtfertigt, wenn
A iiberhaupt ein Supremum besitzt. Das wird dann mit sup A bezeichnet. Fiir
das Infimum von A schreibt man inf A.

4. Es folgen zur Illustration einige Beispiele:

a) Die Menge N werde mit der Ordnung
n<m < n|lm

versehen. Es sei A := {12, 18}. Obere Schranken sind dann alle durch 36 teilba-
ren Zahlen, als untere Schranken erhalten wir 1,2, 3, 6.

36 ist Supremum von A und 6 ist Infimum.
Allgemein: Suprema in dieser Ordnung sind gerade die kleinsten gemeinsamen
Vielfachen, Infima entsprechend die grofiten gemeinsamen Teiler:

sup{m,n} = kgV(m,n) (kleinstes gemeinsames Vielfaches)
inf{m,n} = ggT(m,n) (grofter gemeinsamer Teiler)
fir m,n € N.

b) Sei N eine Menge. Wir betrachten (P(N), C) und A := {B,C}, wobei B und
C aus P(N) sind. Dann ist BNC (bzw. BUC) Infimum (bzw. Supremum) von
A. Kénnen Sie das begriinden?

¢) Sei A in (R, <) die Teilmenge A := {1/n | n € N}, es sollen Supremum und
Infimum bestimmt werden. Das ist komplizierter, als man denken sollte:

1. Schritt: Ausgehend von einer Skizze von A kommen wir zu einer
Vermutung, d.h. wir gewinnen natiirliche Kandidaten fiir sup A und
inf A. Im vorliegenden Fall sind sup A = 1 und inf A = 0 aussichts-
reiche Kandidaten fiir einen Beweisversuch.

2. Schritt: Wir miissen nun nachweisen, dass unsere Kandidaten die
in sie gesetzten Hoffnungen erfiillen. Entsprechend der Definition
erfordert das jeweils zwei Beweise:
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(i) Beweis von ,sup A = 1¢.

Es ist zu zeigen, dass erstens 1/n <1 fiir alle n € N gilt
und zweitens aus ,yo > 1/n fir alle n € N “ stets yg > 1
folgt. Beides ist einfach: Die erste Aussage gilt, weil alle
n > 1 sind, und zum Beweis der zweiten brauchen wir nur
speziell n =1 in die Voraussetzung einzusetzen.

(i) Beweis von ,inf A = 0“.

Hier miissen wir nachpriifen, ob 1/n > 0 fiir alle n € N
richtig ist und ob aus ,,1/n > yo fiir alle n € N“ geschlos-
sen werden kann, dass yo < 0. Der erste Teil ist klar, und
der zweite folgt mit einem indirekten Beweis unter Aus-
nutzung des Archimedesaxioms: Wére yo > 0, so gibe es
wegen Satz 1.7.3(1) ein n € N mit 1/n < yo; Widerspruch.

5. Es ist an dieser Stelle giinstig, noch einmal auf die leere Menge zu sprechen
zu kommen:

Die Probleme mit der leeren Menge ()

Vielen machen Aussagen Schwierigkeiten, die die leere Menge be-
treffen. Betrachten wir zum Beispiel, fiir eine Teilmenge M von R,
die Aussage ,Fiir jedes x aus M ist #2 — x irrational.*

Fiir konkrete Mengen M kann das richtig oder falsch sein, wie sieht
es fiir den Fall der leeren Menge aus? Um zu einer Entscheidung zu
kommen, empfiehlt es sich, die vorstehende Aussage sehr ausfiihrlich
wie folgt zu lesen:

Jedesmal, wenn mir irgendjemand ein x aus M vorlegt,
kann ich nachweisen, dass 2 — x irrational ist.

Und fiir die leere Menge stimmt das! Einfach deswegen, weil garan-
tiert niemand kommt und mir ein Element vorlegt.

Allgemeiner kann man sich — bei gleicher Begriindung — merken:

LHFir-alle“-Aussagen, die die leere Menge betreffen, sind
immer richtig.

Geht es dagegen um Aussagen, die als Erstes den Existenzquantor
3¢ enthalten, sieht es fiir die leere Menge schlecht aus, da sie iiber-
haupt keine Elemente enthélt:

Alle Aussagen, die mit ,Es gibt ein Element in M mit
“ anfangen, sind fiir die leere Menge falsch.

Nutzanwendung hier: Jedes xg € M ist obere Schranke und untere Schranke
von ). Damit wird es sup( (bzw. inf ) also nur geben, wenn M ein kleinstes
(bzw. groBtes) Element besitzt.

So gilt etwa:
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e In ({z]0<2<1},<) gilt supf) = 0 und inf ) = 1'7).
e In (N, <) ist supf = 1, aber inf () existiert nicht.

6. Im Allgemeinen haben auch nicht leere Mengen weder Schranken noch Su-
prema oder Infima. Zum Beispiel gilt in (R , <):

e infN = 1, aber N hat keine obere Schranke (warum?) und folglich erst
recht kein Supremum.

e 7 hat weder obere noch untere Schranken.

Aus der Existenz von oberen Schranken folgt in beliebigen geordneten Rdumen
noch nicht, dass ein Supremum existieren muss. Wir betrachten dazu die Menge
A={reQ |2?<2}in (Q,<). Die Menge A ist sicher nach oben beschrinkt,
z.B. durch 2y = 5. Zu jeder oberen Schranke gibt es aber eine kleinere, eine
bestmogliche existiert nicht.

Das liegt natiirlich wieder daran, dass v/2, der heimliche Kandidat fiir
sup A, keine rationale Zahl ist. Um die Nichtexistenz streng zu beweisen,
miisste man noch einmal die Uberlegungen in Abschnitt 1.8 kopieren, die
die Nichtexistenz einer Schnittzahl fiir einen geeigneten Dedekindschen
Schnitt in Q lieferten.

(Ende des Exkurses zu Ordnungsrelationen)

In (R, <) haben nach oben unbeschrénkte Mengen sicher kein Supremum:
Wenn keine obere Schranke existiert, dann erst recht keine bestmogliche. Und
unter den nach oben beschrinkten Mengen ist die leere Menge sicher eine oh-
ne Supremum, denn R hat kein kleinstes Element. Bemerkenswerterweise sind
das schon die einzigen Ausnahmen, beim Beweis wird wieder das Vollsténdig-
keitsaxiom eine wesentliche Rolle spielen:

Satz 2.3.5. Ist D C R eine Teilmenge, die nicht leer und nach oben beschrdnkt

ist, so existiert sup D.

Beweis: Der Beweis wird wieder mit dem Vollstdndigkeitsaxiom gefiihrt. Wir
definieren (A, B) durch

A:={z |z €R, esgibt y € D mit z < y},
B:={r|zcR, firalleyc Disty <z}'®.
Dann ist (A, B) ein Dedekindscher Schnitt:

e A ist nicht leer, da y — 1 € A fiir jedes y € D. Auch B enthilt Elemente,
denn nach Voraussetzung existieren obere Schranken.

17)Es ist also moglich, dass sup A < inf A. Das kann allerdings fiir nicht leere Mengen aus-
geschlossen werden.
18) B ist also die Menge der oberen Schranken von D.
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e Seien 1 € A und z2 € B. Dann gibt es ein y € D mit z; < y, und
gleichzeitig gilt y < z2. Aus der Transitivitdt der Ordnung folgt =1 < xs.

e Ist = eine beliebige reelle Zahl, so kann die Aussage ,,x ist obere Schranke
von D“ richtig oder falsch sein. Im ersten Fall gehort x zu B, im zweiten
zu A, und beides gleichzeitig kann nicht eintreten.

Sei nun z¢ eine Schnittzahl fiir (A, B), hier ist die Vollsténdigkeit wesentlich.
xo ist unser Kandidat fiir sup A. Wir zeigen:

xo ist obere Schranke. Um das zu beweisen, betrachten wir ein beliebiges y € D.
Mal angenommen, es wire zg < y. Dann liegt die Zahl z := (y 4+ z()/2 in A,
denn es gilt * < y. Nun ist aber xy Schnittzahl, und das fithrt zu < xy und
danach zu dem Widerspruch y < zg.

xq st beste obere Schranke. Das ist leicht, denn als Schnittzahl fiir (A, B) liegt
xo links von allen oberen Schranken von D. O

Wir haben gesehen, dass aus der Vollstdndigkeit gem#&B Abschnitt 1.8 die
Konvergenz von Cauchy-Folgen und die Existenz von Suprema fiir nach oben
beschriankte, nicht leere Mengen folgt. Umgekehrt gilt das auch: Hatten wir ei-
ne dieser Aussagen gefordert, so konnten wir auch Vollsténdigkeit im Sinn von
»,Dedekindsche Schnitte haben Schnittzahlen“ garantieren. Das ist der Inhalt
des folgenden Satzes, der zusétzlich noch eine Charakterisierung durch Inter-
vallschachtelungen enthélt.

Satz 2.3.6. Sei (K, +,-, P) ein archimedisch angeordneter Korper. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent® :

(i) (K,+,-, P) ist vollstindig im Sinne von Abschnitt 1.8 (d.h., jeder Dede-
kindsche Schnitt besitzt eine Schnittzahl).

(i) Jede Cauchy-Folge in K ist konvergent.

(iii) Ist A C K nicht leer und nach oben beschrinkt, so besitzt A in K ein
Supremum.

(iv) Seien (ay,) und (by,) Folgen in K mit der Eigenschaft, dass erstens a, < by,
fir alle n, zweitens a1 < ay < ---, drittens by > by > --- und viertens
bn — an, — 0 gilt. Die ay, by laufen also — von links bzw. rechts kommend
— aufeinander zu.

(Man spricht dann auch von einer Intervallschachtelung?®®.)
Dann gibt es ein xo in K, so dass a, < xg < by, fir alle n € N.

19) Das heifit: Aus jeder der Aussagen folgen die anderen.

20)Der Name riihrt daher, dass man mit [a,b], dem Intervall von a bis b, die Menge der
Zahlen z mit a < z < b bezeichnet. Und dann bilden die [an, by, | eine Folge von ineinander
geschachtelten Intervallen, deren Linge gegen Null geht.

Intervall-
schachtelung
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Bemerkungen:

1. Stillschweigend haben wir die Begriffe ,,Cauchy-Folge“ und , konvergent® wie
in R erkléart. Das ist moglich, da der Betrag rein ordnungstheoretisch definiert
war.

2. Wegen dieses Satzes kann sich jeder Lehrbuchautor aussuchen, wie er ., Voll-
stindigkeit* von R erkliren will. Jede der dquivalenten Aussagen kann als Axi-
om gefordert werden, die drei anderen sind dann Sétze der Analysis. In diesem
Buch wurde mit Dedekindschen Schnitten gearbeitet, denn dafiir musste man
noch nichts von Konvergenz oder von Suprema wissen.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz mit einem so genannten Ringschluss, d.h.
wir zeigen

(i) = (i) = (i) = (iv) = (@1).
(i) = (ii): Das wurde in 2.3.3 bewiesen.

(ii) = (iii): Der Lernwert dieses eher technischen Beweises ist gering, deshalb be-
gniigen wir uns mit dem Vorstellen der Beweisidee. Was ist zu tun? Wir miissen
mit einer Teilmenge A C K anfangen, die nicht leer und nach oben beschréinkt
ist. Dann miissen wir eine Cauchy-Folge so geschickt definieren, dass der nach
Voraussetzung existierende Grenzwert Kandidat fiir sup A ist. Sei also A # ()
nach oben beschrankt:

A

T T3 Ty T2

>R

Bild 2.12: Die Menge A und die ersten Folgenglieder
Wir konstruieren (21, x2,...) induktiv:
x1: irgendein Element von A (das existiert nach Voraussetzung);
x9: irgendeine obere Schranke von A (auch die gibt es nach Voraussetzung);
x3: 23 = (21 + 22)/2;

x4t gibt es ein x € A mit x > x3 (ist also xg nicht obere Schranke), so soll
x4 1= (w9 + x3)/2 sein, andernfalls setzen wir x4 := (21 + 23)/2;

Tp41t T1,-..,Ty seien schon konstruiert, wobei n > 3. Falls z,, obere Schranke
von A ist, setzen wir x, 11 1= x, — 2—(n-1) (x2 —x1), andernfalls definieren
Wit 241 = T + 277D (29 — 21).

Dann ist (2, )nen eine Cauchy-Folge, und es gilt lim z,, = sup A.

(iii) = (iv): Wir setzen voraus, dass beschriinkte, nicht leere Teilmengen von R
ein Supremum haben, und wir miissen zu einer vorgelegten Intervallschachtelung
(an), (bn) ein xo angeben, das zwischen den a und b liegt.
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Das geht so: Wir definieren D als die Menge
D :={x | es gibt ein n mit a,, >z }.

Dann ist D nicht leer (alle a,, gehoren zu D) und nach oben beschrinkt (jedes
by, ist eine obere Schranke). Folglich existiert das Supremum von D, das wir
2o nennen wollen. Aufgrund der Supremumseigenschaften und der eben zusam-
mengestellten Beobachtungen muss a,, < xg < b, fiir alle n gelten.

(iv) = (i): Diesmal wissen wir, dass es fiir Intervallschachtelungen ,,etwas genau
dazwischen* gibt, und daraus soll die Existenz von Schnittzahlen folgen.

Wir starten also mit einem Dedekindschen Schnitt (A, B). Zunéchst wéhlen
wir irgendein Element a € A und irgendein b € B und taufen: a1 := a, by := b;
da wir es mit einem Dedekindschen Schnitt zu tun haben, gilt a; < b;. Dann
betrachten wir x; := (a1 + b1)/2. Diese Zahl wird zu A oder zu B gehoren, im
ersten Fall geht es weiter mit

as = I, bg = bl,

im zweiten mit
as ‘= ay, b2 =x1.

Als Nichstes untersuchen wir die Zahl x5 := (ag + b2)/2. Gehort sie zu A, so
wird
as = Iy, b3 = bg,

andernfalls setzen wir
as := ag, by := xs.

So setzen wir die Konstruktion fort, nach Definition entsteht eine Intervall-
schachtelung. Wir bemerken, dass die a,, zu A und die b,, zu B gehdren und
dass sich der Abstand von a,, zu b,, von Schritt zu Schritt halbiert, es gilt (mit
M := by — a1) die Identitét b, — a, = M/2" L.

Man wiéhle nun — nach Voraussetzung — ein z¢ mit a,, < z¢ < b, fiir alle n,
dieses xq ist unser Kandidat fiir eine Schnittzahl.

Warum ist denn a < z fiir jedes a € A? Dazu bemerken wir zunéchst, dass
a < by, fir alle n gilt, denn die b,, gehoren ja zu B. Auerdem ist a,, < x¢ < b,
und folglich

by = xo + (by — z0) < zo + (by — ap) <@g + M/2"7L

So folgt a < g + M/2"~ ', und da M/2"~' — 0, muss a < xo gelten®").
Ganz genauso lésst sich zeigen, dass xg < b fiir alle b € B gilt. |

21)Vgl. Beweisprinzip 5 im Kasten auf Seite 115.
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Die im vorstehenden Satz behandelten Umformulierungen des Vollstandig-
keitsaxioms werden eine wichtige Rolle spielen. Es folgt noch ein Beispiel zur
Anwendung von Supremumstechniken, die oft sehr elegante Beweise ermogli-
chen. Urteilen Sie selbst:

Satz 2.3.7. Sei (an)nen eine Folge in R, so dass gilt:
(i) Die Folge (an)nen ist monoton steigend, d.h., a; < ag < ---.

(it) (an)nen ist nach oben beschrinkt: Es gibt ein M mit a, < M fiir alle
neN.

Dann ist (an)nen konvergent mit lima,, = sup{a, | n € N}.
Analog gilt: Ist (an)nen monoton fallend und nach unten beschrinkt, so ist
(an)nen konvergent mit lim a,, = inf{a,, | n € N}.

Beweis: Sei (an)nen eine monoton steigende, durch ein M € R nach oben
beschrénkte Folge:

ay az az Q405 - - - M
Bild 2.13: Die Folge (an)nen mit oberer Schranke A/

Dann ist A := {a, | n € N} nicht leer und durch M nach oben beschriinkt.
Folglich existiert zy := sup A, und es bleibt a,, — xg zu zeigen. Sei dazu e > 0
vorgelegt. Da zo — ¢ echt kleiner als xq ist, kann zy — € keine obere Schranke von
A sein (denn g ist ja die kleinste obere Schranke). Es existiert also ein ng € N
mit a,, > 9 — €.

Aufgrund der Monotonie ist dann a,, > a,, > x¢ — ¢ fiir alle n > ng, was
zusammen mit der Voraussetzung ,,xg ist obere Schranke von A“ die Ungleichung

2o —€ < ap <xo <20+ £ (alle n > ng)

ergibt. Folglich ist |a,, — x¢| < € fiir n > ng und damit ist alles gezeigt. O
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2.4 Unendliche Reihen

Es kommt haufig vor, dass Konvergenzbetrachtungen fiir Folgen der Form
(a1, a1+ az, a1 +az +as,...)

anzustellen sind. In diesem Abschnitt wollen wir diesen Spezialfall ndher unter-
suchen.

Definition 2.4.1. Sei (an)nen eine Folge in K, wie bisher bedeutet das Zeichen
K den Korper der reellen oder der komplexen Zahlen. Fir N € N verstehen wir
unter der N-ten Partialsumme die Zahl

N
SN:=a1+azx+...+any = E Ay, -
n=1

Falls der Limes der Folge (sy)nen existiert, sagen wir, dass die zu (ap)nen
gehorige Reihe konvergent ist. In diesem Fall schreiben wir

oo

E a, = lim sp.
N—oo

n=1

Die Zahl 507 an wird die Reihensumme der zu (an)nen gehdrigen Reihe
genannt.

Reihen, die nicht konvergent sind, heiffen divergent.

Bemerkungen und Beispiele:
1. Fur 220:1 an schreibt man auch a; +as + - - - oder, wenn der Laufbereich der
Indizes klar ist, > a,.

Es sollte Thnen keine Schwierigkeiten machen, die Definition auf Reihen des
Typs Y o2y an oder >_°7 - a;, zu iibertragen.

2. Ist (an)nen eine abbrechende Folge, d.h. gibt es ein 7 mit a,, = 0 fiir n > 7, so
ist die Folge der Partialsummen vom Index n an konstant und folglich konvergent
gegen aj + - - - + ap. Kurz:

00 7
E anzg Gy

n=1 n=1

und in diesem Sinne sind endliche Summen ein Spezialfall konvergenter Reihen.

3. Die vorstehende Reihe war nicht besonders bemerkenswert. Wie im Fall kon-
vergenter Folgen gibt es auch in der Reihenrechnung einen ausgezeichneten Kan-
didaten, der unser erstes interessanteres Beispiel darstellt.

Wir behaupten: Fiir ¢ € K mit |q| < 1 ist die Reihe 1+ ¢+ ¢ +--- konvergent
mit

= 1
1+q+q2+--~=2q”=17q-
n=0

Der Vollstéindigkeit halber ist anzumerken, dass ¢" fiir n = 0 noch nicht definiert
ist. Wir setzen ¢° := 1 fiir alle ¢ € K, insbesondere ist auch 00 := 1.

D

oo
n=1
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Beweis dazu: Als leichte Ubung in vollstindiger Induktion erhilt
man
_ anrl

n
, 1
ltg+ @+ +q" =) ¢"= ey
=0

Da wir schon wissen, dass ¢" — 0 fiir |¢| < 1 (vgl. Seite 120), ergibt
sich unter Verwendung der in Satz 2.2.12 bewiesenen Resultate:

n+1 1

oo 1 _
Z q¢" = lim q = .
o n—oo 1 —gq 1—gq

Diese Reihe — sie wird die geometrische Reihe genannt — wird fiir die Reihen-
rechnung die gleiche fundamentale Rolle spielen wie (1/n),en in der Theorie
der konvergenten Folgen.

4. Wir wollen hier das paradoxe Ergebnis 1 = 0 mit Hilfe der Reihenrechnung
,beweisen*.

Sei zunéchst Y a,, eine konvergente Reihe. Wir verteilen in a1 +ag+as+- -
auf beliebige Weise Klammern, etwa als

(a1) + (a2 + a3) + (a4 + as + ag) + (a7 + as + ag + ao) + -+,

wir gehen also zu by + by + bs + - - - iiber, wobei die b Summen iiber endliche
Abschnitte der a,, sind und die Reihenfolge nicht verdndert wurde. Da die Parti-
alsummenfolge der (b,,) eine Teilfolge der zu (a,,) gehorigen Partialsummenfolge
ist, kann man sofort die Existenz von Y b,, garantieren, auch gilt > a, = >_ by,.

Doch Achtung: Falls man mit nicht konvergenten Reihen das Gleiche nach-
machen mochte, kann Unsinn herauskommen. Ein berithmtes Beispiel ist die
Reihe 1—1+4+1—1+4+1—14+---. Klammert man sieals (1—1)+(1—1)+(1—-1)+---,
so ist das Ergebnis 0, da ja nur Nullen addiert werden. Rechnet man aber
14+ (=1+1)4+(=1+1)+---, soist der Wert offensichtlich 1, da ja auf die 1
nur noch Nullen folgen.

Keiner braucht sich aber Sorgen zu machen, wir haben nicht 1 = 0 bewiesen,
denn die obigen Umformungen diirfen nur bei konvergenten Reihen vorgenom-
men werden.

5. Anschaulich ist klar, dass die ay, ,klein* werden miissen, wenn y o, a, exi-
stieren soll, und wirklich werden wir gleich in Satz 2.4.2 beweisen, dass fiir
konvergente Reihen notwendig a,, — 0 gelten muss. Das liefert unmittelbar Bei-
spiele fiir nicht konvergente Reihen: Wenn (a,,) keine Nullfolge ist, kann > 7 | ay,
nicht existieren. (Machen Sie sich das auch direkt, d.h. ohne Verwendung von
Satz 2.4.2, an einigen Beispielen klar, etwa an (1, —1,1, —1,...): Warum existiert
die zugehorige Reihensumme nicht?)

Die Umkehrung gilt nicht: Aus a,, — 0 folgt nicht, dass Zfil an existiert.
Das sieht man leicht am Beispiel

1 11111
72527373737"' .
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Die Partialsummen sind offensichtlich unbeschriankt, konnen also wegen Lemma
2.2.11 keine konvergente Folge bilden.

Die harmonische Reihe

Etwas genauer muss man schon hinsehen, um sich klarzumachen,
dass die Reihe 1 +1/2 + 1/3 + --- (die so genannte harmonische
Reihe) nicht konvergiert. Auch hier sind die Partialsummen nicht
beschriankt, was durch geschicktes Abschétzen offensichtlich wird:

1
51 = 122
L
s =
2 2= 29
- gttt 13
s 29737459 4"
N i TP B B
5= 8= 92 2 4 8 2
A T T G |
n = > =
52 e DD DI
k=1 v=1 p=1

6. Andert man in (an)nen endlich viele Glieder ab, so wird dadurch das Konver-
genzverhalten von Y -, a, nicht gefindert, denn von einer Stelle ab stimmen
die neuen Partialsummen bis auf eine additive Konstante mit den alten iiberein.
Die Reihensumme kann sich natiirlich &ndern.

Aufgrund der Reihendefinition kénnen wir sofort alle diejenigen Ergebnisse
aus der Theorie der konvergenten Folgen iibertragen, bei denen der Ubergang
von der Folge zu den Partialsummen keine Schwierigkeiten macht. Ein Negativ-
beispiel: Sie konnen die Partialsummen von (a,b,)nen nicht einfach durch die
Partialsummen von (ay, )neny und (by,)nen ausdriicken, und deswegen werden Sie
hier auch keinen Satz iiber Z:;l anb,, finden.

Satz 2.4.2. (a,)nen und (bp)nen seien Folgen in K.
(i) Falls 307 an und Y oo, by exisieren, so auch > oo (an + by). Es gilt

Z,Zozl(a" + bn) = Zzozl an + Zzozl bn

Schreibt man das als (a1+b1)+(az+b2)+- -+ = (a1+as+- - )+ (b1+ba+---),
so wird klar, dass es sich um den Spezialfall eines Kommutativgesetzes fir
unendliche Reihen handelt.

(ii) Es gilt das Distributivgesetz: Wenn Y o, an, ezistiert, so auch Y oo, can
fiir jedes ¢ € K. Und dann gilt 500 | can = ¢y oo an.

harmonische
Reihe
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(i11) ZZO:1 an existiert genau dann, wenn die folgende Bedingung erfillt ist
Cauchy- (das so genannte Cauchy-Kriterium ):

Kriterium
YEIRADEE
e>0npeN n,meN :n+1
m>n>ng
Vergleichs- (iv) Falls Y07, |by| existiert und |an| < |bn| fir alle n € N ist, so ewistiert
Kriterium auch die Reihe > 00 | ay.
Insbesondere impliziert die Konvergenz von'y - |a,| diejenige von 'y > | .

In diesem Fall gilt auch |y o0 an] <307, \an|

(v) Wenn 307 a, existiert, so ist a, — 0. Auferdem gilt dann: Fir alle n
existiert by, := an + ap41 + -+, und b, — 0.

Beweis: (i) Wir beginnen mit der Gleichung
(a1+b1)+"'+(an+bn): (al+"'+an)+(b1+"'+bn)7

die Puristen durch vollstdndige Induktion beweisen miissen. Selbst bei geringer
Erfahrung sieht man aber, dass das sofort aus der Kommutativitéit und der As-
soziativitdt der Addition folgt. Damit ist die behauptete Aussage ein Spezialfall
von Satz 2.2.12(ii), in dem gezeigt wurde, dass der Limes einer Summe gleich
der Summe der Limites ist.

(ii) Das folgt aus
(cay + -+ -+ cay) =clag + -+ ay)

und Satz 2.2.12(iii).

(iii) Die Existenz der Reihe > -~ a, bedeutet doch nach Definition, dass die
Folge (s;,) der Partialsummen konvergent ist, und das ist genau dann der Fall,
wenn (sy) eine Cauchy-Folge ist. Wenn man noch fiir die Aussage ,(s,) ist
Cauchy-Folge“ die Definition einsetzt, ergibt sich die Aussage (iii).

(iv) Wir beginnen mit einer Vorbereitung, dazu erinnern wir zunéchst an die
Dreiecksungleichung: Es ist |1 +ca| < |e1]+]|ez| fiir ¢1, ¢ € K. Durch vollsténdi-
ge Induktion ergibt sich daraus eine verallgemeinerte Dreiecksungleichung fiir n
Summanden:

ler 4t enl Seaf + o+ fenl.
Hier zeigen wir nur den Induktionsschritt:

ler + - 4 cn + gl ler + - 4 cal + |enta]

<
< el len| + [ensal-

Dabei wurde im letzten Schritt die Induktionsannahme verwendet.
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Nun zum Beweis von (iv), wir nehmen an, dass > ., |b,| existiert. Wir wollen
zeigen, dass fiir die Reihe der (a,)nen das Cauchy-Kriterium (iii) erfiillt ist.
Sei also € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung und (iii) gibt es ein ng € N,
so dass fiir m > n > ng die Ungleichung
m

Z |bk‘ <e

k=n+1

erfiillt ist. Dann aber gilt fiir m > n > ng nach unserer Vorbereitung:

m m m
Do oar| < Y larl< Y el < (27)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Das Cauchy-Kriterium ist also erfiillt, und damit ist der erste Teil von (iv)
bewiesen.

Fiir den zweiten Teil der Aussage ist es bequem, zuerst ein allgemeines Er-
gebnis fiir Folgen zu beweisen:

Ist (¢p)nen irgendeine konvergente Folge in K und gilt |¢,| < M fiir
ein M >0 und alle n € N, so ist |limc¢,| < M.

Beweis dazu: Sei ¢ := lim ¢,,. Fiir jedes € > 0 ist dann, sobald nur n
geniigend grofl ist, |¢, — ¢| < e und folglich

le] < le—cn| +len] < M +e.
Daraus folgt sofort |¢| < M (vgl. den Kasten auf Seite 115).

Man setze nun M := 3 >7 | |a,|. Da die Folge der Partialsummen zu dieser
Reihe monoton steigt und M nach Satz 2.3.7 das Supremum ist, folgt

> arl < M
k=1

fiir alle n € N. Dann ist

n
a1+ 4 an] <> Jax| < M,
k=1

oo

also gilt nach unserer Vorbereitung auch |07 an| < M = 3"°7 | |an].

(v) Der erste Teil folgt aus (iii) fiir den Spezialfall m = n + 1. Fiir den zweiten
Teil beachte man zunéchst, dass sich — fiir festes n — die Partialsummen der
(bn)-Reihe nur bis auf eine Konstante von den Partialsummen der (a,,)-Reihe
unterscheiden und deswegen Konvergenz vorliegt.

Weiter gilt: Ist Zzozl an = a und s,, die n-te Partialsumme der (a,)-Reihe,
so gilt s,,_1 + b, = a nach Definition. Aus s, — a folgt dann b,, — 0. O

Da wir bisher als einziges Beispiel fiir konvergente Reihen (auBer den abbrechen-
den) die geometrische Reihe zur Verfiigung haben, kénnen wir den vorstehenden
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Permanenzsatz auch nur darauf anwenden. Aus (i) und (ii) etwa folgt, dass
[ee) n n
1 1 4 1.6
e (g) wro (=) = e

gilt.

Wesentlich interessanter ist es, Folgerungen aus (iv) im Falle (b,) = (¢™)
zu ziehen. Die allermeisten Reihen werden auf diese Weise als konvergent er-
kannt, so dass der grofite Teil der Reihenrechnung aus lediglich drei Bausteinen
aufgebaut ist, ndmlich

e dem Cauchy-Kriterium;
e der Tatsache, dass > ¢" fiir |¢| < 1 konvergent ist;

e der Ungleichung (2.7) im vorstehenden Beweis von (iv), d.h. aus |ax| < |bg]|

folgt
m m m
D ar = Dl Do Il
k=n+1 k=n+1 k=n-+1

Diese Ungleichung ist auch in anderer Hinsicht entscheidend: An dieser Stelle
vergibt man die Chance, mit einem plausiblen Kandidaten fiir > | a, die
Konvergenz direkt nachweisen zu kénnen. Nach (2.7) kann nur noch Konvergenz
schlechthin bewiesen werden, ein konkreter Wert fiir Zzozl a, muss — wenn das
iiberhaupt moglich ist — auf andere Weise gewonnen werden.

Der niichste Satz enthélt die wichtigsten Konvergenzkriterien. Wie angekiindigt,
wird das hauptsichlich auf eine Anwendung von Satz 2.4.2(iv) fiir die Folge
(bn) = (¢") hinauslaufen.

Konvergenz- Satz 2.4.3. (an)neN sei eine Folge in K. Jede der folgenden Bedingungen
kriterien garantiert, dass Zf:l ay existiert:

(i) Wurzelkriterium?? : Es gibt ein i € N sowie ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1, so
dass fir alle n > n gilt:
Vlan| < g-

(i1) Quotientenkriterium: Es gibt ein i € N und ein 0 < ¢ < 1, so dass fir
n >n gilt:

an # 0 und Ant1] o q.

2%

(i#i) Kriterium fiir alternierende Reihen, oder auch LEiBNiz??)-Kriterium:
Alle a,, sind reell, es gilt a, — 0 sowie |apt1| < |an| fir alle n, und

GOTTFRIED WILHELM 22)Zur Erinnerung: Fiir ¢ > 0 ist {/a diejenige Zahl b > 0, fiir die b = a gilt. Der Existenz-
LEIBNIZ nachweis wird erst in Korollar 3.3.7 nachgeliefert werden, er wird unabhéngig vom Wurzelkri-
1646 — 1716 terium sein.

23) Leibniz war einer der letzten Universalgelehrten, gegen Ende des 17. Jahrhunderts schuf er
- unabhéngig von Newton - die Grundlagen der Analysis. Auf ihn gehen einige der noch heute
verwendeten Symbole zuriick, z.B. das Integralzeichen. Leibniz starb verarmt und verbittert.
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die Vorzeichen der a, sind abwechselnd positiv und negativ. Fs ist also
entweder a1 > 0, as <0, ag > 0, ... oder umgekehrt.

Beweis: (i) Da uns nur Konvergenz schlechthin interessiert, darf der Einfachheit
halber n = 1 angenommen werden.

Zum Beweis ist dann nur zu bemerken, dass 2.4.2(iv) mit b,, = ¢" erfiillt ist,
denn aus {L/ lan| < ¢ folgt |an,| < ¢™ durch Ausnutzen der bekannten Rechenre-
geln fiir Ungleichungen, und wegen |g| < 1 ist die Reihe Y - | ¢" konvergent.

(if) Wieder darf der Einfachheit halber n = 1 angenommen werden. Durch
Umformung der Ungleichungen

“l<g | <.
al as
folgt |az| < qlail, |as] < qlaz| < ¢?|ay], .. .. Allgemein ergibt sich durch vollstén-

dige Induktion schliellich
|an] < " Haal.

Nun ist nur noch 2.4.2(iv) mit b,, = ¢"~!|a;| anzuwenden.

(iii) Wir betrachten eine fiir das Nachpriifen des Cauchy-Kriteriums typische
Summe:

m
E Qg = Ap41 + Gpy2 + -+ A
k=n+1

Ist etwa a,y1 > 0, so folgt aus |art1] < |ag| (alle & € N) und apso < 0,

an+s >0, ..., dass

S Anp+1
S An+1 + Ap42 S An+1
< Ap41 + Ap 42 + An+-3 < An 1
0 < Apy1+ -+ am < Gn41
I .
0 an+l+’an+2 an+14’an+24’an+3 An+1

Bild 2.14: Einige Glieder der Partialsummenfolge
Analog erhélt man im Fall a, 1 < 0:
1 < ape1+ o+ am <0
Stets gilt also:

< |an+l|~

m
> a
k=n+1
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Nach dieser Vorbereitung ist das Cauchy-Kriterium 2.4.2(iii) leicht nachpriifbar:
Fiir vorgegebenes ¢ > 0 wiihle man ng € N mit |a,| < e fiir n > ng, das ist
moglich wegen a,, — 0. Ist dann m > n > ng, so gilt

m

>

k=n+1

S |an+1| S g,

und das zeigt die Existenz von Y )7 | an. O

Bemerkungen /Beispiele:

1. Es ist wichtig zu bemerken, dass ¢ in (i) und (ii) wirklich kleiner als 1 und
von n unabhéngig sein muss. Eine Abschwichung der Voraussetzung zu

Anp+1

Y/|an| < 1 bzw. <1

n

ist nicht moglich (was man in beiden Féllen am Beispiel der harmonischen Reihe
(1/n)nen sehen kann).

2. In den folgenden Beispielen ist die Konvergenz der Reihe eine unmittelbare
Folgerung aus Satz 2.4.3. In keinem Fall jedoch gibt es einen aussichtsreichen
Kandidaten fiir die Reihensumme:

e Fiir ¢ € K konvergiert die Reihe

X n 2 3

Yol =t § +
nl 2 6

n=0

nach dem Quotientenkriterium.
(Begriindung: Im vorliegenden Fall ist |an+1/an| = |¢/(n+ 1)|. Es reicht also,

no so zu wihlen, dass g := |¢/(no + 1)| < 1, fiir n > ng ist dann |an+1/an| < q.)

e Die Reihe

1 1 1 1
z:nn_11+22+ 3 T
n=1

konvergiert nach dem Wurzelkriterium.

(Begriindung: Es ist {/an = 1/n. Ab no =2 gilt also /a, <g¢:=1/2<1.)
e Die Reihe
oo
(—1)ntt 1 1 1
=1— T
Z n 2 + 3 4
n=1
ist aufgrund des Leibniz-Kriteriums konvergent.

(Beachten Sie, dass wir in keinem dieser Félle einen Kandidaten fiir die Reihen-
summe anbieten koénnen.)
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Anhand der zuletzt betrachteten Reihe soll ein merkwiirdiges Phdnomen de-
monstriert werden, dass sich namlich das Konvergenzverhalten bei Anderung der
Summationsreihenfolge dndern kann. Anders ausgedriickt: Es gibt kein Kommu-
tativgesetz fiir konvergente Reihen?®!

Dazu sortieren wir zunéchst die Summanden der Reihe 1 — ; +
dem Vorzeichen, wir erhalten:

1 P
3 nach

1 1 1 1 1
357790
1 1 1 1 1
2 4 6 8 107

Da die Partialsummen der in der ersten Zeile stehenden Reihe unbeschréankt
sind (das zeigt man wie im Fall der harmonischen Reihe 1+ 1/2+---), kénnen
wir sie so in Abschnitte A, Ag, As, ... unterteilen, dass die Summe iiber jeden
Abschnitt grofler oder gleich 1 ist:

t 1 1. 1.1 1 1 1 1
Lttt gttt st

\/§579v1 1315/\712—’—/'
Ay Az As
Die Umordnung der Ausgangsfolge soll nun so definiert werden: Zuerst nehmen
wir den Block A; — er besteht nur aus der 1 — aus der positiven Abteilung, dann
wird als néichster Summand die —1/2 beriicksichtigt. Weiter geht es mit den
Summanden aus dem Block A, an die schliefit sich die —1/4 an. Und so weiter,
wir summieren also die Summanden der urspriinglichen Reihe 1 — % + é £+
in der Reihenfolge

1 1 1
Ay — Ay — Az — —
1=y + Az 4 + As 6 +
auf. Die Partialsummen sy der neuen Reihe sind dann nicht beschrinkt, denn
nach dem k-ten A-Block gilt sy > k/2. Damit liegt bei Aufsummation in dieser
Reihenfolge Reihenkonvergenz nicht vor.

Es ist sogar noch unglaublicher: Sie konnen sich eine Zahl wiinschen, die
dann als Reihensumme einer geeigneten Umordnung auftreten soll!

Mal angenommen, Sie wiinschen sich die Zahl 111.2. Eine geeignete Um-
ordnung erhélt man so:

e Man beginne mit den positiven Summanden. Es sollen so viele —
aber auch nicht mehr als n6tig — genommen werden, dass ihre Summe
grofer als 111.2 ist. (Das geht, da ja die Partialsummen der positiven
Terme unbeschrinkt wachsen.)

e Nun werden von den negativen Summanden so viele verwendet, dass
die insgesamt resultierende Partialsumme kleiner als 111.2 ist. Das
ist moglich, denn auch die Partialsummen zu ; + 411 + é + .-+ werden
beliebig grof.

24) Man beachte jedoch den Spezialfall aus Satz 2.4.2(i). Dass unter gewissen Voraussetzungen
ein allgemeines Kommutativgesetz doch gilt, wird in Satz 2.4.5 bewiesen werden.
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e Nun wieder aus dem positiven Reservoir: so viele, bis erstmals 111.2
tiberschritten wird.

e Und so weiter.

Auf diese Weise werden wirklich alle Folgenglieder verwendet, es liegt
also eine Umordnung vor. Und da wir jedesmal nur so viele Summanden
wihlen, dass 111.2 gerade iiber- oder unterschritten wird, ist der Abstand
der Partialsummen zu dieser Zahl hochstens so grofl wie der Betrag des
zuletzt beim ,,Umschalten” verwendeten Folgengliedes, bildet also eine
Nullfolge. Und das heifit nach Definition, dass die Reihensumme bei dieser
Umordnung gleich 111.2 ist.

Fine Beweisanalyse dieser Idee zeigt, dass wir das gleiche Phénomen bei
allen konvergenten Reihen antreffen werden, bei denen die Partialsummen der
positiven Folgenglieder und ebenso die Partialsummen der negativen Folgenglie-
der unbeschrinkt sind. Das ist fiir reelle (a,)ney immer dann der Fall, wenn
la1| + |az| + - - - nicht konvergent ist (Beweis?). Umgekehrt: Ist 7 | |a,| kon-
vergent, so konnen (wie wir gleich sehen werden) die Umordnungs-Pathologien
des vorstehend diskutierten Beispiels nicht auftreten.

Definition 2.4.4. (a,)nen sei eine Folge in K. Die Reihe Y - | ay, heifst
absolut konvergent, wenn Y o, |an| konvergent ist.

(Man beachte, dass wegen Satz 2.4.2(iv) absolut konvergente Reihen konvergent
sind?®).)

Es ist klar, dass alle Reihen, deren Konvergenz mit Satz 2.4.2(iv) bewie-
sen wurde, absolut konvergent sind. Insbesondere gilt das immer dann, wenn
Konvergenz mit dem Wurzel- oder Quotientenkriterium gezeigt wurde. Es ist
ebenfalls offensichtlich, dass Summen und Vielfache absolut konvergenter Rei-
hen wieder absolut konvergent sind (das folgt sofort aus Satz 2.4.2(1), (ii)).

Wir beweisen nun, dass sich absolut konvergente Reihen bei Umordnungen
so verhalten, wie wir das vom Fall endlicher Summen gewohnt sind:

Satz 2.4.5. > ay sei absolut konvergent und (ay(n))nen eine Umordnung

von (an)nen (vgl. Definition 2.1.8). Dann ist auch Y"1 ay(n) konvergent, und

es gilt:
oo oo
don =) -
n=1 n=1

Beweis: (Dieser Beweis ist ziemlich technisch, er kann beim ersten Lesen iiber-
sprungen werden.)

Sei M := 3> | |an|. Fiir jedes beliebige ng € N kénnen wir n; € N mit
{o(1),...,0(no)} C{1,...,n1} wihlen, denn {p(1), ..., p(ng)} ist eine endliche

25)Die Umkehrung gilt nicht: Die Reihe 1 —1/2 4+ 1/3 — 4 -+ - ist nach dem Leibnizkriteri-
um konvergent, die zugehorige Reihe der Absolutbetriage aber ist die divergente harmonische
Reihe.
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Menge. Dann ist

no ni [e'e}
> lapml < Y lanl <7 lanl = M,
n=1 n=1 n=1

d.h., die Partialsummen von Z:;l |a¢(n)’ sind beschrankt. Das aber impliziert
nach Satz 2.3.7(i), dass 0" | |ag(n)| konvergiert, also existiert — wegen Satz
2.4.2(iv) — auch Y07 | ag(n)-

Es bleibt zu beweisen, dass >~ | an, = >~ Gy (n), Wir werden zur Abkiirzung
5=y 0" apund s, := > 07 Gy(n) setzen. Wir zeigen dazu, dass [s — s,| < e
tir jedes € > 0 ist (dann ist ndmlich |[s — s,| =0, also s = s,).

Der Beweis besteht aus einem typischen e/3-Argument. Darunter verstehen Ma-
thematiker das Verfahren, die e-Nachbarschaft zweier Zahlen a und b dadurch
zu zeigen, dass man fiir geeignete Zahlen ¢ und d beweist, dass

la—c| <e/3, |c—d| <e/3, |d—b| <e/3.
Dass das wirklich reicht, folgt aus der Dreiecksungleichung?®):
la—bl=l(a—c)+(c—d)+ (d=b)| <[a—c|+]|c—d| +[d—b]

Sei also € > 0 vorgegeben. Wir wéhlen zunéchst ein ng € N mit

< ; und Z lag| < ; (alle m > n > ny).
k=n+1

no
S — E Qo
n=1

So ein ng kann gefunden werden, indem man das Cauchy-Kriterium mit der
Definition der Reihenkonvergenz kombiniert.

Anschlieflend suchen wir uns ein ny € N mit {o(1),...,¢(n1)} D {1,...,n0}
und

<eg/3.

ny
Sp — E :aw(k)
k=1

Hier nutzen wir neben der Definition der Reihenkonvergenz die Tatsache aus,
dass ¢ eine surjektive Abbildung ist?7). (Durch diese Wahl von ny ist sicher-
gestellt, dass unter den Summanden a1y, - -, Gp(n,) alle Zahlen ay, ..., ap,
vorkommen, das wird gleich — beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile
in der néchsten Abschitzung — wichtig werden.)

26) Hier sollte man vielleicht besser ,, Vierecksungleichung® sagen.
27) Genauer: Es gibt doch nach Definition der Surjektivitit Zahlen ki,..., kn, mit
p(k1) =1,...,0(kny) = no. Man definiere n; als die grofite der Zahlen ki, ..., kn,.
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Weiterhin sei mg die gréfite der Zahlen (1), ..., p(n1). Dann ist

no no ni n1
s=sol = (5= D) + (X ae = 3 am) + (3 aww — 50)
k=1 k=1 k=1 k=1
no no mn1 ni
< szak + Z%*Z%(k) + Z%(k)*sw
k=1 k=1 k=1 k=1
< §+ > ak +§
ke{p(1),....p(n1)}
k>no
< §5+ > |ak|
ke{p(1),...,0(n1)}
k>ng
2 2
< et Dl
k=no+1
- 2 + €
= 3T TE

(Es sollte nicht verschwiegen werden, dass wir zwischendurch das Summenzei-
chen in einer noch nicht definierten Variante benutzt haben. Wir kennen, genau
genommen, nur Z?: 1 @i, hier aber tauchten Ausdriicke der Form ) ren 0k auf,
wobei A eine endliche Teilmenge von N ist. Intuitiv sollte klar sein, was das
bedeutet, etwas mehr wird dazu in Abschnitt 2.5 auf Seite 159 gesagt werden.)

Wir haben wirklich |s — s,| = 0 gezeigt, und damit ist der Beweis vollstindig
gefiihrt. |

Bemerkungen:

1. Eine Reihe wird unbedingt konvergent genannt, wenn jede Umordnung zur
gleichen Reihensumme konvergiert. Satz 2.4.5 besagt also gerade, dass die Im-
plikation

absolut konvergent = unbedingt konvergent (2.8)

gilt. Da sich fiir konvergente Reihen, die nicht absolut konvergent sind, durch
Umordnen jede beliebige Reihensumme erreichen lisst (das wurde vor Definition
2.4.4 skizziert), gilt auch die Umkehrung: Absolute Konvergenz ist fiir Reihen in
K das Gleiche wie unbedingte Konvergenz. Es ist trotzdem wichtig, unbedingte
und absolute Konvergenz zu unterscheiden, denn in allgemeineren Situationen?®)
als der hier betrachteten gilt nur (2.8), nicht aber die Umkehrung.

28) Gemeint sind Folgen in Réumen, bei denen die fiir die Definition relevanten Bedingungen
erfiillt sind:

e es gibt einen Abstandsbegriff;
e Cauchy-Folgen sind konvergent;
e der zu Grunde liegende Raum ist ein Vektorraum.

Fiir Fortgeschrittene: Jeder Banachraum liefert ein Beispiel fiir einen solchen Raum, und nach
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2. Trivialerweise ist eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern absolut kon-
vergent und damit nach dem vorstehenden Satz unbedingt konvergent. Diese
Bemerkung ist wichtig fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie: Mochte man fiir eine
abzéhlbare Menge F die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, so muss man dafiir die
Reihensumme Y7 | P({w,}) bestimmen, wobei E als {w1,w,, ...} geschrieben
ist und P({w; }) die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von w; bezeichnet. Und
die Wahrscheinlichkeit von F wiire nicht wohldefiniert, wenn die Reihensumme
von der Art abhiéngen wiirde, wie man F als Folge {w1,ws, ...} darstellt, die
Reihe >°°° | P({wn}) also nicht unbedingt konvergent wire.

Absolut konvergente Reihen verhalten sich noch in anderer Hinsicht so, wie
man es von endlichen Reihen her gewohnt ist: Beim Multiplizieren derartiger
Reihen darf ,jausmultipliziert werden. Genauer gilt der folgende Multiplikati-
onssatz fir absolut konvergente Reihen:

Satz 2.4.6. > 2 a, und Y .-, b, seien absolul konvergente Reihen in K.
Definiert man dann firn € N:

Cn, = Zakbn+l—k = albn + a2bn—1 +--+ anbh
k=1

S0 ist 220:1 cn konvergent, und es gilt:

||M

i

|
P
||M

8
~_
3
L
NG

Das wird ausgeschrieben noch deutlicher:

(a1 +as+--- )(bl +bg+-- ) =ai1b +(a1b2 +a2b1)+(a1b3+a2b2 +a3b1) +

Beweis: (Auch dieser Beweis ist recht technisch, manche werden ihn sich fiir
spéter aufsparen wollen.)

1. Schritt: Die Reihe 77
Beweis dazu: Wir werden die Beschrinktheit der Partialsummen der zu (|c,|)

gehorigen Reihe zeigen. Wegen Satz 2.3.7 folgt daraus die Konvergenz von
>0 lenl, und ergibt sich mit Satz 2.4.2(iv) die Konvergenz von Y oo, ¢y.

Man wihle M > 0 als die grofiere der Zahlen > °7  |a,| und >0 | |by]. Fiir

n—1 Cn ist — sogar absolut — konvergent.

dem gefeierten Satz von DVORETZKY und ROGERS gibt es in jedem unendlich-dimensionalen
Banachraum eine unbedingt konvergente Reihe, die nicht absolut konvergent ist.
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eine beliebige Partialsumme der zu |c1| + |co| + - -+ gehorigen Reihe gilt dann:

|Cl| + ‘62|+"'+|Cn‘ - Z Zaijl,J-

i=1 [j=1

ZZ laj|[bit1—;]

i=1 j=1

IN

n n

DO laillbs|

i=1j=1

(Z o) (Z )

< M- M.

IN

2. Schritt: Wir setzen a := 3 07 an, b= 07 by, c:= >~ ¢, und behaup-
ten, dass a - b = ¢ gilt; damit wire der Satz dann bewiesen.
Beweis dazu: Wir werden zeigen, dass |c —a-b| < e fiir jedes positive € ist.
Folglich beginnen wir mit der Vorgabe irgendeines £ > 0, von dem wir annehmen
wollen dass es kleiner als 1 ist; dadurch werden wir zum Beweisende ¢ - £ durch
€ abschétzen konnen.

Es ist doch leicht, die Zahlen a, b und ¢ durch geeignete Partialsummen
zu approximieren, deswegen kiitmmern wir uns zunéchst um den Vergleich von

Py cmit (57 @) (3252, by):

(Z ai> <2; bj> —~ Zc > aib;

i=1 j= i=1 ij=1,...,n,
i+j>n+1

Yo laibyl-

izj:L“.,n,
i+j>n+1

IN

Nun ist die Beobachtung wichtig, dass im Fall ¢, j > 0, ¢+j > n, eine der Zahlen
i oder j grofler als n/2 sein muss??). Folglich kénnen wir die Abschiitzung mit

< D0 abil+ Y faib]

ig=1,...,m, =1,
i>n/2 j>n/2
fortsetzen, wobei der erste Summand < (Z:L:n/Q |ai|)(Z?:1 |b;]) und folglich
< (E?:nm |a;])M und entsprechend der zweite < (Z?:n/z |b;]) M ist.

Man wiihle ein mg, so dass 3o |a;| < & und gleichzeitig 377" |b;| < e fiir
m > my; so ein mg gibt es wegen des Cauchy-Kriteriums.

29) Wir wollen annehmen, dass n eine gerade Zahl ist.
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Sei nun n eine gerade Zahl, fiir die n > 2mg gilt. Dann sind die Summen
ZZL:n/Z |a;| und Z?:n/z |bj| durch e abschétzbar, und insgesamt erhalten wir

(50 () - e <2

=1 i=

Wir wihlen nun n so grof3, dass

<e.

n
a — E a;
i=1

n
C— E C;
i=1

n
<e, b—ij <e,
j=1

Wenn man dann €1, €2, 3 durch

g = G*Zai
Eg = b*ij
g3 = cchi

definiert, so sind alle |¢;| durch |e| beschrénkt, und es folgt

(gai +51) <]2:; b; +€2> - <zn: Ci +53>

i=1

la-b—c|

< |(Ze) (X)) -2+
i1 j=1 i1
+ler] Y 105l + leal Y lail + leaea| + [es]
j=1 i=1
< 2Me+ |e1|M + |ea| M + |erea| + |es]
< (AM +2)e.

Damit haben wir zwar nicht ganz das Ziel erreicht, |a - b — ¢| < e zu zeigen,
aber wenn wir die vorstehenden Uberlegungen mit ¢/(4M + 2) statt mit & noch
einmal durchfiihren, ist wirklich |a-b—¢| < ¢ fiir jedes € bewiesen, d.h. es muss
c=a-b gelten. |
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2.5 Erginzungen

In diesem Abschnitt geht es um einige Ergénzungen zum Thema ,, Konvergenz*.

Zunichst behandeln wir die Dezimalentwicklung reeller Zahlen. Aus der
Schule weif man, dass sich jede Zahl als Dezimalzahl darstellen lidsst. Mit Hilfe
der Reihenrechnung ldsst sich das auch fiir den hier gewihlten axiomatischen
Ansatz nachweisen.

Dann kitmmern wir uns um wungeordnete Summation. Ist M eine Menge und
f: M — R eine Abbildung, sosoll 3 -, f(m) erklirt werden. Solche Summen
treten insbesondere fiir endliche und abzihlbare Mengen auf.

Dann folgen noch einige Bemerkungen zum Zusammenhang zwischen Linea-
rer Algebra und Analysis. Viele der in diesem Kapitel bewiesenen Ergebnisse
haben némlich eine algebraische Interpretation.

So bedeutet die Aussage lim(a,, + b,) = lima,, + limb,, ,eigentlich“, dass
die Limesabbildung auf einem geeigneten Folgenraum additiv ist. Durch solche
Beobachtungen kann man einerseits neue Beispiele fiir Vektorrdume und linea-
re Abbildungen gewinnen und andererseits schon einmal strukturelles Denken
trainieren, das heute in der hoheren Analysis eine ganz wichtige Rolle spielt.

Und zum Abschluss wird es um allgemeinere Limesbegriffe gehen. Manche
Folgen sind zwar nicht konvergent, trotzdem gébe es manchmal gute Griinde,
eine bestimmte Zahl als Limes-Ersatz anzusehen. Diese Rolle konnte etwa die
Zahl 1/2 fiir die Folge 1,0,1,0,1,... spielen, denn 1/2 liegt doch irgendwie
symmetrisch zwischen den Folgengliedern. Es soll gezeigt werden, wie man solche
vagen Konzepte prézisieren kann.

Die Dezimalentwicklung reeller Zahlen

Fiir die meisten Menschen sind reelle Zahlen Objekte, die man mit Hilfe einer
endlichen oder unendlichen Dezimalentwicklung konkret aufschreiben kann: zum
Beispiel als 3.14 oder als —12.123123123... Ohne Kenntnisse der Reihenrech-
nung kann das eigentlich nicht streng begriindet werden, auch kann es mitunter
Verstédndnisprobleme geben:

Aus einer e-mail an www.mathematik.de :

Liebe MathematikerInnen,

ich bin in der 6. Klasse und wir haben gerade periodische Dezimal-
briiche durchgenommen. Wir haben gelernt: 1/9 = 0.111...,3/9 =
0.333... usw.

Was aber ist dann 0.999...7 Unsere Lehrerin hat gesagt, das wére
9/9. Das kann aber doch nicht sein. Das wire doch 1, und 0.999. ..
ist doch ein Unendlichstel kleiner als 1. Gibt es 0.999. .. iiberhaupt?
Aber eine Zahl, die ich mir ausdenken kann, muss es doch geben.
Wie kommt man an 0.999...7

Ich wiirde mich iiber eine Antwort freuen.

Lina,
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Lina bekam die Antwort, dass sich ihr Problem in Luft auflost, wenn man die
richtigen Konvergenzbegriffe zur Verfiigung hat, doch war sie nur schwer davon
zu iiberzeugen, dass sie wohl leider noch eine Weile warten muss, bis sie das
genau versteht.

Wir hingegen haben alle notwendigen Vorarbeiten geleistet: 0.999... ist
wirklich exakt gleich 1, alle wichtigen Informationen zur Dezimalentwicklung
stehen im

Satz 2.5.1.

(i) Seien m € N U{0}, by,...,bp € {0,1,...,9} und (an)nen eine Folge in
{0,1,...,9}. Dann konvergiert die Reihe

oo

an
107’

n=1

und wir setzen abkiirzend

bmbm,1 . bo.alagag o=

ay a2 as

m - 107 4 bpyq - 107 4 1
b 0" + byp—1 - 10 + + by 0+bo+10+100+1000+

(i) Jede nicht negative reelle Zahl besitzt eine Darstellung gemdfs (i), d.h. zu
x€R, x>0 gibt esm € NU{0}, by,..., by, a1, az, ...€ {0,1,...,9}
mit

T =bmbm_1...bg.a1azas ... (die Dezimalentwicklung von x).

(i11) Vereinbaren wir, dass eine negative Zahl x als —byby—1 .. .bg.ar1azas . ..
geschrieben wird, wobei by,by_1...bg.a1az2as ... die Darstellung von —x
gemdfS (i) ist, so ist damit fiir jede reelle Zahl die Existenz einer Dezi-
malentwicklung nachgewiesen.

Beweis: (i) Der n-te Reihensummand ist gleich a,,/10™. Da alle a,, durch 9
beschrankt sind, folgt die — sogar absolute — Konvergenz der Reihe aus dem
Vergleichskriterium (Satz 2.4.2(iv)).

(i) Sei z > 0 vorgelegt. Wir beweisen die Behauptung in drei Schritten:
Schritt 1: Es existieren ein ng € Ng := N U {0} und ein y € R mit 0 < y < 1,
so dass © = ng + y.

Beweis dazu: Wir betrachten {n € N | n > z}. Diese Menge ist wegen des Archi-
medesaxioms nicht leer, enthélt also nach Satz 1.5.7(vii) ein kleinstes Element
ny. Es ist damit ny > z, und auferdem muss n; — 1 < z gelten (andernfalls
wire nidmlich n;—1 ein echt kleinerer Kandidat in der Menge als np). Damit
brauchen wir nur ng :=n1—1 € Ng und y := 2 — ng zu definieren.

Schritt 2: Zu ng € Ny gibt es m € Ng sowie by,,...,bp € {0,1,...,9} mit
no =Y m_bn - 10™.

Beweis dazu: Das wird durch vollstdndige Induktion nach ng gezeigt:

Dezimal-
entwicklung
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e Induktionsanfang: Fiir ng = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig: Man
wihle m =0, by = 0.

e Induktionsvoraussetzung: ng € Ny habe eine Darstellung

nO:an~10”:bm~10m+~-+b1-1o+b0.

n=0

e Induktionsschluss: Falls by < 9 ist, liefert die Darstellung von ng sofort
eine Darstellung von ng + 1:

m m
no+1=3 by 10"+1=" by-10" + (by +1).
n=0 n=1
Ist bg = 9, aber by < 9, so erhalten wir

no+1=" by-10"+ (b1 +1)- 1040 = by, - 10™ + -+ (by +1) - 1040

n=2

als Darstellung. Ganz analog werden die Félle ,,byp = by = 9, aber by < 9,
Lbo = b1 = by =9, aber b3 < 9% usw. behandelt.

Hier die Fassung ohne ,,usw.“ fiir Perfektionisten:

Wiahle £ € N U{O} mit bp = by = -+ = b, =9, aber br11 < 9. Im
Falle k = m vereinbaren wir zusétzlich b,,+1 := 0. Dann ist

m k
no+1= > by-10"+ (b1 +1)- 10"+ > 010"

n=k+2 n=0

eine Dezimaldarstellung von ng + 1.

Schritt 3: Zuy € R, 0 <y < 1 gibt es eine Folge (an)nen in {0,1,...,9}, so
dassy =Y o0 a,/10™
Beweis dazu: Wir konstruieren aq, as, ... induktiv so, dass fiir alle n € N gilt:
an € {0,1,...,9}, und

ai a, +1
) 2.
1 +F 10m (2.9)

ay + + (29 < <
10 1o = Y=
e Induktionsanfang: Es ist 0 < 10 -y < 10. Folglich gibt es ein a; in
{0,1,...,9} mit a; <10 -y < a; + 1. (Man definiere a; als das groite Ele-
ment der Menge {n € N | n < 10-y}, das existiert wegen Satz 1.5.7(viii).)
Teilen durch 10 liefert (2.9) fiir n = 1:
aq a; +1

<
10=YS 10

e Induktionsvoraussetzung: (2.9) gelte fiir ein n € N.
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o Induktionsschluss: Zunichst multiplizieren wir (2.9) mit 10"+! und erhal-
ten:

a110™ + - 4+ a,10 < y10" ™ < @ 10" + - - - + (ay, + 1)10.

Nun wiederholen wir die Uberlegungen, die wir eben beim Induktionsan-
fang fiir 10 - y angestellt haben, fiir

y10™ — (4, 10™ + - - - 4 @, 10),

auf diese Weise erhalten wir ein a,+1 € {0,...,9} mit
n+1
a 10" + .. 4 ap 10+ angr =y apl0"HF < 10"y
k=1

<D a0 4 (aps + 1)
k=1
=a110" + - 4+ a,10 4 (apt1 + 1).
Division durch 10" liefert dann die Ungleichung (2.9) fiir n + 1.

Damit ist bereits alles gezeigt, denn (2.9) impliziert

n

DINAER
10k~ Y= 1om
k=1
und es gilt 1/10™ — 0 wegen 10 > 1.
(iii) Das ist offensichtlich. O

Bemerkungen:

1. Es ist hoffentlich angesichts der reichlich technischen Formulierung des Er-
gebnisses nicht untergegangen, dass es sich wirklich um die gute alte Dezimal-
entwicklung handelt, die man schon in der Schule kennen lernt.

Zum Beispiel hat 1/3 wirklich die Darstellung 0.333.. ., hier ist m = by =0
und a1 = ag = --- = 3.

2. Ersetzt man in den vorstehenden Uberlegungen die Zahl 10 durch irgendeine
natiirliche Zahl g mit g > 1, so ergibt sich bei gleichem Beweis, dass jede reelle
Zahl eine g-adische Entwicklung hat. Ist zum Beispiel ¢ = 2 — man spricht dann
von der Dualentwicklung — so wiirde etwa 10001.1010101 . .. die Abkiirzung fiir

-2t 4 14+1/2+1/28 +1/2°+ -+

sein.

3. Die Darstellung von Zahlen als Dezimalzahl ist nicht eindeutig. So konnte
man die Zahl 23.45000. .. genausogut als 23.449999. .. schreiben.
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Die Umkehrung: Reelle Zahlen werden als Dezimalzahlen definiert

Im vorigen Unterabschnitt wurde gezeigt, dass man jede reelle Zahl als un-
endlichen Dezimalbruch schreiben kann. Kénnte man das nicht zum Ausgangs-
punkt einer Definition der reellen Zahlen nehmen? Man definiert einfach die
reellen Zahlen als Menge der unendlichen Dezimalbriiche, so wiirde man sich
den axiomatischen Zugang oder den komplizierten Weg, der in Abschnitt 1.11
beschrieben wurde (R als Menge von Aquivalenzklassen von Dedekindschen
Schritten), ersparen kénnen.

Diese Idee ist wirklich verfiithrerisch. Der erste Schritt zur Verwirklichung
konnte so aussehen: R ist die Menge aller Zahlen der Form zg.z125...“, wobei
20 € Z und z; € {0,...,9}. Formal besteht also eine reelle Zahl aus einer ganzen
Zahl und einer Folge in {0,...,9}. Das erste kleine Problem, dass ja eigentlich
— zum Beispiel — 0.12000. .. und 0,1199... die gleiche Zahl darstellen, ist leicht
zu beheben. Man muss nur verbieten, dass die Folge (z;) von irgendeiner Stelle
an nur aus Neunen besteht.

Die wirklichen Schwierigkeiten lauern woanders. Wie sollen denn Additi-
on und Multiplikation definiert werden? Es ist zwar klar, dass 0.121212...+
1.414141 ... notwendig gleich 1.535353... sein muss, doch wie soll man die
Summe definieren, wenn ,, Ubertriige* notwendig werden, etwa bei 0.555. .. +
0.666...7 Das Problem besteht darin, dass man sich bei der in der Schule ge-
lernten Addition ,,von hinten nach vorn“ vorarbeiten muss, und , hinten* gibt
es nicht (aufler wenn beide Dezimalentwicklungen von einer Stelle an nur aus
Nullen bestehen). Ein dhnliches Problem — sogar noch gravierender — tritt bei
der Multiplikation auf, und deswegen scheint es so, dass die Verwirklichung der
Idee ,,R ist die Menge der Dezimalzahlen* zum Scheitern verurteilt ist.

Uberraschenderweise geht es aber doch. Eine ausfiihrliche Darstellung findet
man im Buch , Elementare Grundlagen der Analysis“ von W. Rautenberg (BI
Wissenschaftsverlag, 1993), hier gibt es eine kurze Skizze.

1. Das Fundament: Auch bei diesem Zugang kann man R nicht aus dem Nichts
erzeugen. Mindestens sollte man wissen, was natiirliche und ganze Zahlen sind
und welche Eigenschaften diese Zahlenmengen haben. Folgen werden eine wich-
tige Rolle spielen, und es wird auch von Vorteil sein, sehr sicher mit dem Begriff
des Supremums umgehen zu kénnen. Um das neu zu konstruierende Objekt von
dem bisher behandelten Zahlkoérper R zu unterscheiden, werden wir es R .,
nennen.

2. R,.., als Menge: Als Menge ist R .., schon weiter oben eingefiihrt worden: das
System aller zg.z122... mit 29 € Z und 21, 22,... € {0,...,9}, wobei es nicht
zugelassen ist, dass in der Folge (z,) von einer Stelle ab nur Neunen stehen.
Wer es ganz formal haben méchte, kann R .., als Teilmenge von Z x {0, .. ., 9}N
definieren, wir werden aber hier die Dezimalzahl-Schreibweise verwenden.

Es wird bequem sein, ein zg.z122... € R, auch als zy.2125 ... 2z, zu schrei-
ben, wenn zx11 = zpy2 = --- = 0 gilt. So bezeichnen etwa 12.34101000.. .,
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12.341010 und 12.34101 alle die gleiche ,,Zahl“: Ja, wir werden schon von Zah-
len reden, auch wenn sich erst nach und nach ergeben wird, dass wir die gleichen
Objekte erhalten wie vorher.

3. Die Ordnung auf RT: Wir arbeiten zunéchst in R, , das ist die Teilmenge
derjenigen Zahlen zp.z125 . . ., fiir die zg > 0 gilt. Sind dann z = zg.z125 ... und
w = wo.wiws . .. Blemente aus R . so schreiben wir z < w, wenn gilt:

new’

1. Esist zg < wp; oder

2. esist zg = wo und z; < wq; oder

3. es ist zg = wp, 21 = w1 sowie zo < wsy; oder
4. ...

Anders ausgedriickt: Beim Vergleich von zg mit wg, z1 mit wy, zo mit wo usw.
muss fiir die erste unterschiedliche Stelle ,,<“ gelten. So ist etwa 3.580098 ... <
3000.0101010. .. (erster Unterschied schon in der Stelle ,vor dem Komma®),
und es gilt 2.289766003991 ... < 2.28976604984 ... (erster Unterschied in der
achten Stelle nach dem Komma?®?)).

Es ist ganz natiirlich, Dezimalzahlen so anzuorden. Man beachte, dass das
nur fiir den Bereich R, so geht: ,, In Wirklichkeit* ist —2.223 < —2.221,
das sieht man aber nicht an der ersten unterschiedlichen Ziffer. Deswegen
bleiben wir zunichst bei R [

neu*

Es ist dann offensichtlich, dass gilt: Fiir beliebige z,w € R} gilt z < w,
oder w < z oder z = w. Wenn man das allerdings wirklich streng begriinden
mochte, muss man die Wohlordnung der natiirlichen Zahlen heranziehen: Im
Fall z # w betrachte {k € N | 2, # wg}. Ist diese Menge leer, muss zy # wo
gelten, also z < w oder w < z. Andernfalls hat sie ein kleinstes Element &, und
je nachdem, ob zp < wy oder wy < zj gilt, ist z < w oder w < z.

Es macht auch keine besondere Miihe nachzuweisen, dass durch ,z < w

genau dann, wenn z = w oder z < w* eine Ordnungsrelation definiert wird: Es
gilt stets z < z, aus 2 < w und w < z folgt z = w, und z < w < 2’ impliziert
z <.
4. Ein wichtiges Ergebnis: Suprema existieren: Da R} eine Ordnung trigt,
ist es sinnvoll, nach der Existenz von Suprema fiir Teilmengen zu fragen. Zur
Erinnerung: Ist A € R eine Teilmenge, so wird ein w Supremum von A
genannt, wenn

e Fiir alle z € Aist z < w (w ist also obere Schranke von A).

e Gilt fiir ein w’ ebenfalls, dass z < w' fiir alle z € A, so muss w < w’ sein:
w ist bestmoglich.

30)Diese Bezeichnung lehnt sich an die in der Schule iibliche an, auch wenn das Komma bei
uns ein Punkt ist.
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Wir hatten in Abschnitt 2.3 gesehen, dass die Existenz von Suprema eng mit
der Vollstindigkeit zusammenhingt. In R} gilt ein Ergebnis, das Satz 2.3.5

neu

entspricht. Es wird der Schliissel fiir die nachfolgenden Konstruktionen sein.

Satz: Es sei A C R} eine nichtleere und beschriinkte Teilmenge. ,, Beschrinkt®
bedeutet dabei, dass es ein w = wp.wiws . .. so gibt, dass z < w fiir alle z € A.
Dann hat A ein Supremum.

Auch gilt: Jede nicht-leere Teilmenge A C R hat ein Infimum.

Beweis: Wir schauen uns zuerst die Zahlen vor dem Komma der z € A an.
Das sind Zahlen aus Ny, die durch wg nach oben beschrankt sind. Da eine
nichtleere nach oben beschriinkte Menge von natiirlichen Zahlen ein grofites
Element z{, enthélt (Satz 1.5.7(viii)), gibt es Elemente z = z{.z122... € A, fiir
die z{) groBtmaoglich ist. Sei Ao die Menge dieser z.

Nun betrachten wir die z1 fiir z = 2{.2122... € Ag. Das ist eine nichtleere
Menge von Zahlen in {0,...,9}, fiir gewisse z wird diese Ziffer grofftmoglich
sein: Der grofitmogliche Wert sei z]. Mit Ay bezeichnen wir die Menge dieser
z. Und so geht es weiter: Ay ist die (nichtleere) Teilmenge von A; derjenigen
z, fiir die zo den groftmoglichen Wert 2 annimmt. Und so weiter. Es ist dann
schnell einzusehen, dass 2’ := z{.2{ 25 ... Supremum von A ist.

Hier lauert eine kleine Falle. Es konnte ja sein, dass die z;c von einer Stelle an
alle gleich Neun sind. (Zum Beispiel dann, wenn A = {0.9,0.99,0.999, ...} Dann
wire 2’ die ,,verbotene“ Zahl 0.9999 . ... Das ist aber leicht zu beheben: Erhshe

die Ziffer vor der Neunen-Reihe um Eins und setze mit Nullen fort.

Der zweite Teil geht ganz analog. Hier muss man noch — um das Element vor
dem Komma des Infimums zu finden — beachten, dass jede nichtleere Teilmenge
von N ein kleinstes Element hat (Satz 1.5.7(vii)).

Damit ist der Beweis vollstindig gefiihrt.

5. Die algebraischen Verkniipfungen: Das geht nun mit Hilfe des vorstehenden
Satzes recht elegant durch Zuriickfithren der entsprechenden Operationen auf
abbrechende Dezimalzahlen.

Zunichst behandeln wir die Addition in R} . Wir beginnen mit einigen Be-
zeichnungen:

e Mit E bezeichnen wir die abbrechenden Dezimalzahlen in Rt . also die-

jenigen z, fiir die die z; von einer Stelle an gleich Null sind. -

o Ist 2 =20.2122... € R und k € Ny, so sei Pk dasjenige Element in [E,
das aus z durch ,,Abschneiden® nach der k-ten Stelle entsteht. So ist etwa
fiir z = 12.3087271 ... die Zahl 2] gleich 12.308.

Nun seien z,w € R vorgelegt. Wir bezeichen mit A die Menge

neu

A = {Z[k] + wl] [k=0,1,2,...};
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dabei nutzen aus, dass wir fiir Elemente aus E schon wissen, was die Addition
bedeutet. A ist eine nichtleere beschriinkte Menge®!). Folglich gibt es aufgrund
des vorstehenden Satzes ein Supremum, wir nennen es z + w. Es lisst sich dann
nachweisen, dass Assoziativ- und Kommutativgesetz fiir ,,+* erfiillt sind und
dass 0 neutrales Element ist.

Nun zur Multiplikation. Das geht ganz dhnlich, diesmal arbeiten wir mit
A={H ot e=0,1,2,...);

fiir Elemente aus E ist ja aus der Schule schon klar, was ,,-“ bedeutet. Das Su-
premum von A wird z - w genannt, und diese Multiplikation hat die iiblichen
Eigenschaften (sie ist kommutativ und assoziativ, auch gilt — wenn man sie mit
der Addition kombiniert — das Distributivgesetz). Die zugehorigen Beweise nut-
zen nur die Giiltigkeit der entsprechenden Eigenschaften in E und Eigenschaften
des Supremums aus.

Es fehlen noch Subtraktion und Division in R} . Was soll etwa z — w be-
deuten, wenn w < z gilt?

Essei z = z9.2122... < w = wo.wiws ... Wir suchen ein 2" mit z + 2’/ = w,
dann schreiben wir natiirlich w — 2z := 2”. Das kénnte man so finden: Betrachte
als A die Menge derjenigen 2’ € R | fiir die 2z + 2’ < w ist und definiere 2" als

das Supremum von A. Alternativ kénnte man auch mit
2= ikn(f sup{w® — 27 | k> &'}

arbeiten, auch dafiir gilt z + 2" = w.
Hier prasentieren wir noch eine direkte Konstruktion.

Fall 1: Es gibt ein k’, so dass zp = wy, fiir k > k'.

In diesem Fall ist w(*l — z[¥] fiir & > &’/ immer die gleiche Zahl 2" € E. Es gilt
offensichtlich z + 2" = w.

Fall 2: Es gibt beliebig grofie k' mit z/ < wy.

In diesem Fall ist folgende Bemerkung wichtig: Ist 2, < wj und k < k', so sind
die ersten k Stellen von wlk") = 2F"] fiir alle & > k' die gleichen. (Denn ein
moglicher Ubertrag wird bei k&’ aufgefangen.) Das impliziert: die k-te Stelle der
Zahlen w1 — 218”1 ist fiir k" — oo gegen eine Ziffer aus {0,1,...,9} konvergent
(die Vor-Kommazahl ist auch von einer Stelle ab konstant gleich dp). Sei dy, diese
Ziffer.

Wir definieren 2" := dg.d1dz .. .. Fiir jedes k' mit 2z, < wy/ ist dann LR =1 4
’
z([)k - w*"=1] und da beide Seiten der Gleichung monoton steigen und z+ 2"/

bzw. w als Supremum haben, folgt z + 2’/ = w.

Ahnlich ist es mit der Division, da soll natiirlich der Nenner w echt groBer
als Null sein. Wir arbeiten mit der Menge A derjenigen 2/, fiir die z'w < z

31) Zum Beispiel ist zg + wo + 2 eine obere Schranke, wenn wir z = zp9.z122... und w =
wo.wiws2 . . . geschrieben haben.
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ist. Das Supremum z” geniigt der Gleichung z”’w = z, und deswegen kann man
z/w := 2" definieren.

6. Von Rt 2uR,..: Bisher sind die Ordnung und die algebraischen Verkniipfun-

neu

gen nur auf R T erklart. Es ist nicht schwer, wenn auch etwas aufwiindig, die

neu
Definitionen auf R .., auszudehnen.

neu

Es sei R die Menge der z = 2p.2122 ... € R, fiir die 2o negativ ist. Fiir
solche z definieren wir —z als wg.wiws ..., wobel wy = —zg und wy = zj fir
k=1,2,... S0 ist etwa —(—2.343434 ...) = 2.343434 ...

Zuniichst behandeln wir die Ordnung. Fiir 2 € R, und w € R, soll stets
z < w gelten. Und sind z,w € R__ , so schreiben wir z < w genau dann, wenn
—w < —z. Auch die algebraischen Strukturen kénnen ohne grofie Miihe iiber-
tragen werden. Sind zum Beipiel z,w € R, so setze z+w := —((—2) + (—w)).
Im Fall 2 € R™, w € R machen wir eine Fallunterscheidung. Ist —w < z, so
setzen wir z + w := z — (—w): Das Minuszeichen ist in diesem Fall ja erklért.
Andernfalls (wenn also z < —w ist), wird z + w als —((—w) — 2) definiert.
Die Multiplikation macht auch keine Schwierigkeiten. Fiir z,w € R etwa ist
z-w:= (—z)- (—w). Es ist dann, zugegeben, ein langer und nicht wirklich span-
nender Weg zuriickzulegen, bis man sicher ist, dass R ., ein vollstandiger archi-
medischer Korper ist. Groflere Probleme gibt es aber nicht, die Vollsténdigkeit

zum Beispiel ist im Wesentlichen schon mit unserem vorstehenden Satz gezeigt.

7. ... und so ,neu” ist R e gar nicht: Da ja R im Wesentlichen eindeutig ist,
muss R ., zu ,unserem® R in allen Strukturen isomorph sein. Es ist keine grofie
Uberraschung, dass der Isomorphismus in diesem Fall leicht explizit anzugeben
ist: Definiere ¢ : R — R, einfach dadurch, dass einem z die Entwicklung
als Dezimalzahl zugeordnet wird (bei der Darstellungen verboten sind, die auf
9999 ... enden). Es ist Routine zu zeigen, dass ¢ bijektiv ist und alle Strukturen
respektiert.

8. Ein Fazil: Es folgt noch eine kurze (subjektive) Bewertung dieses Ansatzes:

e Positiv ist zu werten, dass man im aus der Schule vertrauten Bereich der
endlichen und unendlichen Dezimalzahlen bleibt. Es ist auch bemerkens-
wert, dass ein Ansatz, der beim ersten Versuch zum Scheitern verurteilt zu
sein scheint — man kann zwei unendliche Dezimalzahlen nun einmal nicht
wie endliche ,,von hinten nach vorn* addieren, vom Multiplizieren ganz zu
schweigen — erfolgreich verwirklicht werden kann.

Ein weiterer Vorteil ist, dass sich einige Tatsachen iiber R nun ganz
natiirlich ergeben. So ist zum Beispiel klar, dass das Archimedesaxiom
erfiillt ist, denn |zp| + 1 ist sicher eine natiirliche Zahl, die z = 29.2122. ..
majorisiert. Auch sieht man sofort, dass zwischen zwei verschiedenen re-
ellen Zahlen eine rationale Zahl liegt: Ist z = 2g.2122 ..., W = wg.wWiws . ..
und z < w, so suche zuniichst ein k mit 2z, < wy und dann ein k¥’ > k, fiir
das wy < 9 gilt; fiir 2/ := z9.21...2,9...9 (mit &' — k& Neunen) ist dann
z <2 <w.



2.5. ERGANZUNGEN 159

e Leider gibt es auch Negatives. Um alles wirklich streng durchzufiihren,
muss man sich mit Folgen und Feinheiten der Ordnungstheorie (Supre-
mal) schon gut auskennen. Und wenn man alle Einzelheiten berticksich-
tigen mochte, ist der Ansatz doch recht schwerfillig. Deswegen ist es un-
wahrscheinlich, dass er die in Lehrbiichern iiblichen Zugéinge (axiomatisch,
oder von N, konstruktiv® nach R) verdringen wird.

Ungeordnete Summation

Mal angenommen, M ist eine 77-elementige Menge und jedem m € M ist
eine Zahl a,, zugeordnet32). Dann ist offensichtlich, was das Zeichen

> o

meM

bedeuten soll: Man schreibe M als {my, ..., m77} und definiere

Das einzige Problem besteht dann darin zu garantieren, dass diese Definition
nicht von der zufélligen Schreibweise von M in genau dieser Reihenfolge abhéngt.
Das folgt — woraus sonst — natiirlich aus der Kommutativitit der Addition. Ein
exakter Beweis durch vollstéindige Induktion nach der Anzahl der Elemente von
M wire recht schwerfillig.

Zusammengefasst: Fiir endliche Mengen M ldsst sich >3 3/ am so definie-
ren, dass alle das Gleiche darunter verstehen. (Da die leere Menge nach Defini-
tion ebenfalls endlich ist, muss noch gesagt werden, was eine Summe iiber die
leere Indexmenge ist: Diese Summe wird als Null definiert.)

Fiir unendliche Mengen ist das nicht zu erwarten, wir haben ja schon ge-
sehen, dass sich die Reihensumme bei Umordnungen #éndern kann. Deswegen
beschrianken wir uns auf einen Spezialfall:

Definition 2.5.2. Sei M eine nicht leere Menge, fir jedes m sei a,, eine reelle
nicht negative Zahl. Falls dann eine Zahl R so ezistiert, dass ZmeA am < R
fiir jede endliche Teilmenge A von M gilt, so definieren wir

Z Gm = SUp Z A -

ACM,
meM Aendlich ™A
(Die Begriindung, dass man das so machen kann, steht in Satz 2.3.6. Danach
hat jede nicht leere, nach oben bechrinkte Menge ein Supremum. Wir wenden
ihn auf die Menge der am an, wobei A alle endlichen Teilmengen von
M durchliuft.)

meA

32)Es liegt also eigentlich eine Abbildung von M nach R vor.
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Diese Definition sieht auf den ersten Blick etwas gekiinstelt aus. Trotzdem
bleiben alle Eigenschaften erhalten, die man von endlichen Summen her ge-
wohnt ist, auch fithrt die Definition im Falle abzahlbarer M zur gewohnlichen
Reihensumme.

Zeigen Sie zur Ubung:

o Ist a,, < by, fiir jedes m, soist D, oo @m <D0 s bme
o Esgilt Y cprCram = s m fiir jedes ¢ > 0.

Etwas iiberraschender ist, dass die Allgemeinheit dieser Definition nur scheinbar
ist. Es gilt der

Satz 2.5.3. Die a,, seien nicht negativ, und ZmeM am moge ezistieren. Dann
sind hochstens abzihlbar viele a,, echt grofer als Null.

Beweis: Wir bezeichnen fiir irgendeine natiirliche Zahl k£ mit M}, die Menge
derjenigen m € M, fiir die a,, > 1/k gilt. Dann ist aufgrund des Archime-
desaxioms {m | @, > 0} = Upen Mr, und auerdem ist jede der Mengen My
endlich: Da, fiir ein geeignetes R > 0, alle endlichen Summen von a,,’s durch R
beschrankt sind, kann M}, hochstens k- R Elemente haben. Und deswegen ist die
Menge {m | a,, > 0} als abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen héchstens
abzéhlbar. g

Folgenriume

Wir erinnern an die Vektorraumdefinition aus der Linearen Algebra:
Definition 2.5.4. Sei X eine Menge mit einer inneren Komposition
+: X x X = X (Addition) und einer duferen Komposition - : K x X — X33)

(Skalarmultiplikation,).
X heifft dann K-Vektorraum, falls

(i) (X,4) ist abelsche Gruppe (d.h., ,+“ ist kommutativ und assoziativ, es
gibt ein neutrales Element, und jedes Element hat ein Inverses).

(it) Es gilt fiir beliebige z,y € X, \,n € K:

A(pez) = (A-p)-a,
Alz+y) = Az+tAy,
A+p)z = Nz+p-a.

(iti) Fir jedes x € X ist1-x = x.

(Wir haben hier fiir die Vektoraddition und die Skalarmultiplikation die Zeichen
»+“und - — also die gleichen Zeichen wie fir die entsprechenden Operatio-
nen fiir Zahlen — verwendet. Das ist allgemein iblich und kann auch nicht zu
Verwirrungen fiihren, da aus dem Zusammenhang stets klar ist, ob es gerade
um Zahlen oder Vektoren geht.)

33)Wie bisher ist K = C oder K = R.
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Wir werden gleich zahlreiche aus der Analysis gewonnene Beispiele angeben.
Offensichtlich gilt:

R ist ein R -Vektorraum und C ist ein C -Vektorraum,

wenn man vereinbart, dass ,+“ und ,,-“ die aus der Korperdefinition gewohnte
Bedeutung haben. Jeder C-Vektorraum ist erst recht ein R-Vektorraum, wenn
man die dufere Komposition (A, 2) — A - 2 auf den Fall reeller A einschriinkt.
Insbesondere ist also C ein R-Vektorraum.

Definition 2.5.5. Sei X ein K-Vektorraum und Y C X.

Y wird Unterraum genannt, falls das neutrale Element der Addition zu'Y gehért
und A\y1 + pye € Y fir alle y1,y2 € Y und A\, up € K gilt. Dann ist Y bzgl. der
von X geerbten Kompositionen selbst wieder ein K -Vektorraum.

Als Vorbereitung der Interpretation einiger unserer Ergebnisse im Rahmen
der linearen Algebra beginnen wir mit der

Definition 2.5.6.

(i) Sei s die Menge aller Folgen in K3%, also s :== Abb(N,K). Wir erkliren
auf s eine Addition und eine Skalarmultiplikation durch:

(an)nen + (bn)nen = (an + bn)nen,
A (an)neN = ()\an)neN .

(i) Weiter definieren wir

coo = {(an)nen | es existiert n mit a, =0 firn > n}

(= Menge der abbrechenden Folgen ).

co = {(an)nen | an — 0}
(= Menge der Nullfolgen ).
¢ = {(an)nen | (an)nen ist konvergent}.
(= Menge der konvergenten Folgen ).
0 = {(an)nen | es existiert M > 0 mit |a,| < M, alle n}.

(= Menge der beschrinkten Folgen ).

Damit kann man einige unserer Ergebnisse in der Sprache der Linearen Al-
gebra so formulieren:

Satz 2.5.7. Es gilt:
(i) s ist ein K -Vektorraum.

34) Genau genommen miissten wir sg anstatt s schreiben. Das wire recht schwerfillig, wir
werden der Einfachheit halber bei s bleiben.
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(i) coo, o, ¢ und € sind Unterrdume von s, und es gill

coo;ctcogcgeoogs,

Beweis: (i) Die definierenden Eigenschaften eines K-Vektorraums sind oh-
ne jede Schwierigkeiten nachzupriifen. Hervorzuheben ist lediglich, dass die
gewiinschten Bedingungen Konsequenzen aus den Eigenschaften von K sind:
So ist z.B. (0,0,...) deswegen neutrales Element der Addition in s, weil 0 neu-
tral in K ist.

Diese Bemerkung trifft fiir alle konkreten K-Vektorriume zu, weitere Bei-
spiele werden Sie in spiiteren Kapiteln finden. In diesem Sinne ist K (d.h. im
Wesentlichen unser Axiomensystem in 1.8.2) der ,, Urvater“ aller konkreten K-
Vektorrdume.

(i) Alle benotigten Aussagen sind evident, schon bewiesen oder leicht nachzu-
priifen. Genauer:
coo ist ein Unterraum: Das ist klar.
co, ¢ sind Unterrdume: Das ist eine Umformulierung von Satz 2.2.12.
£ ist Unterraum : Das folgt sofort aus der Dreiecksungleichung.
coo C ¢op C c¢: Auch das diirfte klar sein.
¢ C 0% : Das steht in Lemma 2.2.11.

Fiir den Nachweis, dass alle Inklusionen echt sind, benttigen wir vier kon-
krete ,,Versager®, fiir cg # c z.B. eine konvergente Folge, die keine Nullfolge ist
(einfachstes Beispiel: (1,1,...)). Zum Beweis von cgg # ¢p und £*° # s wird das
Archimedesaxiom bendtigt. (Warum eigentlich?) d

Bemerkung: Es muss betont werden, dass das Umschreiben eines analytischen
Resultats in die Sprache der Linearen Algebra keine bemerkenswerte mathema-
tische Leistung darstellt. Trotzdem soll das gelegentlich getan werden, denn er-
stens trégt es zu einem besseren Versténdnis der analytischen und algebraischen
Begriffsbildungen bei, und zweitens sind komplexere analytische Sachverhalte
nach Umschreibung hiufig pragnanter formulierbar und besser verstdndlich. Die
Hoffnung, auf diese Weise um , harte* analytische Beweise herumzukommen, ist
allerdings unberechtigt: Hitten wir anstelle von Satz 2.2.12(ii), (iii) die Aussage

¢ ist ein K-Vektorraum*

formuliert, wire der Beweis der gleiche geblieben.

Wir erinnern an eine weitere Definition:

Definition 2.5.8. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung f : X — K heifst
linear (genauer: K-linear ), wenn fir alle 1,z € X und A\, p € K die Gleichung

FQz1 + pr2) = Af(21) + pf (22)

gilt.
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Dann besagt Satz 2.2.12, dass die Abbildung
lim: ¢ — K, (an)nen = lima,
eine lineare Abbildung ist.

Zur Reihenrechnung: Dort spielt der Raum

n=1

- {(an)nEN Z ay, ist absolut konvergent}

eine wichtige Rolle. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung sollte es Thnen leicht
méglich sein zu zeigen, dass ¢! ein Unterraum von s ist. Versuchen Sie diejenigen
Séatze zu finden, in denen wir

oo
o G co bzw. ¥ 0 =K, (an)nen — Zan ist linear

n=1
bewiesen haben.

Sollten Sie mit den grundlegenden Begriffen der Ringtheorie schon ver-
traut sein, kénnen Sie die vorstehend erzielten Ergebnisse auch unter die-
sem Gesichtspunkt betrachten. Zunéachst definieren wir durch

(an)neN . (bn)nEN = (anbn)neN
eine Multiplikation in s. Die Eigenschaften von K implizieren dann, dass
s ein Ring ist.
Es sollte Thnen keine Schwierigkeiten machen, zu den nachstehenden Aus-
sagen die Beweise zu finden (bzw. einen schon bewiesenen Satz zu zitieren)
oder — falls notig — geeignete Gegenbeispiele anzugeben:
® Coo, Co, ¢, £°° sind kommutative Ringe.

e ¢, (°° s besitzen eine multiplikative Einheit. Welche Elemente besit-
zen Inverse?

® cqo, Co besitzen keine multiplikative Einheit.

e sist kein Korper (ebenso wenig ¢ und £°°; fiir coo und ¢ ist das wegen
des Fehlens einer multiplikativen Einheit sowieso nicht zu erwarten).

e lim: ¢ — K ist ein Ringhomomorphismus mit Kern c¢g.
e ¢y ist ein Ideal in co, ¢, £°° und s.

(Ein Unterring A eines kommutativen Rings R heifit Ideal,
falls a - r € A fiir alle a € A und alle r € R gilt.)

e (g ist ein Ideal in ¢ und £°°, nicht jedoch in s.
(Fiir ,,co ist Ideal in ¢ kénnen Sie einen allgemeinen Satz iiber Ring-
homomorphismen auf lim : ¢ — K anwenden.)

c ist kein Ideal in £°°, und £*° ist kein Ideal in s.
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e Falls in einem der vorstehenden Fille ein Folgenraum Ideal in einem
anderen war: Priifen Sie nach, ob sogar ein Hauptideal, Primide-
al oder maximales Ideal vorlag. (Achtung: Die Untersuchungen zur
Maximalitdt sind — wenigstens fiir Anfinger — schwierig.)

Verallgemeinerte Limesbegriffe

Wir haben viel Energie darauf verwendet, um die Aussage ,,Die Folge (a,,)
kommt der Zahl a beliebig nahe“ in der Definition 2.2.9 zu préazisieren. Daran
anschliefend konnten dann einige strukturelle Eigenschaften gezeigt werden,
etwa: Die Menge der konvergenten Folgen bildet einen Vektorraum, und darauf
ist die Limesabbildung linear; der Limes nicht negativer Folgen ist nicht negativ;

Man kann aber auch umgekehrt vorgehen: Man kann zuerst sagen, welche
Eigenschaften ein Limesbegriff haben soll und dann durch eine geschickte Kon-
struktion versuchen, diese Forderungen zu erfiillen. Diesen Weg wollen wir jetzt
skizzieren:

Definition 2.5.9. Es sei X ein Untervektorraum des Raumes s aller reellen
Folgen, der den Raum c der konvergenten Folgen umfasst.

Er soll auch die folgende Eigenschaft haben: Ist (a1,as,...) in X, so auch die
,verschobene® Folge (az,ag, .. .).

Weiter sei L : X — R eine lineare Abbildung. Wir werden das Bild einer Folge
(an) mit L(ay) bezeichnen®. L heift ein verallgemeinerter Limes, wenn gilt:

(i) L ist linear.

(ii) L setzt die ibliche Limesabbildung fort: Ist (ay) eine konvergente Folge,
so ist L(a,) = limay,.
(Vertriglichkeitsforderung)

(i11) Ist a,, >0 fiir jedes n, so gilt L(ay,) > 0.
(Monotonie)

(iv) L(ay,as,...) = L(as,as,...) fir jede Folge (a1, as,...) aus X.
(Translationsinvarianz)

Bisher kennen wir nur ein Beispiel: Man definiere X := ¢ und L := lim. Dass
dann die Bedingung (iv) erfiillt ist, ist ein Spezialfall der Tatsache, dass Teilfol-
gen den gleichen Limes haben. Interessanter ist es natiirlich, wenn X ein echter
Oberraum des Raumes ¢ der konvergenten Folgen ist. Es gibt einen ganzen Zoo
von verallgemeinerten Limesbegriffen, Interessenten empfehle ich den Klassiker
,Divergent Series“ von G.H. HARDY, in dem das Problem allerdings unter dem
Aspekt der Reihenkonvergenz behandelt wird.

Fiir die Analysis am wichtigsten ist der folgende Ansatz:

35) Eigentlich miisste es ja L(((zn)) heiflen.
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Definition 2.5.10. Sei X¢ die Menge derjenigen Folgen (a,), fir die die Folge
“ ay +az ay+az+as
1 2 ) 3 3
konvergent ist. Dann wird C-lim : X¢ — R durch die folgende Vorschrift

definiert:
ay+ -+ ag

k

Um uns mit der Definition vertraut zu machen, behandeln wir einige

C-lima, := lim
k

Beispiele:

1. Fiir die Folge (1,0,1,0,1,...) lautet die zugehérige Folge der Mittelwerte
(1, %, g, i, g, 2, ‘;, ‘é, ...), das n-te Folgenglied ist gleich 1/2 fiir gerade und gleich
% + 21n fiir ungerade n. Damit ist klar, dass (1,0,1,0,1,...) zu X¢ gehort und
der C-Limes dieser Folge gleich 1/2 ist.

2. Sei (a,) eine konvergente Folge, der Limes werde mit a bezeichnet. Dann
konvergiert auch die Folge

(a1 a1 +az ar+az+as >
SR 3 yee
gegen a, d.h.: ¢ C X¢, und auf ¢ stimmt der C-Limes mit dem gewohnlichen
Limes iiberein.

Die Begriindung ist nicht sehr schwer, tatséichlich handelt es sich um ein Er-
gebnis von Cauchy, das so gut wie jeder Mathematikstudent als Ubungsaufgabe
gestellt bekommt. (Wir werden von dieser Tradition nicht abweichen.)

Dass der C-Limes vollig zu Recht an dieser Stelle eingefiihrt wird, ist nach
dem folgenden Satz klar:

Satz 2.5.11. Der C-Limes ist ein verallgemeinerter Limes auf dem Raum X¢,
er wird der Cesaro-Limes genannt®).

Beweis: Alle zu zeigenden Behauptungen sind leicht einzusehen, sie ergeben
sich aus einer Kombination von einfachen Eigenschaften der Abbildungen lim
und
ay +az ai +az +as
S:(al,ag,...)»—>(a1, 9 3 ,)

So bildet z.B. S nicht negative Folgen offensichtlich auf ebenfalls nicht negative
ab, und der Limes einer Folge nicht negativer Zahlen ist ebenfalls grofier oder
gleich Null: So folgt sofort die Monotonie. |

Der Cesaro-Limes spielt eine wichtige Rolle in der Fourieranalyse, die Sie in
hoheren Semestern kennen lernen werden. Da kann man ndmlich zeigen, dass
jede stetige periodische Funktion aus einfachen Bausteinen, ndmlich den Sinus-
und Cosinusfunktionen aufgebaut ist. Einzige Vorsichtsmafiregel: Bei den dann
auftretenden Reihen muss der Limes der Partialsummen im Cesaro-Sinn be-
stimmt werden.

36) Kenner sprechen den Namen als tschesa:ro aus, der Herr war Italiener.

C-lim

Cesaro-
Limes
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2.6 Verstindnisfragen

Zu 2.1

Sachfragen

S1: Was ist eine Folge in einer Menge M7 Nennen Sie einige Moglichkeiten, eine Folge
zu definieren.

S2: Was versteht man unter einer Teilfolge bzw. unter der Umordnung einer Folge?
Zu 2.2

Sachfragen
S1: Wie sind |z| fir € R und |z| fiir z € C definiert?
S2: Was ist |z| anschaulich? Was ist bei der Definition vorbereitend zu kliren?

S3: Was versteht man unter der Dreiecksungleichung, warum heiflt sie so, und welche
Bedeutung hat sie fiir viele Beweise in der Analysis?

S4: Wie ist /a definiert? Welche Rechenregeln gibt es fiir das Wurzelziehen?
S5: Was bedeutet a,, — 0 und allgemeiner a,, — a?
S6: In welchem Sinne ist (1/n)pen die wichtigste konvergente Folge?

S7: Was besagt das Vergleichskriterium, was kann man iiber Summen, Produkte usw.
konvergenter Folgen aussagen?

S8: Was ist zu zeigen, bevor man die Schreibweise lim,,—, o a, = a benutzen darf?

Methodenfragen
M1: Konvergenzbeweise fithren kénnen.
Zum Beispiel:
1. Gilt an — 0 und |b,| < M fiir alle n, so folgt anb, — 0.

2. Umgekehrt: Ist (by)nen irgendeine Folge mit a,b, — 0 fiir alle Null-
folgen (an)nen, so ist (bn)nen beschriankt.

3 o 1+ ‘ 4 -3 ’ — 7
. 2 3n 7
6 —4i/n
L]
3i —5/n?
M2: Verstidndnis der Quantoren V, 3.

Zum Beispiel:

1. Schreiben Sie das Archimedesaxiom unter Verwendung von V, 3.

2. Was wird durch
V'V Jlal<e

e>0ngeN n>ng

definiert? (Da hat sich einer ,,Nullfolge® falsch gemerkt.) Was ist das
Gegenteil dieser Aussage?
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Zu 2.3

Sachfragen

S1: Was ist eine Cauchy-Folge?
S2: Wie verhalten sich die Begriffe ,,Cauchy-Folge“ und , konvergente Folge“ zuein-
ander?

S3: Beweis(idee) zu: Cauchy-Folgen in K sind konvergent.

S4: Was versteht man unter dem Supremum (bzw. Infimum) einer Teilmenge eines
geordneten Raumes?

S5: Wie kann man Vollsténdigkeit statt mit Dedekindschen Schnitten gleichwertig
mit Cauchy-Folgen und mit Suprema beschreiben?

S6: Was ist eine Intervallschachtelung?

S7: Beweis(idee) zu der Aussage: Ist (an)nen monoton steigend und nach oben be-
schréankt, so ist (an)nen konvergent.
Methodenfragen
M1: ,(an)nen ist Cauchy-Folge* nachweisen kénnen.
Zum Beispiel:
1. (an)nen konvergent = (an)nen Cauchy-Folge.
2. Zeigen Sie direkt (d.h. ohne Verwendung von: (an)nen Cauchy-Folge
in K = (an)nen konvergent), dass das Produkt aus einer Cauchy-
Folge und einer konvergenten Folge eine Cauchy-Folge ist.
M2: Ordnungsrelationen behandeln kénnen.
Zum Beispiel:
1. Man definiere auf C eine Relation < durch:
Seiz=a+bi,z =a +bieC,(a,ba’,b €R), dann ist
z2=z7 1= a<dV(e=d Ab<D).

Es ist zu zeigen, dass < eine Ordnungsrelation ist.

2. Sei M eine Menge und f : M — R eine Abbildung. Man finde
Bedingungen an f, so dass
z<y:<= f(z) < f(y)
eine Ordnungsrelation auf M definiert.
3. Man finde eine Ordnung auf R mit:

o Je zwei Elemente sind vergleichbar, aber

e die Ordnung ist nicht mit den algebraischen Operationen ver-
traglich.

M3: Beweise zu sup und inf fithren konnen.

Zum Beispiel:
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1. Bestimmen Sie (mit Beweis) Infimum und Supremumvon { } |n € N}.

2. Beweisen Sie: Ist A C R nicht leer und nach oben beschrinkt, so ist
sup(A + z) = sup A + z fiir alle z € R. Dabei ist die Menge A + z
durch {a +z | a € A} definiert.

3. Untersuchen Sie sup®, inf( in [0,1] und in N (jeweils natiirliche
Ordnung).

4. Ist (M, <) ein geordneter Raum und A C M mit A # (), so ist
inf A < sup A.

Zu 2.4

Sachfragen

S1: Wie fithrt man Reihenkonvergenz auf Folgenkonvergenz zuriick?
S2: Was besagen Vergleichskriterium und Cauchy-Kriterium?
S3: Welche Permanenzeigenschaften zur Reihenkonvergenz kennen Sie?

S4: Was ist eine alternierende Reihe? Kennen Sie ein Konvergenzkriterium fiir solche
Reihen?

S5: Wie lauten die Aussagen von Wurzelkriterium bzw. Quotientenkriterium? Welche
konvergente Reihe wird dabei zum Abschitzen herangezogen?

S6: Was bedeutet absolute Konvergenz einer Reihe? Was kann man {iber Umordnun-
gen bzw. Produkte derartiger Reihen sagen?

S7: Was ist unbedingte Konvergenz?

Methodenfragen
M1: Konvergenzkriterien anwenden konnen.
Zum Beispiel:

1. Bestimmen Sie

> 1 > 2 1

nZ::o (3i + 1)’ 7;) ((Si)" B 6"+1)'
2. Ist

L N R R

W4+1 2041 73141 441
konvergent?

3. Fira eR ist
i (71)n ) a2n
|
= (2n)!
konvergent; dabei ist 0! := 1.
4. Ist

=1
2

konvergent?
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Zu 2.5

Sachfragen

S1: Was bedeutet in der Sprache der Reihenrechnung, dass man Zahlen als Dezimal-
zahlen schreiben kann.

S2: Wie sind die Raume s, £, ¢, co, coo definiert?

Methodenfragen

M1: Begriffe der (Linearen) Algebra an konkreten analytischen Situationen (z.B. an
Folgenrdumen) untersuchen kénnen.

Zum Beispiel:
1. Der R-Vektorraum C ist zweidimensional.

2. Fir n € N sei e, die Folge (0,0,...,0,1,0,...) (1 an der n-ten
Stelle). Dann gilt: Die Menge {e,, | n € N} ist linear unabhéngig in
s. Was ist die lineare Hiille von {e, | n € N}?

M2: Resultate der Analysis — falls dafiir geeignet —im Rahmen der (Linearen) Algebra
interpretieren kénnen.
Zum Beispiel:
1. Finden Sie eine algebraische Interpretation fiir Satz 2.4.2(i) und (ii).
2. Analog fiir Satz 2.3.2(ii) und (iv).

3. Was ist nachzuweisen, wenn behauptet wird:

oo
2= {(an)neN €s Z |an)? konvergiert}
n=1

ist ein Unterraum von s?

2.7 Ubungsaufgaben

Zu Abschnitt 2.1

2.1.1 Man zeige: Jede Teilfolge einer Umordnung einer Folge kann als Umordnung
einer Teilfolge geschrieben werden. Geht das auch umgekehrt?

Zu Abschnitt 2.2

2.2.1 Fir welche reellen Zahlen x gelten folgende Ungleichungen?
(a) |z —5]>0.4,
(b) [z +3[ < |z—2|,
(¢) 2z + 1] > |z —2|.
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2.2.2 Zeigen Sie, dass Umordnungen konvergenter Folgen ebenfalls konvergent sind.
Muss der Grenzwert der Umordnung mit dem Grenzwert der Ausgangsfolge iiberein-
stimmen?

2.2.3 Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenenfalls ihren Grenzwert.

n 1 k
(a) an:Z(—2) .

k=0
ro +rin+ -+t
S0+ s1n+ -+ spnk

Dabei sei der Nenner fiir alle n € N von 0 verschieden.

(b) b, = fiir gegebene r; und s;, 0 <@ < k, s # 0.

(¢) en=(—5)"
_241/vn
(d) dn = /n 45’

2.2.4 Was passiert, wenn man in der Nullfolgendefinition € durch 1/e ersetzt: Welche
Folgen (an) sind durch

,Fiir alle € > 0 gibt es ein no, so dass |an| < 1/¢ fiir alle n > no gilt.“
charakterisiert?
2.2.5 Man beweise folgende Aussagen iiber Teilfolgen:
(a) Aus lim, o0 a2n = a und limy, 00 G2nt1 = a folgt limy, o0 an = a.
(b) Seia € R. Besitzt jede Teilfolge (an, ) von (an) eine Teilfolge (genauer: Teilteil-

folge) (ankl ), die gegen a konvergiert, so konvergiert (a,) selbst gegen a.

2.2.6 Es sei (zn) eine Folge reeller Zahlen und

n
1
Anp = E T
n
k=1

die Folge der Mittelwerte.
(a) Zeigen Sie, dass die Mittelwerte (an) konvergieren, falls die (z,) konvergieren.
(Wogegen namlich?)
(b) Die Umkehrung gilt nicht: Es gibt eine Folge (zr), so dass (a,) konvergiert, (z,)
jedoch nicht.
(c) Folgt aus der Konvergenz der (a,), dass die Folge der (z,) beschrinkt ist?

Zu Abschnitt 2.3

2.3.1 Fiir M C R versteht man unter M, r € R, die Menge {rz € R | x € M},
weiter sei —M die Menge (—1)M.

Man beweise oder widerlege:

(a) sup(—A) = —inf(A), inf(—A) = —sup(A), falls A # @ eine beschriinkte Teil-
menge von R ist.

(b) Es seien a;j fir i =1,...,m, j =1,...,n reelle Zahlen. Dann gilt

sup inf (a;;) = inf sup (aij).
1<i<m 1<i<n 1<i<n 1<i<m
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(c) Die ay; seien wie in (b). Dann gilt

sup sup (as;) = sup sup (ai;).
1<i<m 1<j<n 1<j<n 1<i<m

(d) Ist a; < b; fiir alle ¢ in einer Indexmenge M, so ist sup a; < sup b;.

2.3.2 Essei K der Kérper Q +Q+/2 (vgl. Ubung 1.4.3) mit der gewdhnlichen von R
geerbten Ordnung. Zeigen Sie, dass nicht jede Cauchy-Folge in K konvergiert.

1
2.3.3 Seiap =1, an+1 = fir n e N.
n

1+a
(a) Zeigen Sie, dass (an) eine Cauchy-Folge ist.
Tipp: Man zeige zunéchst, dass anyo fiir n € N stets zwischen a,, und an41

liegt, und dann, dass |an — ant1| — 0 fiir n — co. (Warum ist (a,) dann eine
Cauchy-Folge?)

(b) Zeigen Sie, dass (a,) gegen die positive Losung der Gleichung x? + = = 1 kon-
vergiert.

Bemerkung: Man berechnet damit den Wert der so genannten Kettenbruchentwicklung

fiir den goldenen Schnitt:

1
1+1 L
* 4,

2.3.4 Fiir die geordnete Menge (M, <) und die Teilmenge A bestimme man sup(A)
und inf(A), falls diese existieren:

(a) A=1{4,8,10}, wobei M =N, a <b & alb.

(b) A={3,6,9,12,...}, (M, <) wie in (a).

(c) A:{w|x2<2},wobeiM:R,a<b = a <b

(d) A={Ja,y[| -1<a< -1, <y<2} wobei M =P(R),a<b < aCb

272
2.3.5 Sei (an)nen eine Folge in K mit

VY lan = anal <™

neN

dabei ist 0 < ¢ < 1. Dann ist (an)nen eine Cauchy-Folge.

2.3.6 Sei M eine Menge. Man beweise, dass im geordneten Raum (P(M),C) fiir
AeP(M), A#0D gilt:
sup A = UA, inf A= m.A.

Zu Abschnitt 2.4
2.4.1 Fiir welche z € R konvergiert, fiir welche divergiert die Reihe > >° | 2" /n?
2.4.2 Sei (an) eine Folge positiver Zahlen, die monoton f&llt und gegen Null konver-
giert.
(a) Zeigen Sie, dass 3.°°  a, genau dann existiert, wenn die Reihe 37, 2%,
existiert.

Tipp: Erinnern Sie sich daran, wie die Divergenz der harmonischen Reihe gezeigt
wurde.
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(b) Man nutze Teil (a), um zu zeigen, dass die Reihe
§:1
n=1 n

fiir s > 1 konvergent ist®”.

2.4.3 Die Summe der alternierend harmonischen Reihe sei mit a bezeichnet
(d. h.a:= 3207, (=1)F71/k). Man zeige

(a) a>1/2
und beweise folgendes Konvergenzverhalten zweier spezieller Umordnungen:
11 1 1 1
b) 1 - - - — L.=a.
b) 1+ - = o+ ——++ a
(c)1+171+1+171+ +171++7++7---—3a
3 2 5 7 4 1 6 T2

Hinweis: ;a =a+ %a.

Lasst sich allgemein etwas iiber die Umordnungen aussagen, bei denen auf p (bzw. 2p)
positive Summanden immer p negative folgen?

2.4.4 Hier soll gezeigt werden, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Dazu wird die
Annahme, die Menge der Primzahlen sei {p1,p2,...,pr} (wobei p1 < p2 < -+ < pr)
fiir ein r € N wie folgt zum Widerspruch gefiihrt:

(a) Man zeigt, dass
o 1 1
Z = Z k [
il 0<ky g oker <00 P17 P

Hierbei darf ausgenutzt werden, dass jede natiirliche Zahl eine eindeutige Prim-
faktorzerlegung hat.

(b) Dann wird bewiesen, dass

T 00

%, by HZ 11c'

k1
0<ky ko, kp<oco P1 pr i=1k—o Pi

(¢) Nun ist noch ein Widerspruch aus (a) und (b) abzuleiten.

. 143 £ oo oo oo «
Bem.: 7720gk17k27___,k,,.<00 steht fiir 772191:0 ZkQ:o T Zk,.:o .

Zu Abschnitt 2.5

2.5.1 Man zeige, dass die Abbildung ¢ : ¢ — c¢o, (an) — (an/n) eine injektive
lineare Abbildung ist. Ist sie surjektiv?

2.5.2 Man zeige:

e Die Menge der Cauchy-Folgen in Q bildet unter der gliedweisen Addition einen
Q-Vektorraum.

e Der Teilraum der konvergenten Folgen ist ein echter Unterraum.

3T Wir verwenden hier die allgemeine Potenz im Vorgriff.



2.8. TIPPS ZU DEN UBUNGSAUFGABEN 173

2.8 Tipps zu den Ubungsaufgaben

Tipps zu Abschnitt 2.1

2.1.1 Machen Sie sich die Aussagen zunéchst an einem konkreten Beispiel klar. Die
exakte Begriindung unter Verwendung der formalen Definitionen ,, Teilfolge* und ,,Um-
ordnung® ist dann etwas technisch, aber nicht wirklich schwierig.

Tipps zu Abschnitt 2.2
2.2.1 Hier gilt das, was als Tipp zu Aufgabe 1.9.3 gesagt wurde.

2.2.2 Bei dieser Aufgabe ist es niitzlich, die Aussage x,, — %o so zu interpretieren:
Fiir jedes € > 0 ist die Menge {n | |z, — zo| > €} endlich.

2.2.3

e Formen Sie die Summe zuniichst mit der Formel 14q+- - -+¢™ = (1—¢" ") /(1—q)
um.

e Teilen Sie Zihler und Nenner durch n”.

e Falls Sie den Verdacht haben, dass diese Folge nicht konvergiert, so sollten Sie
sich an eine im Buch bewiesene Eigenschaft konvergenter Folgen erinnern.

e Kombinieren Sie bekannte Rechenregeln fiir konvergente Reihen.

2.2.5 Zum ,a“-Teil werden Sie keinen Tipp benétigen. Fiir den ,,b“-Teil nimmt man
an, dass (an) nicht gegen a konvergiert: Es gibt also ein € > 0, so dass fiir unendlich
viele n die Ungleichung |a,, — a| > ¢ gilt. Nun sollte eine Teilfolge leicht zu finden sein,
bei der keine Teilfolge gegen a konvergent ist.

2.2.6 Diese Aufgabe ist vergleichsweise leicht, deswegen gibt es keine Tipps.

Tipps zu Abschnitt 2.3

2.3.1 Bei dieser Aufgabe sind nur die definierenden Eigenschaften von sup und inf
anzuwenden. Der Beweis des ersten Aufgabenteils kénnte so losgehen:

Zunéchst bemerkt man, dass mit A auch —A beschrinkt ist, deswegen existieren
sup —A und inf A. Um zu zeigen, dass beide Zahlen gleich sind, setzte z¢ := inf A und
beweise, dass xo alle Eigenschaften hat, die das Supremum von —A haben sollte. Dabei
spielt das Rechnen mit Ungleichungen eine Rolle. Schlussbemerkung: Ein Infimum ist,
wenn es existiert, eindeutig bestimmt.

2.3.2 Wihlen Sie irgendeine reelle Zahl zo, die nicht in Q + v/2Q liegt. (Warum geht
das?) Begriinden Sie, dass es eine Folge in Q ++/2Q gibt, die — als reelle Folge — gegen
xo geht. Warum ist das eine in Q + v/2Q nicht konvergente Cauchy-Folge?

2.3.3 Die Aufgabenstellung enthélt schon einen Tipp.
2.3.4 Wenn Thnen diese Aufgabe Schwierigkeiten macht, blittern Sie noch einmal

zur Definition des Supremums und des Infimums in allgemeinen geordneten Rdumen
zuriick (Definition 2.3.4).

2.3.5 Wie weit ist es von a, bis nach a4+ ? Doch héchstens so weit wie von a,, nach
an+1, plus der Abstand von a,+1 nach a,42 plus --- plus der Abstand von a,+r—1
nach a,_g.

2.3.6 Auch hier sollte man die allgemeine Definition von sup und inf kennen (Definition
2.3.4).
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Tipps zu Abschnitt 2.4

2.4.1 Behandeln Sie die Félle |z| < 1, |z| > 1, x =1, x = —1 getrennt.

2.4.2 Teilen Sie a1 +az+- - - in geeignete Blocke, die sich jeweils durch 2ka2k- abschétzen
lassen.

2.4.3 Schauen Sie sich die Partialsummen zur Originalreihe und zur Reihe mit den
halbierten Werten an. Was passiert, wenn man die addiert?

2.4.4 Da gibt es in der Aufgabe schon eine Anleitung.

Tipps zu Abschnitt 2.5

2.5.1 Die Abbildung ist nicht surjektiv. Als Gegenbeispiel miissen Sie eine Nullfolge
finden, die nicht von der Form (a,/n) mit einer beschriankten Folge (a,) ist, die also
langsamer fillt als 1/n.

2.5.2 Diese Aussagen sind unter Verwendung der schon bewiesenen Ergebnisse leicht
zu beweisen.
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