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3 Grundgleichungen der Stromungsmechanik

Nachdem die eindimensionale Theorie der reibungsfreien inkompressiblen und kompressi-
blen Stromung sowie die zweidimensionale Theorie der reibungsbehafteten Strémung und
deren technische Anwendungen im vorangegangenen Kapitel behandelt wurden, gilt es in
diesem Kapitel die allgemeinen Grundgleichungen der dreidimensionalen Stromung bereit-
zustellen. Diese bilden die Grundlage fiir die numerischen Losungsmethoden im folgenden
Kapitel 4, die heute in kommerzieller Stromungsmechanik Software genutzt werden. So-
wohl der Naturwissenschaftler als auch der Ingenieur nutzen diese Software in der Praxis
z. B. fiir die Wettervorhersage, die Berechnung des Erdmagnetfeldes, die Vorhersage von
Erdbeben oder die Auslegung von Flugzeugen, Kraftfahrzeugen und Stromungsmaschinen.

Wir betrachten zur Ableitung der stromungsmechanischen Grundgleichungen die im vo-
rigen Kapitel beschriebene Tragfliigelstromung bzw. die Kraftfahrzeugumstromung und
stellen uns ergéinzend zur eindimensionalen Stromfadentheorie die Aufgabe, die Grund-
gleichungen aufzustellen, mit denen diese Stromungen berechnet werden kénnen. Mit der
Berechnung der Stromung sollen die drei Geschwindigkeitskomponenten u, v, w des Ge-
schwindigkeitsvektors ¥, die Dichte p, der Druck p und die Temperatur 7" der Strémung
in Abh#ngigkeit von den drei kartesischen Koordinaten x, y und z ermittelt werden.

Es gelten die Erhaltungssétze fiir Masse, Impuls und Energie. Wir betrachten ein infini-
tesimal kleines Volumenelement, dessen linke vordere untere Ecke sich an einer beliebigen
Stelle im Stromungsfeld mit den Koordinaten (x,y, z) befindet und dessen Kanten jeweils
parallel zu den entsprechenden Koordinatenachsen sind (Abbildung 3.1). Das betrachte-
te Volumenelement ist raumfest, d. h. seine Begrenzungen bewegen sich nicht mit der
Stromung mit.

@ Kontrollvolumen

Grenzschicht

kompressible Stromung

@ Kontrollvolumen

Grenzschicht

== Nachlauf

M —_
© [ 1~
= O O

inkompressible Stromung

Abb. 3.1: Volumenelement in einer Tragfliigel- und Kraftfahrzeugumstromung
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Wir setzen voraus, dass das Fluid homogen ist, so dass es als Kontinuum behandelt werden
kann.

Nacheinander werden nun die zeitlichen Anderungen von Masse, Impuls und Energie in-
nerhalb des Volumenelements betrachtet. Wir beginnen mit der Betrachtung der zeitlichen
Anderung der Masse und stellen als erste Gleichung die Kontinuitétsgleichung auf.

3.1 Kontinuititsgleichung (Erhaltung der Masse)

Die zeitliche Anderung der Masse im Volumenelement =
> der einstrémenden Massenstrome in das Volumenelement —
>~ der ausstrémenden Massenstréme aus dem Volumenelement

In der Abbildung 3.2 ist das Volumenelement grofl dargestellt. Seine Kanten besitzen die
Léngen dz, dy und dz. Durch die linke Oberfliche des Volumenelements mit der Fliche
dy-dz tritt der Massenstrom p-u-dy-dz ein. Die Grofle p-u dndert ihren Wert von der Stelle
x zur Stelle  + dz in z-Richtung um (9(p - u)/0x) - dzx, so dass sich der durch die rechte
Oberfliche dy - dz des Volumenelements austretende Massenstrom mit dem Ausdruck

I(p-u)
(p-u+ 9 dz) - dy - dz

angeben lasst. Fiir die y- und 2-Richtung gelten die analogen Gréfien auf den entsprechen-
den Oberflichen dx - dz und dx - dy.

Die zeitliche Anderung der Masse innerhalb des betrachteten Volumenelements entspricht
nach der Erhaltung der Masse der Differenz aus eintretenden und austretenden Massen-
strémen. Der Term

Ip-de-dy-dz) _9dp

~dx-dy-d
ot ar W
(p-w+ a((l;.w)'dz)'d){'dy
z
(p'v+a(§—);v)'dy)'dX'dz
a .
(p'u+ (gxu) ‘dx)-dy-dz

prwrdx-dy

Abb. 3.2: Ein- und ausstromende Massenstrome
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entspricht dem mathematischen A.usdruck fiir die zeitliche Anderung der Masse im Volu-
menelement. Geméf der vorigen Uberlegungen gilt

9p _ - 9p-u)
5 dz-dy-dz = <p u—(p-u-+ o dz) | - dy - dz+
(p-v—(p-v—i—a(p.v)-dy))-dx~dz+
dy
<p~w—(p~w+a(pa:2u})-dz))-dm~dy

Damit erhélt man die Kontinuitétsgleichung

9p  Op-u)  Op-v) I(p-w)
— =0 . 3.1
ot e oy e 3-1)
Fiir ein inkompressibles Fluid vereinfacht sie sich zu
ou Ov Ow
—+—+=—=0| . 3.2
ox * oy * 0z (3:2)

In koordinatenfreier Vektorschreibweise lauten die hergeleiteten Gleichungen

%+V~(p-5)=0 bzw. V-g=0] . (3.3)

Mit dem Operator V- ist die Divergenz des jeweiligen Vektors bezeichnet, auf den der
Operator angewendet wird. Der Nabla-Operator V enthélt die folgenden Komponenten

T
v (000
ox’ dy’ 0z
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3.2 Navier-Stokes Gleichungen (Erhaltung des Impulses)

3.2.1 Laminare Stromungen

Die zeitliche Anderung des Impulses im Volumenelement =

>~ der eintretenden Impulsstrome in das Volumenelement —

> der ausstrémenden Impulsstréme aus dem Volumenelement +

>~ der auf das Volumenelement wirkenden Scherkriifte, Normalspannungen-+
>~ der auf die Masse des Volumenelements wirkenden Kriifte.

Wir kommen wieder auf das in Abbildung 3.2 gezeigte Volumenelement im Stromungsfeld
zuriick und betrachten nun in analoger Weise zur Herleitung der Kontinuitétsgleichung die
zeitliche Anderung des Impulses innerhalb des Volumenelements. Der Impuls entspricht
dem Produkt aus Masse und Geschwindigkeit. Das Fluid innerhalb des Volumens besitzt
also den Impuls p - dz - dy - dz - ¥, dessen zeitliche Anderung sich mit dem Ausdruck

dp-de-dy-dz-d) J(p-v)

oy = =g dz - dy - dz (3.4)

beschreiben lasst.

Wir wollen zunéchst nur eine Komponente des Impulsvektors p - dx - dy - dz - ¥ betrachten
und zwar die Komponente, die in z-Richtung zeigt. Thre zeitliche Anderung lésst sich wie
folgt ausdriicken

Op-de-dy-dz-u) 9I(p-u)

Py == de-dy-dz . (3.5)

Es stellt sich nun die Frage, wodurch sich der Impuls bzw. die Impulskomponente innerhalb
des betrachteten Volumenelementes zeitlich dndert.

Ahnlich wie bei der Betrachtung der Massenstrome tritt pro Zeiteinheit durch die Ober-
flichen des Volumenelements ein Impuls in das Volumen ein bzw. aus. Bei der Herleitung
der Kontinuitédtsgleichung verwendeten wir die Grofle p (Masse pro Volumen). Nun benut-
zen wir die GroBe (p - u) (Impuls pro Volumen) und kénnen mit dieser Gréfle, analog zur
Herleitung der Kontinuitétsgleichung, die ein- und ausstrémenden Impulsstréme angeben.

Wir betrachten dazu wieder das Volumenelement, das zusammen mit den Impulsstromen
in der Abbildung 3.3 dargestellt ist. Weiterhin beschréinken wir uns zunéchst, wie bereits
gesagt, auf die z-Richtung der zeitlichen Anderung des Impulses p - dz - dy - dz - 9.

Durch die linke Oberfliche dy - dz des Volumenelements tritt der Impulsstrom
(pru)-u-dy-dz=p-u-u-dy-dz (3.6)
ein. Die Grofe p - v - u &dndert ihren Wert in z-Richtung um

p-u-u)

e ~dx (3.7
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so dass sich der auf der rechten Oberfliche dy - dz des Volumenelements austretende
Impulsstrom mit dem Ausdruck

p-u-u)

(0wt SO

~dx) - dy - dz (3.8)
bezeichnen lisst.

Weiterhin tritt der in z-Richtung wirkende Impuls p - u auch {iber die verbleibenden
Oberflichen dz - dz und dx - dy ein bzw. aus, allerdings stromt er jeweils mit der Ge-
schwindigkeitskomponente v bzw. w durch die Oberflichen.

Fiir die - und z-Richtungen gelten die analogen Uberlegungen, so dass sich insgesamt auf
jeder Oberfldche drei Impulsstréme angeben lassen (Abbildung 3.3).

Nun sind die ein- und ausstrémenden Impulsstréme nicht die alleinige Ursache fiir die
zeitliche Anderung des Impulses innerhalb des Volumenelements. Der Impuls innerhalb

L) gy

prw-u

aprv:
povous 2PV
0x

prw-u
pouue LW G
dz 0x
dx
d(p-wv) dy
oy
pr vV V+ (p.V.V)dy
oy
p-u-v+a(p-u.v)dy
oy
pW W+ (p-w'w) dz
oz o(p-v-w)
PV W+ p dz
oz
: P'U'w+a(pa.u.w)dz
z
lp-w-w

Abb. 3.3: Ein- und ausstromende Impulsstrome
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des Volumens wird zusétzlich durch die am Volumen angreifenden Krifte gedndert. Zu
diesen Kriften gehoren

e Normal- und Schubspannungen: Sie sind in Abbildung 3.4 dargestellt. Thre Gréfen
dndern sich in z-, y- und z-Richtung, so dass an den Stellen = + dz, y + dy und
z + dz jeweils ihre Grolen plus der entsprechenden Anderungen eingezeichnet sind.

Beziiglich der Bezeichnung und des Vorzeichens der Normal- und Schubspannungen
treffen wir die folgenden Vereinbarungen: Der erste Index gibt an, auf welcher Ober-
fliche die Spannung wirkt. Zeigt die Normale der Oberfléche, auf der die betrachtete
Spannung wirkt, z. B. in z-Richtung, so wird dies mit einem z als erstem Index ge-
kennzeichnet. Der zweite Index gibt dann an, in welche Koordinatenrichtung die aus
der Spannung resultierende Kraft wirkt (Abbildung 3.4).

Abb. 3.4: Normal- und Schubspannungen
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Eine Kraft zeigt zur Herleitung der Gleichungen in positive Koordinatenrichtung,
wenn die Normale der Oberfléiche in positive Koordinatenrichtung zeigt, sie zeigt in
negative Richtung, wenn die Normale in negative Koordinatenrichtung weist.

e Volumenkréfte: Volumenkrifte sind die Kréfte, die auf die im Volumen befindliche
Masse wirken. Zu ihnen gehort die Schwerkraft. Es kénnen auch andere Volumen-
krifte, wie z. B. elektrische und magnetische Kréfte, auf eine Stromung wirken. Wir
bezeichnen sie mit k = (ks ky, k). Die Einheit der Volumenkraft ist {N/m?}.

Entsprechend unseres Leitsatzes gilt

Die zeitliche Anderung des Impulses im Volumenelement =

> der eintretenden Impulsstréome in das Volumenelement —

>~ der ausstrémenden Impulsstréome aus dem Volumenelement +

>~ der auf das Volumenelement wirkenden Scherkriifte, Normalspannungen-+
>~ der auf die Masse des Volumenelements wirkenden Kriifte.

Daraus resultiert die Gleichung fiir die zeitliche Anderung des u-Impulses auf. Gemif
des angegebenen Satzes und den in Abbildung 3.3 dargestellten Impulsstromen, sowie den
in Abbildung 3.4 dargestellten Normal- und Schubspannungen, ergibt sich fiir die zeitliche
Anderung des Impulses p - dz - dy - dz - u die folgende Gleichung:

I(p - u)
ot

ox

Ip-u-v)
dy

<p~u~v(p~u~v+ ~dy)>~dx~dz+

(p-u-w—(p-u-w—FW-dz)) ~dz - dy+
ke -dx-dy-dz+

0Ty
— Ty - -d dx-d
( Tyzs + (Tyz + oy y)) - dz+
(—Tm + (722 + agj dz)) ~dx-dy . (3.9)

Mit Vereinfachung der Gleichung (3.9) erhalten wir die erste vorldufige u-Impulsgleichung
fiir die x-Richtung. Sie lautet
Ip-u) Op-u-u) Op-u-v) I u- w) OTpe  OTye  OTay
fr— kx
o T ox T oy T a: T or T oy T as

Fiir die y- und z-Richtung erhalten wir mit einer analogen Rechnung die entsprechenden
Gleichungen. Sie lauten wiederum

Ip-v)  Op-v-u) Op-v-v) dp v -w)
o T o T oy T as

. (3.10)

ﬁsz 87'yy asz
Ox + oy + 0z

— ky +
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Ap-w) dp-w-u) dp-w-v) I p-w-w) OTer  OTy»  OTas
o T o T oy e T Ty T e
Diese Gleichungen beinhalten bereits die gesamte Physik beziiglich der Anderung des
Impulses im Volumenelement. Jedoch stellen sich nun noch die folgenden Fragen:

e In welchem Term finden wir die Grofle des Fliissigkeitsdruckes bzw., wenn wir ein
Gas betrachten, den thermodynamischen Druck wieder?

o Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Spannungen 7 und den Geschwindig-
keitskomponenten u, v und w? Ein dhnlicher Zusammenhang, ist uns bereits mit
dem Newtonschen Reibungsgesetz 7 = - (Ou/dz) bekannt.

Wir diskutieren zunéchst die erste Frage. In einer reibungfreien Aulenstrémung verschwin-
den alle Schubspannungen und es wirken nur noch die Normalspannungen, die wiederum
alle gleich sind und dem Fliissigkeitsdruck bzw. im Falle eines Gases, dem thermodyna-
mischen Druck entsprechen. Deshalb ist es zweckmiéflig, den Druck wie folgt zu definieren

 Tee T Tyy + Tz

5 (3.11)

p =
Das Minuszeichen bertiicksichtigt, dass der Druck als negative Normalspannung wirkt.

Die drei Normalspannungen 7., T,y und 7., werden jeweils in zwei Anteile aufgespalten
und zwar in einen Anteil p, der als Druck bezeichnet wird und in einen weiteren Anteil,
der mit den Reibungseffekten des Fluids zusammenhéngt und den wir nachfolgend, ent-
sprechend der jeweiligen Richtung, mit 0,,, oy, bzw. 0. bezeichnen werden. Driicken wir
dies formelméfig aus, erhalten wir

Tex = Oz —P Tyy = Oyy —P Tzz =0zz —P - (312)

Setzen wir 7,4, 7y, und 7., geméf der Gleichungen (3.12) in die entsprechenden Gleichun-
gen ein, ergibt sich

Ap-u) dp-u?) p-u-wv) I u-w)

o o T oy T a:
ap 60—93;1; aTym aTZI
R rh el et i (3.13)
Ap-v) Ap-wv-u) dp-v*) dp-v-w)
o T ox oy T 02 T
7@ 0Ty  O00yy  OTay
R il e vl i (3.14)
Op-w)  Op-w-u) Op-w-v) Op-w’)
ot ox Jy 0z
k27@+8mz+6¢y2+6022 . (3.15)

0z or y 0z
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Es bleibt nun noch iibrig die zweite Frage zu beantworten. Wir suchen also den Zusammen-
hang zwischen den Spannungen o bzw. 7 und den Geschwindigkeitskomponenten u, v und
w. Es geht um die Erweiterung des Newtonschen Reibungsgesetzes 7 = p - (du/dz), das
einen linearen Ansatz zwischen den Geschwindigkeitsgradienten du/dz und der Schubspan-
nung 7 postuliert. Der nun folgende weiterreichende und fiir dreidimensionale Stromungen
anzuwendende Stokessche Reibungsansatz, auf den wir nicht weiter eingehen wollen, bein-
haltet das Newtonsche Reibungsgesetz. Er lautet

o =2 %fg @4,@4,@
A PR B Oy 0z ’

5 ov 2 ou n v n ow
Oy = BN (Rt St Wit
vy a oy 3 o\ o Oy 0Oz ’
ow 2 ou Ov Ow
=2 —=——=-p | ==+ =+ = , 3.16
7 g, —3H ( x + dy i 82’) (3.16)
Tyz = Tay = @ + Ou Tyz = Tay = Oiw + @
Tog = Taz = @ + 8711)
zr — rz — /’[‘ az ax
Der Stokessche Reibungsansatz erfiillt die folgende Symmetriebedingung
Tyz = Tay Tyz = Tzy Tow = Tz - (3.17)

Eine Moglichkeit zum Nachweis dieser Symmetrie kann mit dem Aufstellen eines Mo-
mentengleichgewichts fiir die im Volumenelement enthaltene Masse erfolgen. Diese Be-
trachtung wird im Buch von H. Schlichting, K. Gersten 2006 erldutert, in dem auch der
Stokessche Reibungsansatz erklart wird.

Setzen wir die Normal- und Schubspannungen geméf der Gleichungen (3.16) in die Im-
pulsgleichungen (3.13), (3.14) und (3.15) ein, erhalten wir die Impulsgleichungen in Form
der Navier-Stokes Gleichungen. Sie lauten

Ap-u) Ap-u?) dp-u-v) dp-u-w _ p
o P Ta T T e TRt

é . 2.%_2.(V.") +£ . %4_@ +a . aﬂ+%

oz |V or 3 v ay |1\ 8y " oz oz | \oz " a2 :
. . . . 2 . .

op-v)  Op-v-w) Opv) dp-vw o Op,

ot o dy 0z v dy

oz ! oy Oz Oy a oy 3 9z |1\ oz Oy ’
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ot ar T oy s —h et

oz |1 \or T o2 dy F\ oz oy 92 M dz 3

Der Ausdruck V - U entspricht der Divergenz des Geschwindigkeitsvektors 4, d. h.

Vg Ju OJv Ow
YT o * dy + 0z
Wir wollen nun noch mit einer einfachen Rechnung die linke Seite der ersten Navier-Stokes
Gleichung anders schreiben. Auf analoge Weise lassen sich die linken Seiten der restlichen
Navier-Stokes Gleichungen umschreiben. Mit der Anwendung der Produktregel erhalten
wir fiir die linke Seite der ersten Navier-Stokes Gleichung

Ap-u) Ap-u’) Ip-u-wv) I u-w)

o " or oy T 0z

ou op A(p-u) ou

P T e T Ty et
d(p-v) Ou I(p-w) du

Uy TPV, U T, TP g,
ou Ou 0w 0w\,

P\t " e Y oy Yo
dp  Op-u) Op-v)  I(p-w)

U <8t+ or oy | os

Der letzte Klammerausdruck verschwindet wegen der Kontinuitétsgleichung (3.1), so dass
gilt

Ap-u) Ap-u?) Op-u-wv) Jp-u-w
o or T oy T as

Ouv  Ouw_ Ou_ Ou
Prlae ™" ar T oy T B2

Fiir die linken Seiten der restlichen Navier-Stokes Gleichungen gilt entsprechend

ANp-v) Op-v-u) dp-v?) dp-v w
ot ox oy T 02
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Ap-w) Ap-w-u) Ip-w-v) Ip-w?)
o T ox T oy T o T

ow ow ow 5‘£
o " ar T ey T 8

Die Navier-Stokes Gleichungen lauten also in ihrer endgiiltigen Form fiir eine instationére
dreidimensionale und kompressible Stromung

(3.18)

. @+u.@+v.@+w.@ =k _@4’_
P\ ot Bz By 9.) v

o, (o on\],
oz M Jy O

O, (0w 0uN]

8%” or 0z

0 ov  Ow 0 ow 2 .
w5 w5 -5 )]

Die Navier-Stokes Gleichungen bilden zusammen mit der Kontinuititsgleichung (3.1)
und der Energiegleichung, die noch hergeleitet wird, die Grundgleichungen der
Stromungsmechanik. Aus ihnen lassen sich weitere vereinfachte Gleichungen zur Berech-
nung von technisch interessierenden Stromungen ableiten, von denen die wichtigsten in
diesem Lehrbuch noch beschrieben werden.

Wir beschréinken uns zunéchst auf Newtonsche Medien (u # f(7)) und auf inkompres-
sible Stromungen. Die Gleichungen (3.18) vereinfachen sich dann auf die folgenden Glei-
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chungen (gemif der Kontinuititsgleichung (3.2) gilt V - ¥ = 0)

@4, @4, @4, @ =k f@+ @+827u+@
Pl T ar T oy T a2) T T ar TH G2 T 82 T 022)
Ov Ov v o\ Op v 0% 0%
@+u a—erv 8—w+wa—w *k*@+ 82w+82w+82w
ot oz Oy 92 ) " TH a2 oy? 022 ’

die wir in koordinatenfreier Schreibweise der Vektoranalysis wie folgt zusammenfassen
konnen:

ov s
p-<£+(ﬁ-V)ﬁ):k—Vp+u~A6 . (3.20)

In Gleichung (3.20) steht Vp fiir den Gradienten von p und (4-V) fiir das Skalarprodukt aus
Geschwindigkeitsvektor und Nabla-Operator. Dies ergibt den Konvektionsoperator, der
auf jede Komponente des Geschwindigkeitsvektors ¥ angewandt wird. Av steht fiir den auf
¥ angewandten Laplace-Operator. Fiir diese Abkiirzungen gelten geméfl der Schreibweise
der Vektoranalysis die folgenden Vereinbarungen

_ (9p op 9p\" TP AR R R
v _(8x’8y’8z) ’ v'v_u'8x+v'3y+w'8z ’
(3.21)
2 2. 2
AG =070 070 O°U
YT o2 + dy? * 922
Die Gleichungen (3.19) bilden zusammen mit der Kontinuitéitsgleichung (3.2)
V-4=0 (3.22)

ein Gleichungssystem, bestehend aus vier skalaren partiellen nichtlinearen Differentialglei-
chungen von zweiter Ordnung, fiir die vier Unbekannten u, v, w und p, das fiir vorgegebene
Anfangs- und Randbedingungen gelost werden muss. Auf die Losungsmethoden wird in
diesem Buch spéter noch eingegangen.

Die Bedeutung der einzelnen Terme der Navier-Stokes-Gleichung (3.20) sowie deren Ver-
einfachungen fiir Stromungsbeispiele, die in Kapitel 2 behandelt wurden, sind in Abbil-
dung 3.5 dargestellt. Dabei werden die Volumenkrifte k vernachléssigt. Die linke Seite
der Navier-Stokes-Gleichung beschreibt die lokale und konvektive Beschleunigung, die wir
bereits in Kapitel 2.3.1 kennen gelernt haben. Auch bei einer stationéren Strémung mit
0U/0t = 0 erfahrt die Stromung eine konvektive Beschleunigung aufgrund der sich mit
dem Ort dndernden Strémungsgrofien. Die Ursache der Stromungsbeschleunigung sind
die Druck- und Reibungskrifte. Bei einer stationéren ausgebildeten Rohrstromung findet
keine Beschleunigung statt. Die Druckkraft ist konstant und man erhélt in Zylinderkoor-
dinaten Gleichung (2.63). Die ebene Kanalstromung fiithrt nach zweimaliger Integration
auf das parabolische Geschwindigkeitsprofil (2.66) der Poiseuille-Stromung.

Fiir die stationére Plattengrenzschichtstromung wird der Druck von auflen aufgepriagt und
es ergibt sich die vereinfachte Navier-Stokes-Gleichung der Blasius-Grenzschicht

p-(0-V)U=p-AU
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Bei der stationdren Zylinderstromung ist die Druckkraft zusétzlich zu berticksichtigen und
es gilt die Navier-Stokes-Gleichung

p-(%-V)6=—Vp+pu AG

Fiir die Berechnung der periodischen Wirbelablosung der Karmanschen Wirbelstrafie sowie
der instationdren Ablosung am Profil sind alle Terme der Navier-Stokes-Gleichung (3.20)
zu beriicksichtigen. Analytische Losungen der Navier-Stokes-Gleichung existieren fiir die
Stromungsbeispiele nicht. Man ist auf numerische Ndherungslosungen angewiesen, die in
Kapitel 4.2 beschrieben werden.

Betrachten wir ein Fluidelement, dann ist unmittelbar ersichtlich, dass Druckkrifte das
Fluidelement in Richtung der Kraft verschieben und dabei verformen. Die Schubkrifte
fithren dagegen zu einer zusétzlichen Drehung des Fluidelementes. Dies ist fiir eine Grenz-
schicht in Abbildung 3.6 skizziert. In der reibungsfreien Auflenstromung wird dem Flui-
delement keine Drehung iiberlagert, wihrend die Stromung in der reibungsbehafteten
Grenzschicht drehungsbehaftet ist.

Der Drehvektor & berechnet sich aus dem Geschwindigkeitsvektor mit

b=V xv ,
oy vVYy o = -V b A
ot p Re;
. lokale konvektive .
Stromung Beschleunigung | | Beschleunigung Druck Reibung

Rohrstromung \/ \/

greill; ltzclg;ht \/ \/
umstdmng v Y vV
Wibelsate Vv v v v

st Vv Vv Vv Vv

Abb. 3.5: Vereinfachungen der Navier-Stokes-Gleichung der inkompressiblen Stréomung
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mit den Komponenten in Kartesischen Koordinaten

0w v
wz*aiyfgv
~Ou  Ow
T8, T 8
~Ov Ou
wzf%fa—y

Integriert man w iiber eine vorgegebene Oberfliche O erhélt man die Zirkulation der

Stromung in diesem Bereich
r= / wdO = 7{ vds
L

o

Wird die Oberfliche w von einer Linie L umschlossen, lédsst sich das Oberfldchenintegral
mit dem Satz von Stokes in ein Linienintegral iiberfithren. Die Zirkulation Gamma cha-
rakterisiert die Drehung im Strémungsfeld.

Betrachten wir ein kompressibles Fluid, so haben wir als zusétzliche Unbekannte noch
die Dichte p zu beriicksichtigen. Dazu benétigen wir dann noch eine weitere Gleichung
und zwar die Energiegleichung, deren Herleitung noch erldutert wird.

Kompressible Stromungen mit Warmeiibergang, die wir in Kapitel 2.4.6 kennenge-
lernt haben, kénnen unter Voraussetzung der Boussinesq-Annahme mit der Navier-Stokes-
Gleichung (3.20) berechnet werden. Dabei wird die Dichtesinderung infolge Druckéinderung
vernachlassigt. Infolge der Wiarmeausdehnung dndert sich die Dichte jedoch mit der Tem-
peratur. Bei Konvektionsstromungen ist dies die Ursache fiir die Auftriebskraft p(T) - g.

Im Rahmen der Boussinesq-Approximation wird die Dichtednderung nur im Auftriebsterm
beriicksichtigt und in allen anderen Termen vernachléssigt. Dabei ist der Ansatz fiir die
Dichte:

pT)=po-(1—a-(T-T)) , (3.23)

b —— ) — {; —— 1,
I I

reibungsfreie Aufenstromung

Grenzschicht

Abb. 3.6: Drehung einer Stromung in einer Grenzschicht
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mit dem Wéarmeausdehnungskoeffizienten «a, einer Bezugsdichte pg und einer Bezugstem-
peratur Ty. Die Zahigkeit wird als konstant angenommen. Zusétzlich wird die Dissipation
vernachléssigt. Unter diesen Voraussetzungen erhilt man die Navier-Stokes-Gleichung

0%
p.(a:;+(ﬁ~v)ﬁ)=—Vp+M'A17—P'§ . (3.24)

Hinzu kommt die Energiegleichung, die in Kapitel 3.3.1 behandelt wird.

3.2.2 Reynolds-Gleichungen fiir turbulente Strémungen

In den vorigen Abschnitten haben wir die Navier-Stokes Gleichungen fiir laminare
Stromungen hergeleitet. Diese Gleichungen sind, zumindest aus der Sicht des Ingenieurs,
als exakt anzusehen. Wenn wir sie mit analytischen oder numerischen Methoden fiir alle
technischen Probleme 16sen konnten, so konnten wir an dieser Stelle das Kapitel Grund-
gleichungen der Stromungsmechanik beenden und zu den Losungsverfahren iibergehen.

Die Gleichungen sind aber fiir die Mehrzahl der technischen Probleme nur néherungsweise
l6sbar und deshalb gibt es eine Reihe von modifizierten und vereinfachten Gleichungen,
mit denen man das Wesentliche der Stromungsphysik erfassen und berechnen kann. Als
Ingenieur muss man lernen, ein Strémungsproblem zu beurteilen um auf dieses die geeignet
vereinfachten Gleichungen anzuwenden, so dass die Stromung genau berechnet bzw. mit
der entsprechenden Software (Kapitel 5) auf einem Rechner simuliert werden kann.

Wir denken in diesem Zusammenhang an die in Kapitel 2 diskutierten Stromungsprobleme.
Auf dem Tragfliigel sind die Grenzschichten und die Nachlaufstromung fiir Reynolds-
Zahlen grofer 5 - 10° turbulent. Die Strémung um ein Kraftfahrzeug wird ebenfalls durch
grofle turbulente Stromungsbereiche bestimmt und bei der Rohrstrémung kénnen wir da-
von ausgehen, dass die Stromung nach einer charakteristischen Lauflange fiir Reynolds-
Zahlen groler 2300 turbulent ist.

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den modifizierten Navier-Stokes Gleichungen zur
Berechnung von turbulenten Stromungen auseinandersetzen. Die vereinfachten Grund-
gleichungen werden dann in den nachfolgenden Abschnitten hergeleitet und deren Anwen-
dungen erldutert. Bevor wir nun die modifizierten Gleichungen zur Berechnung von tur-
bulenten Stromungen herleiten, miissen wir uns ergédnzend zu Kapitel 2.4.1 nochmals den
Grundlagen turbulenter Stromungen zuwenden und ergénzend zur Reynolds-Mittelung
die Favre-Mittelung fiir turbulente kompressible Strémungen einfiihren.

Kompressible Stromungen

Wir betrachten wieder die Tragfliigelstromung an zwei verschiedenen Stellen (Abbildung
3.7). Die erste Stelle, sie wird mit dem Index 1 gekennzeichnet, liegt im hinteren turbu-
lenten Teil der Grenzschicht, an der die Stromung quasi-stationér (im zeitlichen Mittel
stationiir) ist. Weiterhin betrachten wir die Strémung an der Stelle mit dem Index 2 im
turbulenten Nachlauf, wo die Strémung ebenfalls turbulent ist und zusétzlich im zeitlichen
Mittel instationér.
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In der Abbildung 3.8 sind die zeitlichen Verldufe des Betrages einer Stromungsgrofie f (z. B.
Geschwindigkeit, Druck etc.) an den Stellen 1 und 2 dargestellt. An beiden Stellen #ndert
sich die Stromung mit der Zeit, also sind streng genommen beide Strémungen als instati-
onér anzusehen. Allerdings besitzt die Stromung an der Stelle 1 einen zeitlichen Mittelwert
f, der iiber die Zeit konstant ist und die betrachtete Stromungsgrofe f schwankt mit nur
kleinen Ausschligen f’ um diesen gemittelten Wert. Eine solche Strémung bezeichnet man
als quasi-stationér. Thren Mittelwert f konnen wir mit der Gleichung

T

_ ) 1

f= T11_>H;o T /f~dt (3.25)

0
berechnen. Dabei gilt weiterhin
. T
1 —_ 4 . —
Tll_I}I(l)o T / - dt 0 . (3.26)
0

An der Stelle 2 hingegen dndert sich der Mittelwert f mit der Zeit und die Strémung
wird dort als turbulent und instationér bezeichnet. Wir benutzen zur Definition wieder
die bereits verwendete Gleichung

f:

Nl =

-/Tf~dt . (3.27)

Jedoch miissen wir das Mittelungsintervall [0, 7] geeignet grof wihlen. Wird es zu gro8
gewéhlt, so wird der instationére Verlauf herausgemittelt. Wird es zu klein gewahlt, so
reprasentiert der berechnete Wert nicht den tatsdchlichen Mittelwert.

Die Grundgleichungen der Stromungsmechanik, die wir in den vorigen Abschnitten herge-
leitet haben, beinhalten auch die Physik der Schwankungsbewegungen. Um diese allerdings
fiir technische Probleme mit numerischen Verfahren berechnen zu kénnen, miissten Rech-
ner mit einer sehr groflen Speicherkapazitiat und Rechenleistung zur Verfiigung stehen, um
die zeitlichen Verlaufe und rdaumlichen Strukturen der turbulenten Schwankungen ausrei-
chend auflésen zu kénnen. Solche Rechner wird es auch in absehbarer Zeit nicht geben,
so dass man gezwungen ist, fiir die Berechnung von technischen Stromungen die Schwan-
kungsbewegungen mit sogenannten Turbulenzmodellen ndherungsweise zu modellieren.

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Grundgleichungen der Stromungsmechanik dahin-
gehend modifizieren, dass in ihnen die Turbulenzmodelle beriicksichtigt werden kénnen.

@ Kontrollvolumen

Abb. 3.7: Tragfliigelstromung
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Dazu werden wir die Grundgleichungen zeitlich mitteln. Die Turbulenzmodellierung, die
immer noch ein Aufgabengebiet der Forschung ist, wird in einem nachfolgenden Abschnitt
in ersten Ansétzen ausgefiihrt.

Wir fithren zunéchst die folgenden massengemittelten Groflen ein

7 G-I | T

p p p
Mit dem Uberstreichen der Produkte, z. B. von 5, ist gem#B der Gleichung (3.25) (bzw.
gemif Gleichung (3.27)) die zeitliche Mittelung

T

_ . 1
p~u-Th_r>nOo Te/(p-u)-dt (3.29)
0

A
S
A
A
~
]

i= . b= , ., e=2" . (3.2

b\‘

gemeint, die man auch Favre-Mittelung nennt.

Die Groflen u, v usw. lassen sich nun aus den zeitlichen Mittelwerten geméfl den Gleichun-
gen (3.28) und einer Schwankungsgrofie, die wir nachfolgend mit zwei Strichen kennzeich-
nen, zusammensetzen. Dabei werden der Druck p und die Dichte p (trivialerweise) nicht
massengemittelt. Thre Schwankungsgréfien werden mit nur einem Strich gekennzeichnet.
Wir definieren also die folgenden Grofien

p=p+p p=p+p
u=a+u" v="0+0" | w=w+w" |, (3.30)
T=T+T" |, e=¢+e”

Es ist wichtig zu vermerken, dass die zeitlich gemittelten Gréfien von f” (f steht fiir
eine beliebige Schwankungsgrofie um @, @, usw.), also f”, nicht Null sind. Hingegen ist die
GroBe p - £, wie nachfolgend gezeigt, Null. Um dies zu zeigen, betrachten wir das Produkt
p - u. Geméf der eingefithrten Definition gilt

pu:p(ﬁ+u”):pﬂ+pu”

Durch das zeitliche Mitteln des Ausdrucks erhalten wir
T

1
“u = lim | —- a4 p-u’)-dt ]| =
p Jim |- [ (p p-u)
0
r “ statistisch gemittelt r statistisch gemittelt
stationér instationdr

Stelle (1) t Stelle (2) t

Abb. 3.8: Zeitlich gemittelte GroBlen

0
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T T
1
=\ 7 /<P @) db) o+ i f'/(f) ul)dt) =
0 0
T
= Th—r};o . /pdt +p U//:ﬁ a_;'_p u//
0
Also ist
5 Y
P_U:a_i_PiU
P P

Vergleichen wir diese Gleichung mit der Definitionsgleichung fiir «, so erkennen wir, dass
gilt: p-u” = 0.

Weiterhin gelten die folgenden Rechenregeln fiir zwei beliebige Grofien f und g (dem Leser
wird empfohlen, die Rechenregeln selbst nachzuvollziehen)

%:% , ft+g==1f+g , p-ft=0 . (3.31)
Mit den nun bekannten Rechenregeln ist es moglich, die Grundgleichungen zeitlich zu
mitteln. Wir beginnen mit der zeitlichen Mittelung der Kontinuitétsgleichung, d.h wir
wollen herausfinden, wie sich die Gleichung verédndert, wenn wir sie nicht nur fiir einen
Zeitpunkt betrachten, sondern fiir ein Zeitintervall. Da wir die Gleichungen fiir eine
instationére Stromung mitteln wollen, muss das Zeitintervall [0, 7], wie bereits diskutiert,
geeignet grofl gewihlt werden (deshalb steht in den nachfolgenden Gleichungen nicht mehr

limTi)oo).
Die zeitliche Mittelung schreibt sich fiir die Kontinuitétsgleichung wie folgt
T

1 [(0p Olp-u) 9p-v) 9dp-wY\ . _
T/(@t+ ar oy e ) A=0

0

oder

dp  Op-u)  Op-v) I(p-w)
at Tor T oy T a:

-0 . (3.32)

Setzen wir in die Gleichung (3.32) die Grofien u, v und w geméf der Gleichungen (3.30)
ein, so kénnen wir mit den Rechenregeln (3.31) und mit p - f” = 0 die folgende Rechnung
durchfiithren

9p  Olp-(atun] Op-(@+v")]  lp- (@ +w")

ot Ox Oy 0z =0

op o Gt . o i, dp @]

o T oz Tty T BE =0
o o Gt u)] _,

ot 8Ii
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Der zweite Summand beinhaltet die abkiirzende Schreibweise fiir die drei Koordinaten-
und Geschwindigkeitsrichtungen (i =1,...,3). Fiir ihn gilt weiterhin

Ol (@ +ul)] _ 0(p-) , 0p-af) _ (i)

633i 633i 81‘1 81‘i

Die zeitlich gemittelte Kontinuitéitsgleichung lautet also

9  0p-w) _0p-0)  0p-b)
T ek ek = =0 . (3.33)

Sie hat sich gegeniiber der urspriinglichen Kontinuitdtsgleichung rein #uflerlich kaum
verdndert und enthélt jetzt nicht mehr die GréBen p und wui, sondern p und ;.

Es folgt nun die zeitliche Mittelung der Navier-Stokes Gleichungen, die in analoger Weise
wie die Mittelung der Kontinuitétsgleichung durchgefithrt wird. Dabei beschrénken wir
uns wieder auf die Gleichung fiir die z-Richtung und schreiben (s. dazu Gleichung (3.13))

dp-u) Op-u?) Ip-u-v) Jp-u-w) Op | 00yy | OTys 0Ty
o o ooy T o: et e Tay Tar o

mit

o 2 %_g( _,) L aui+an
Tae = 1 or 3 VU)o TR G T o

Mit den eingefithrten Rechenregeln (3.31) erhalten wir

8(p~u)+8(p-u2)+3(p~u-v)+8(ﬂ-u-w):kw_

op N 00 1z n OTya n 0Tz
ot Ox Jy 0z

ox ox dy 0z

(3.34)

Gemiéf der Definition von @ ist p~u = p-4, so dass in der Gleichung (3.34) alle Summanden
der linken und rechten Seite gemittelt bekannt sind, aufler drei Summanden der linken
Seite, die die rdumlichen partiellen Ableitungen enthalten. Sie wollen wir nachfolgend
weiter betrachten, indem wir in diese Glieder fiir u, v und w die entsprechenden Ausdriicke
gemif der Gleichungen (3.30) einsetzen. Wir erhalten

oG+l , o) @+, olp- @t ) (@+ )

ox oy + 0z -
8(/)51;-5) L9 -6?;- vr) | 9 ~81;”~17) . a(p-g;-v”)+
A(p éZ'lD) n 3(/);;- w') | 5‘(p~g;’~@) n 3(,0'15’;%0”) _
op-i)  0p-u?)  0p-i-)  O(p-u ")

ox Or y dy
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I(p-u-w) n Ap-u"-w")
0z 0z

Setzen wir das Ergebnis der Rechnung in die Gleichung (3.34) ein, erhalten wir die
Reynolds-Gleichung fiir die z-Richtung. Sie lautet

dp-u) 9p-a*) dp-a-v) Op-u-w)
o T or oy T as

_ _ - — L2 Y s w”
. ap+aam+afym+6m_<8(p w)  Opr v O(p - w )>.(3.35)

Oz ox y 0z ox y + 0z

Fiir die zeitlich gemittelten Normal- und Schubspannungen o, 7y, und 7., erhalten wir
mit einer einfachen zusétzlichen Rechnung die erginzenden Gleichungen

~ ou 2 - o 2 =
Uzm_ﬂ'<2‘ax3'(V'v)>+ﬂ'<2'ax3'(V'vl)) ’ (3'36)
_ dus O ouff  Ouf
i T (a% + 8951) ta ((’hj + 8931 ' (337>

Die Ausdriicke v/ - ¥ und 7 - ¢ stehen fiir die Divergenzen

@ + @ + @ au// + a,U// + aw//
dr Oy 0z Ox Ay 0z

Die Gleichung (3.35) enthélt im Vergleich zu der Navier-Stokes Gleichung auf der rech-
ten Seite zusétzliche Glieder, mit denen die Schwankungsbewegungen der Stréomung
beriicksichtigt werden. Diese Glieder sind Tragheitsglieder, denn sie rithren von den kon-
vektiven nichtlinearen Termen her.

Die durch die Schwankungen verursachten Triagheitskrifte in der Stromung erwecken den
Eindruck, dass in der Strémung eine zusétzliche Reibung wirksam ist. Deshalb werden die-
se Schwankungsterme auch als zusétzliche Reibungsglieder interpretiert, obwohl sie direkt
nichts mit den Reibungseffekten gemeinsam haben. Man spricht in diesem Zusammenhang
auch von turbulenter Scheinreibung.

Weiterhin haben die Schwankungsbewegungen einen Einfluss auf die zeitlich gemittelten
Normal- und Schubspannungen, wie wir es jeweils an dem zweiten Summanden der Glei-
chungen (3.36) und (3.37) erkennen kénnen. Diese zuletzt genannten Summanden werden
jedoch bei der Berechnung von Stromungsfeldern vernachléssigt, da ihr Einfluss auf die
Ergebnisse der Stromungsberechnungen bekannterweise gering ist.

Die zusiitzlichen Terme in der Gleichung (3.35) miissen fiir turbulente Stromungen geeignet
modelliert werden (fiir laminare Stromungen sind sie verstindlicherweise Null). Dazu gibt
es Turbulenzmodelle.

Nachfolgend werden nun alle drei Reynolds-Gleichungen fiir die z-, y- und z-Richtung
angegeben. Sie lauten
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p-u) dp-u*) 9p-a-0v) Op-u-w) - Op
T T R
(3.38)
00y  OTyw  OTag B Ap- u”2) Ap-u" 0" n Ap-u'" - w")
Ox Oy 0z Ox Oy 0z ’
p-v) Op-v-a) Ip-v*) 9p-v-w) - Ip
ot * or + dy + 0z =k dy
, (3.39)
OTyy | 00yy 0Ty  [O(p-0v"-u") n A(p-v"*) n Ap-v"-w")
Ox Oy 0z Ox Ay 0z ’
ANp-w) Op-w-a) Ip-w-v) dp-w?) -  Ip
o T e oy e Mo
. (3.40)
OTp. | OTy. | 00, [O(p-w"-u") n A(p-w"-v") N Ap-w')
Oz Ay 0z Ox Ay 0z ’
mit
B ou; 2 -, oui! 2 =77
cfu—u-(laxi—g-(v-v))Jru-(2-&Ei Y v)) ) (3.41)
N LI auT'+8qu’
Ty = H 8zj ox; H 8:1;j ox; (342)

Inkompressible Stromungen

Fiir inkompressible Stromungen (p = konst.) vereinfachen sic
(3.30)

u=1u , V=70 w=w ,
u=u-+u v=0+v , w=w+w
Die Kontinuitédtsgleichung lautet
ou Ov  Ow 0
or Oy 0z

Die zeitlich gemittelten Navier-Stokes Gleichungen lauten

h die Gleichungen (3.28) und

(3.43)

(3.44)
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' @+87a2+8(a-@)+8(a-w) _ _op
P \at " ox By o )" o
— - (3.45)
+85—xm + afyz + 87_—zz i 3u’2 4 5(u’ . 'U/) T 5(u’ . ’LU/)
Ox Oy 9z F Ox Oy 0z ’
ov  Ow-u)  0v* Ow-w)\ 5 Op
'(aﬁ or oy T a: )T gy
— (3.46)
+87‘$y N 05, N Oy (O W) N o'? N o w')
Ox Oy 9. F Ox Oy 0z ’
) dw | d(w ﬂ)Jr@(qD-v) ow? :%Zig
ot Or oy 0z z
(3.47)
OTy> | 0Ty | 00.. oW -  dw v  d(w?)
oz Jy 0z oz Jy 0z

3.2.3 Turbulenzmodelle

Mit dem Herleiten der Reynolds-Gleichungen haben wir erreicht, dass wir bei der Berech-
nung von turbulenten Stromungen die Schwankungsbewegungen berticksichtigen kénnen,
ohne sie dabei detailliert zeitlich und rdumlich auflésen zu miissen. Die zusétzlichen Ter-
me, die die Schwankungsgréflen beinhalten, werden mit Turbulenzmodellen bestimmt. In
diesem Abschnitt werden wir lernen, wie wir mit zusétzlichen Modellvorstellungen die
Schwankungsterme fiir die jeweiligen technischen Strémungsprobleme ermitteln konnen.

Die Gleichungen (3.38) bis (3.40) kénnen wir mit der folgenden vektoriellen Schreibweise
zusammenfassen

A(p- v _ 5 = P _ _
P9 G i=k-vpty Ty | (3.18)
mit
Guw Tyz Ton —p-u”2 _p_u//_vl/ —p-u”-w”
T = | Tay Oyy Ty , Tt = —p- v *P'U”2 —p v .(3.49)

Tez Tyz Ozz —p " —p-w” V" —p~w”2
In der Gleichung (3.48) ist auch der Ausdruck (¥ - /)9 ein Vektor.

Die meisten fiir technische Stromungsprobleme anwendbaren Turbulenzmodelle basieren
auf der Boussinesq-Annahme, die wir bereits in Kapitel 2.4.1 kennengelernt haben. Bous-
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sinesq schlug bereits im Jahre 1877 vor, die Schwankungsgréfien im rechten Tensor (3.49)
mit einem Ansatz zu modellieren, der analog zur Berechnung der Normal- und Schub-
spannungen des linken Tensors (3.49) gilt.

Fiir die Schubspannungen 7;; gilt gemé&f der Gleichung (3.42), wenn wir den zweiten Sum-
manden dieser Gleichung (er ist sehr klein) vernachléssigen

_ 0u; 0y
Tij = M- ((%cj + 8951) . (3.50)

Die Boussinesq-Annahme geht davon aus, dass die SchwankungsgréBen —p -’ -uf in

Analogie zur Gleichung (3.50) ermittelt werden koénnen:

— ou; 0t
—p-u’ -y’ . ! )
puf - ul = pu (6xj + 3$1> . (3.51)

e wird als Austauschgrofie oder als turbulente Viskositdt beziehungsweise Wirbelvis-
kositédt bezeichnet. Diese steht in keinem direkten Zusammenhang mit der molekularen
Zahigkeit, obwohl der Begriff "turbulente Viskositét’ darauf hindeutet. Wir haben bereits
gelernt, dass die Terme des rechten Tensors (3.49) Trigheitsterme sind.

Turbulenzmodelle, die auf der Boussinesq-Annahme basieren, beschrianken sich auf die Mo-
dellierung der Austauschgrofie pg. Sie beinhalten Gleichungen, mit denen die Austausch-
grofle in Abhéngigkeit von den mittleren Stromungsgrofien p, 4 usw. berechnet werden
kann. Es gibt je nach Stromungsproblem vergleichsweise einfache Turbulenzmodelle, die
mit algebraischen Gleichungen die Austauschgroe angeben und wiederum kompliziertere,
bei deren Anwendung partielle Differentialgleichungen gelést werden miissen.

Turbulenzmodelle werden in der Literatur geméifl der Anzahl der partiellen Differentialglei-
chungen, die ein Modell beinhaltet, geordnet. So spricht man bei den algebraischen Tur-
bulenzmodellen von Null-Gleichungsmodellen. Enthélt ein Turbulenzmodell zur Beschrei-
bung der Austauschgrofie eine partielle Differentialgleichung, so wird dieses als ein Ein-
Gleichungsmodell bezeichnet. Ein Zwei-Gleichungsmodell besitzt demzufolge zwei partielle
Differentialgleichungen und stellt bei der Anwendung auf technische Probleme beziiglich
des Aufwandes eine obere Grenze dar, insbesondere dann, wenn die Turbulenz von drei-
dimensionalen Stromungen modelliert wird.

Bei der Auswahl eines Turbulenzmodells zur Berechnung einer turbulenten Stréomung
miissen immer die beiden folgenden Punkte beachtet werden:

e Ein Turbulenzmodell ist in der Regel nur fiir eine bestimmte Stromung anwendbar.
So gibt es z. B. Turbulenzmodelle fiir Stromungen mit starken Druckgradienten,
kleinen Reynolds-Zahlen, fiir freie Scherstromungen und fiir Stromungen an rau-
hen Oberflichen usw.. Vor der Anwendung muss geklért werden, welche Art von
Stromung berechnet werden soll.

e Jedes Turbulenzmodell basiert auf experimentellen Ergebnissen, die wiederum fiir
festgelegte Reynolds- und Mach-Zahlbereiche sowie zusétzliche Parameter ermittelt
wurden. Die in dem Turbulenzmodell enthaltenen Konstanten beziehen sich auf die-
se experimentellen Ergebnisse. Vor der Berechnung der Stromung muss also gepriift
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werden, ob die im Turbulenzmodell enthaltenen Konstanten passend fiir die zu be-
rechnende Stromung sind.

Wir werden nun nacheinander die einfachen (Null-Gleichungsmodelle) und die aufwendi-
geren (Ein- und Zwei-Gleichungsmodelle) kennenlernen. Alle basieren auf der Boussinesq-
Annahme und setzen isotrope turbulente Strémungen voraus.

Einfache algebraische oder Null-Gleichungsmodelle

Zunéchst beschrénken wir uns auf eine zweidimensionale Grenzschichtstromung, um eine
Vorstellung von der Methode der Turbulenzmodellierung zu erhalten. Eines der erfolg-
reichsten Turbulenzmodelle fiir eine Grenzschichtstromung ist von Prandtl im Jahre 1920
vorgeschlagen worden. Es beinhaltet das Mischungswegkonzept, das bereits im Kapitel
2.4.1 beschrieben wurde. Fiir detaillierte Ausfiihrungen verweisen wir auf die Biicher von
L. Prandtl — Fiithrer durch die Stromungslehre, H. Oertel jr. 2008, H. Schlichting, K.
Gersten 2006, B. E. Launder, D. B. Spalding 1979 und von J. Piquet 2001.

Daraus resultiert die Gleichung fiir die Berechnung der turbulenten Schubspannung g

ot

151 | (3.52)

e =p-1?

mit der Mischungsweglinge [. Sie ist eine Funktion der Wandnormalenkoordinate und
wird fiir die unterschiedlichen Turbulenzmodelle verschieden angegeben.

Fiir die Berechnung der Tragfliigelstromungen wéhlen wir das Turbulenzmodell von B. S.
Baldwin, H. Lomaz 1978 aus, das nachfolgend beschrieben wird (s. dazu auch T. Cebeci,
A. M. O. Smith 1974). Es basiert auf der Boussinesq-Annahme und nutzt zur Modellierung
der Austauschgréfie ppr im wandnahen Bereich das Prandtlsche Mischungswegkonzept.

Baldwin und Lomax teilen die turbulente Prandtl-Grenzschicht in einen inneren und
duBeren Bereich ein. Die Austauschgrofie py wird fiir den inneren Bereich geméifl des
Prandtlschen Mischungswegkonzeptes berechnet und im &ufleren Bereich mit einer al-
gebraischen Gleichung, die auf Ergebnissen von Grenzschichtuntersuchungen beruht. Fiir

z A

(‘ul)auﬁcn

ZCI‘OSS

(“l)innen

— Abb. 3.9: Bereichseinteilung der turbulen-
u/ U, ten Grenzschicht
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e gilt also die folgende Aufspaltung der Abbildung 3.9

— (,ut)innen 2 < Zcross
e { (N’t)auﬁen Z > Zcross ’ (353)

Zeross Steht fiir die Wandnormalenkoordinate, die die Grenze zwischen dem inneren und
dufleren Bereich bildet. Baldwin und Lomax haben die Gleichung (3.52) fiir dreidimensio-
nale Grenzschichtstromungen erweitert. Sie berechnen fiir den inneren Bereich die Aus-
tauschgrofle mit der Gleichung

| imen =71 |& [ | (3.54)

l steht wiederum fiir die Mischungsweglinge und w fiir die Drehung der Stromung. Die
Mischungswegléinge wird mit der Prandtl-Van-Driest-Gleichung
2t
l=k-z-]1 —exp(—ﬂ)]

berechnet, wobei

Gt = VPw Tw 2 (3.55)

o

ist (Index w fiir Groflen auf der Kontur bzw. Wand). Fiir die Drehung gilt (s. dazu Ab-

bildung 3.10)
o) ou 0o\ (00 ow\® (0w 0u\®
o= -2 - == - _ 7
Jdy O dz Oy Jor 0z
Die Drehung w unterscheidet sich nicht wesentlich von dem Gradienten 0a/9z, da alle Gra-
dienten im Vergleich zu 9u/9z klein sind. Fiir die Anwendung des Balwin-Lomax-Modells

bendétigt man nicht die Dicke der Grenzschicht, was wiederum bei der Anwendung anderer
Turbulenzmodelle der Fall sein wird und die Durchfiihrung von Rechnungen erschwert.

Die Gleichungen zur Berechnung der Mischungsweglidnge beinhalten die Konstanten x und
AT, Sie sind in der Tabelle 3.1 angegeben.

Die Austauschgrofle (fug)augen berechnet sich geméfl den Angaben von Baldwin und Lomax
mit der algebraischen Gleichung

’ (1t)augen = p - K- Cop - Fwake - Fkres | - (3.56)

Stromlinie (reibungsfrei)

\\//

Querstromungs-
profil

Abb. 3.10: Dreidimensionales Grenzschichtprofil
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K und der Clauser-Parameter Cep sind Konstanten (Tabelle 3.1). Fkygrp(2) ist die Inter-
mittenzfunktion von Klebanoff, die eine Funktion der Wandnormalenkoordinate z ist. Die
Grofle Fwakg berechnet sich mit der Gleichung

Fwake = min(Fy, Fy)

Fl = Zmax * -Fmax )

_ ) U]%IF
F2 - CWK * Zmax (357)
FHlaX
Floax ist das Maximum der Funktion
5 zt
Fz)y=z o] [1- exp(—ﬁ)} , (3.58)

das an der Stelle z = zy a5 auftritt. Die Gréfle Uppp berechnet sich mit der Gleichung

Uprr = (VU2 + 0% + 0?)max — (VU2 + 0% + 0?)min (3.59)

(Index max bzw. min fiir grofiten bzw. kleinsten Wert in der Grenzschicht). Der zweite
Summand der Gleichung (3.59) wird fiir die Modellierung der Turbulenz in Grenzschichten
Null gesetzt. Fiir die Modellierung der Turbulenz von Nachldaufen muss die vollstdndige
Gleichung (3.59) verwendet werden.

Die Intermittenzfunktion von Klebanoff Firrp lautet
—1

1455- (CKLEBZ>61 . (3.60)

Fxies(z) = p;
max

Es bleibt noch die Frage offen, ab welcher Stelle z in der Grenzschicht von dem Wert
(14 )innen zum Wert (p¢)augen Ubergegangen werden muss. Die Stelle z = zioss ist die
Stelle, wo bei zunehmenden z zum ersten Mal gilt: (tt)innen = (£t )auBen-

Dem Leser des Buches stellt sich sicherlich die Frage, mit welchen Uberlegungen sich
die Konstanten und Gleichungen des Turbulenzmodells von Baldwin und Lomax be-
griinden. Die Gleichungen und Konstanten basieren grofitenteils auf experimentellen Er-
gebnissen. Es wiirde bei weitem den Rahmen dieses Lehrbuches sprengen, alle Gleichungen
ausfithrlich zu diskutieren.

Wir haben das Turbulenzmodell von Baldwin und Lomax nur deshalb so ausfiihrlich in
diesem Buch beschrieben, da wir dem Leser einen Eindruck von der praktischen An-
wendung eines einfachen algebraischen Turbulenzmodells geben wollen. Zudem werden

A+ Ccp CKLEB CWK KR K Pr P?‘t
26 1.6 0.3 0.25 | 0.4 | 0.0168 | 0.72 | 0.9

Tab. 3.1 : Konstanten des Turbulenzmodells von Baldwin und Lomax
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wir in diesem Buch noch numerische Rechnungen zur Tragfliigelstromung, bei denen die
Turbulenz mit dem Modell von Baldwin und Lomax beriicksichtigt wurde, vorstellen.

Zur Berechnung der kompressiblen Tragfliigelstromung ben6tigen wir nicht nur die zeitlich
gemittelten Impulsgleichungen, sondern zusétzlich die zeitlich gemittelte Energiegleichung,
die wir in Kapitel 3.3.2 behandeln werden. In dieser Gleichung treten auch Schwankungs-
groflen auf, die entsprechend modelliert werden miissen.

In Gleichung (3.109) sind die Terme w; - (Op/Ox;) und X - (017" /0x;) klein im Vergleich
zu den Termen O(—cp - p- 1" - uf')/Ox;. Entsprechendes gilt fiir die Gleichung (3.110).
Die Terme oy - (Ouy//0xy) und 7 - (Ouf /Ox;) sind im Vergleich zu den Gliedern &y -
(Oty /Oxk) bzw. Ty - (0Ui/Ox;) zu vernachldssigen. Die Turbulenzmodellierung beziiglich
der Energiegleichung beschrankt sich also auf die Glieder

) -
—aTCi(Cp o T u) (3.61)

die den zusitzlichen Warmefluss infolge der turbulenten Schwankungsbewegungen be-
schreiben.

Fiir diese Glieder wird in Analogie zur Boussinesqg-Annahme der folgende
Wairmeleitungsansatz gemacht. Er lautet

oT

fcp~p~T”~U{’:*/\c~a
3

(3.62)

¢ steht fiir die turbulente Leitfdhigkeit. Sie steht in keinem direkten Zusammenhang mit
der molekularen Wérmeleitfihigkeit A\, sondern ist, wie die turbulente Viskositét puy, als
eine Austauschgrofie zu verstehen.

Um sie berechnen zu koénnen, wird die turbulente Prandtlzahl eingefiihrt, die wie folgt
definiert ist

Mt - Cp

PTt:Mt'i ) kt: Pr
t

(3.63)

Verwenden wir den Ausdruck fiir k¢ in Gleichung (3.62), haben wir eine Berech-
nungsmoglichkeit fiir die Schwankungsgrofen —c, - p- T" - u!’, vorausgesetzt wir kennen

die turbulente Prandtlzahl.

Geméf vieler gebrauchlicher Turbulenzmodelle wird die turbulente Prandtlzahl Pry mit
einem Wert nicht wesentlich kleiner eins, z. B. mit Pry = 0.9, angenommen. Experimen-
te, die fiir Wandgrenzschichten durchgefithrt wurden zeigen jedoch, dass die turbulente
Prandtlzahl am dufleren Rand = 0.6 — 0.7 betriigt und nach innen bis auf den Wert 1.5
zunimmt.

Ein typisches Anwendungsbeispiel fiir das Baldwin-Lomax-Turbulenzmodell ist die Um-
stromung eines transsonischen Tragfliigels, dessen Profilschnitt in Abbildung 3.11 gezeigt
ist. Das Turbulenzmodell der kompressiblen Grenzschichtstréomung wird an der Hinter-
kante des Profils in die Nachlaufstromung {ibergefiihrt.
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AA

drehungsfreie

AuBenstromung

Grenzschicht

Nachlauf

Abb. 3.11: Anwendungsbeispiel fiir das Baldwin-Lomax-Turbulenzmodell

Die Vorteile der algebraischen Turbulenzmodelle liegen auf der Hand. Sie sind einfach in
numerische Verfahren zu integrieren und verursachen bei ihrer Anwendung wenig Rechen-
zeit, da nur einfache algebraische Gleichungen und keine komplizierten gew6hnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen gelost werden miissen.

Andererseits werden die turbulenten Austauschgrofien pg und k¢ nur in Abhéngigkeit
von den ortlichen Geschwindigkeitsprofilen berechnet. Bei der Berechnung wird nicht das
turbulente Verhalten der Stromung stromauf oder stromab beriicksichtigt. Auflerdem be-
schreiben die algebraischen Modelle, die auf dem Prandtlschen Mischungswegkonzept ba-
sieren, die Turbulenz an Stellen mit (04/0z) = 0 falsch. Experimente zeigen, dass z. B.
in der turbulenten Rohrstromung die Turbulenz auf der Mittellinie des Rohres nicht ver-
schwindet. Aus diesen Griinden sind kompliziertere Turbulenzmodelle entwickelt worden.

Ein-Gleichungsmodelle

Wir beschrédnken uns nachfolgend auf die Turbulenzmodellierung von inkompressiblen
Stromungen. Die nachfolgend beschriebenen Modelle kénnen mit Zusatztermen auf kom-
pressible Stromungen entsprechend erweitert werden.

Ein-Gleichungsmodelle beinhalten in der Regel eine partielle Differentialgleichung fiir die
Turbulenzenergie. Die Turbulenzenergie k' ist wie folgt definiert

1
K =k°= 5 W?+ 0 +uw?) | . (3.64)

Wir fithren noch zusétzlich die zeitlich gemittelte Turbulenzenergie ein. Die Gleichung
dazu lautet

— 1 1 1 —————
K=k"=—. W) dt == - (W o . (3.65
2 2
0

Die Turbulenzenergie ist ein Maf fiir die Intensitédt der Turbulenz. Wir werden nun eine
partielle Differentialgleichung fiir die zeitlich gemittelte Turbulenzenergie k aufstellen. Auf
ihr basieren die Ein- und Zwei-Gleichungsmodelle.
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Die Navier-Stokes Gleichungen fiir inkompressible Stromungen kénnen wir abgekiirzt wie
folgt aufschreiben

+p

Ou; s [ 8ui} ~ Op

P o A7 07

32“11 . (3.66)

Mit x; bzw. z; sowie u; bzw. u;j sind jweils die Koordinatenrichtungen z, y, z bzw. die
Geschwindigkeitskomponenten u, v, w gemeint. Der Index i = 1,2,3 kennzeichnet die
jeweilige Gleichung fiir die entsprechende Koordinatenrichtung. Mit dem Index j =1,2,3
ist ein Summationsindex gemeint. So ist mit den in eckigen Klammern stehenden Gliedern
konkret Folgendes gemeint

Bui 6’&1 82ui 3 82ui
{uj.axj_zuj'axj ’ [(%2]_ 6x2
j=1 J j=1 J

Wir behalten nachfolgend diese abkiirzende Schreibweise bei, um die Herleitung
iibersichtlicher aufzuschreiben.

In der Gleichung (3.66) ersetzen wir die Geschwindigkeit u;, u; und den Druck p durch
die zeitlichen Mittelwerte @;, @; bzw. p plus der entsprechenden Schwankungsgrofie u!, uJ’
bzw. p’ und multiplizieren sie auf beiden Seiten mit der Schwankungsgeschwindigkeit u!.

Wir erhalten
8(711 + u{) ,

N 8(ﬂl+u{)
O T (“ﬁ“g)‘aixj U=
op+p) O (ui+uf) |
o ui + p 57 ui . (3.67)

Durch zeitliches Mitteln der Gleichung (3.67) und die anschlielend durchgefiihrte Rech-
nung gemifB den Rechenregeln (3.31) erhalten wir die folgende Gleichung

o(u; + u{) _ o(w; + u{)
pr ) gt [(ay ) 25 g
op+p 02 (u; + uf
_% . ui + - (TQ) u: ,
! J
8u: ul + i : I+ Ju; W+l 6’“{
P at i 4 ] 8 5 i 893j i i i j 8£Cj
op 0%
— : Lo . (3.68
al'j ul + ,U/ aI,JQ ul ( )

Beachte weiterhin, dass der Index j in der Gleichung (3.68) einen Summationsindex dar-
stellt. Beriicksichtigen wir die Identitéten

T T
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oup 05 uf)

1

8$j i 8.’1}]‘

Pu 0 [(ou oul\?
7= () - (30) (309

J

in Gleichung (3.68), erhalten wir schliefilich

(5 - i) k) ow —— 0L
Pt PN T T T e | T
o, 0 oup’)”
—o e =S e () (370)
1 3 3

Gleichung (3.70) beinhaltet drei Gleichungen (i = 1,2, 3) fiir die drei Koordinatenrichtun-
gen. Wenn wir diese drei Gleichungen addieren, erhalten wir eine partielle Differentialglei-
chung fiir die zeitlich gemittelte Turbulenzenergie k2 = K (siehe Gleichung (3.65). Die
Differentialgleichung lautet
0K oK |
& +p[uj.8xj]_

ot

*K o on; —— 0K oul\?

: _o . I i 71
W a T am TP {axj R s “J] H (axj) (3.71)

In Gleichung (3.71) sind sowohl i als auch j Summationsindizes. Es stehen also in der
genannten Gleichung Doppelsummen. Beriicksichtigen wir in dieser Gleichung noch die
Identitat

/
= - U
8xi v

/. T) = _ RN
3xi (f ul) 31171 + +

0 N Of 4 ou' o ow of’
i dr Oy 0z

erhalten wir die endgiiltige Form der Differentialgleichung fiir die zeitlich gemittelte Tur-
bulenzenergie pro Masse K (die Grofle f steht fiir p und K). Sie lautet

e O Y
P TP 0y | T

0’K 0 ( ,)_ (om IR (0 2
s 81’? 8a:i Pt P 8a:j U uj al'j uj a 8:vj

Da wir bereits mit der Herleitung der strémungsmechanischen Gleichungen vertraut sind,
erkennen wir sofort die physikalische Bedeutung der einzelnen Terme. Auf der linken Seite
der Gleichung (3.72) stehen die zeitliche Anderung der Turbulenzenergie pro Masse in dem
raumfesten Kontrollvolumen dz - dy - dz und die konvektiven Terme, mit denen die Bilanz
des Transports von Turbulenzenergie in bzw. aus dem Kontrollvolumen beschrieben wird.

(3.72)

Auf der rechten Seite stehen Ausdriicke, die wir nur zum Teil sofort interpretieren kénnen.
Der erste und zweite Term sowie der zweite Ausdruck in der eckigen Klammer der rechten
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Seite beriicksichtigen die Diffusion der Turbulenzenergie. Der letzte Term der rechten Seite
beschreibt die Dissipation der Turbulenzenergie. Fiir die Produktion der Turbulenzenergie
steht der erste Ausdruck in der eckigen Klammer.

Wir kommen auf die Ermittelung der Glieder der rechten Seite der Gleichung (3.72) im
Folgenden zuriick. Es stellt sich nun die Frage, wie wir die Gleichung (3.72) zur Berechnung
von Stromungen anwenden.

Prandt] und Kolmogorov haben 1940 die Annahme vorgeschlagen, dass die turbulente
Viskositét gy mit der Beziehung

e =p-le- VK (3.73)

berechnet werden sollte. [, ist ein Lingenparameter, der der Mischungsweglinge &hnlich
ist, jedoch nicht gleich dieser ist. Wir werden den Zusammenhang zwischen der Mischungs-
weglinge [ und dem Lingenparameter [, noch angeben. Der Ansatz von Prandtl und Kol-
mogorov (3.73) basiert auf der Dimensionsanalyse, auf die wir in Kapitel 4.1.1 zu sprechen
kommen werden.

Bei der Berechnung von turbulenten Stromungen 16sen wir zusétzlich zu den Reynolds-
Gleichungen die partielle Differentialgleichung (3.72) zur Ermittelung von K und berech-
nen mit der Prandtl-Kolmogorov-Annahme die turbulente Viskositét pu.

Die Berechnung der Glieder der rechten Seite der Gleichung (3.72) basiert auf expe-
rimentellen Ergebnissen und Modellvorstellungen. Die Berechnungsformeln geben wir
nachfolgend an. Alle anderen Turbulenzmodelle, auch Turbulenzmodelle, die nicht auf
der Boussinesq-Annahme aufbauen, beinhalten zur Modellierung der Turbulenz expe-
rimentelle Ergebnisse. Wie sich aus den Experimenten die weiter unten angegebe-
nen Gleichungen ableiten, sollte sich der Leser nach dem Durcharbeiten des vorlie-
genden Lehrstoffes mit Spezialvorlesungen und zusétzlicher Literatur aneignen. Eben-
falls kann er in weiterfiithrenden Vorlesungen auch Turbulenzmodelle kennenlernen, die
nicht auf der Boussinesq-Annahme basieren und noch zu den Forschungsaufgaben der
Stromungsmechanik gehoren.

Zur Modellierung der Turbulenz von Innenstromungen (Kapitel 2.4.4) kénnen wir die
Gleichung (3.72) dahingehend vereinfachen, dass wir alle Gradienten der rechten Seite in
Stromungs- und Umfangsrichtung vernachlissigen, da sie im Vergleich zu den Gradienten
iiber der Hohe des Kanals klein sind (s. dazu Abbildung 3.12). Wir gehen weiterhin davon

e

X

Yyvyyy

Abb. 3.12: Koordinatensystem fiir die Kanalstrémung



3.2 Navier-Stokes Gleichungen (Erhaltung des Impulses) 237

Terme der Gl. (3.72) physikalische Bedeutung Modellterme
oK .
o v zeitliche Anderung von K
K
p- {ﬂj : 8} Konvektion von K
al‘j
Mﬁfa(p"w/+f"w/'1{) Diffusion von K azKquPrt)azw
_ N2
—p-u -w - @ Produktion von K Lt - (3u)
0z 0z
o\ 2 K3
- (8J> Dissipation von K %
z €

Tab. 3.2 : Gleichungen zur Berechnung der rechten Seite der K-Gleichung

aus, dass auch die Gradienten

0z '’ 0z

im Vergleich zu dem Gradienten 90u/0z klein sind. Die getroffenen Annahmen sind ohne
weiteres zuléssig. Wir werden dies im niichsten Abschnitt besser verstehen kénnen, wenn
wir die Vereinfachungen zur Herleitung der Grenzschichtgleichungen diskutieren werden.
Die Gleichung (3.72) vereinfacht sich also auf die Gleichung

oK _ 0K . 0K . OK\_
P\ o or y 92 )~
O’K — . ou
. — = (- W KN —pw - ——
022 az(p whtpw ) pru-w 0z

ou'\? o'\ 2 ow'\

. — — 3.74

g K%)*(fk)*(%) (37
Die Summanden der rechten Seite, von denen jeder einen physikalischen Vorgang zur
zeitlichen Anderung der Turbulenzenergie pro Masse beschreibt, werden mit Ausdriicken

berechnet, die auf zusétzlichen Modellvorstellungen und Messungen basieren. Sie sind in
der Tabelle 3.2 angegeben. Die endgiiltige Gleichung zur Simulation der Turbulenzenergie




238 3 Grundgleichungen der Strémungsmechanik

lautet demnach

o T s T ey T s

O [(py 1) OK) . (28)" _Co-p- K
0z H Pr 0z it 0z le

Cp ist eine weitere Konstante. Sie besitzt den Wert Cp = 0.08...0.09.

<8K oK 0K oK >
p .

(3.75)

Gleichung (3.75) gilt nicht fiir den wandnahen Bereich, sondern nur fiir den rdumlich we-
sentlich grofieren voll turbulenten Bereich (Abbildung 3.13). Fiir den wandnahen Bereich
2zt < 30 (s. Gleichung (3.55)) muss die Turbulenz weiterhin mit dem Prandtlschen Mi-
schungswegansatz berechnet werden. Die Gleichung (3.75) geht fiir den wandnahen Bereich
unmittelbar in den Ansatz des Prandtlschen Mischungsweges iiber, wie wir nachfolgend
zeigen werden.

Experimentelle Ergebnisse zeigen, dass in unmittelbarer Wandnihe die konvektiven und
diffusiven Glieder der Gleichung (3.75) verschwinden. Wenn wir diese experimentelle
Kenntnis auf die Gleichung (3.75) anwenden, also die konvektiven und diffusiven Glie-
der vernachlissigen, erhalten wir die nachfolgende Gleichung die zum Ausdruck bringt,
dass im wandnahen Bereich die Dissipation gleich der Produktion der Turbulenzenergie
ist. Die Gleichung lautet

ou\> Cp-p K3
“t'(az> =2 P2 lp : (3.76)

€

Ersetzen wir auf der rechten Seite K mit der Prandtl-Kolmogorov-Annahme, erhalten wir
die Gleichung

9a\> Co-p [ m \’ [ 1)* , (01

Wenn wir Gleichung (3.77) mit Gleichung (3.52) vergleichen, erkennen wir, dass gilt

Nl

N

1
() E=12 le=1-3v/Cp . (3.78)
Cp

wandnaher
Bereich

voll turbulenter
Bereich

Yvyvy

Zcross

Abb. 3.13: Bereichseinteilung der turbulenten Innenstrémung
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Wir benétigen fiir die Anwendung der Differentialgleichung (3.75) noch geeignete Rand-
bedingungen. Geméifl der Boussinesq-Annahme gilt 7¢ = p - (01/0z). Beriicksichtigen wir
diese Annahme in der Gleichung (3.77), erhalten wir fiir K die folgende Gleichung:

S

= (Cl) o Bom (3.79)
D

Ersetzen wir weiterhin pg auf der linken Seite geméfl der Prandtl-Kolmogorov Annahme,
erhalten wir die folgende Gleichung

1\?
p2-lf-K2<CD> p 2T K(x,y,2) = (3.80)

Tt
p-vCp
Mit Gleichung (3.80) konnen wir die Randbedingung fiir K berechnen. Ab der Stelle
Z = Zeross Sind die konvektiven und diffusiven Glieder nicht mehr vernachlédssigbar. Fiir
z < Zeross gt das Prandtlsche Mischungsweggesetz und fiir z > zcposs Wird py geméfl
der partiellen Differentialgleichung (3.75) berechnet. 7 in Gleichung (3.80) wird mit dem
Prandtlschen Mischungswegansatz berechnet.

Mit der partiellen Differentialgleichung (3.75) fiir die Turbulenzenergie haben wir erreicht,
dass wir bei der Berechnung der Turbulenz an einer festen Stelle im Stromungsfeld den
Einfluss der Turbulenz stromauf und stromab mitberiicksichtigen kénnen. Allerdings ist
die partielle Differentialgleichung immer noch abhingig von einer ¢rtlichen algebraischen
Gleichung fiir die Lénge ..

Es ist jedoch davon auszugehen, dass die Turbulenzdissipation e = p - (0u}/0z)?, dhnlich
wie die Turbulenzenergie K, von dem turbulenten Verhalten der Stromung an Stellen
stromauf und stromab abhéngig ist. Um die Turbulenzmodellierung beziiglich dieser phy-
sikalischen Vorstellung zu vervollstédndigen, sind die Ein-Gleichungsmodelle auf die Zwei-
Gleichungsmodelle erweitert worden.

Zwei-Gleichungsmodelle

Eines der bekanntesten Zwei-Gleichungsmodelle, das hdufig in numerische Verfahren im-
plementiert ist, ist das K-e-Modell. Es besteht aus der partiellen Differentialgleichung
(3.75) und einer weiteren Differentialgleichung, die die Turbulenzdissipation beschreibt.

Wir nehmen wieder Bezug auf die Gleichung (3.74) und fiihren die vereinfachte Kompo-
nentenschreibweise w;, x; bzw. u;, x; mit i,j =1, 2,3 fiir v, v, w und z, y, z ein:

oK | [ 0K _
p 81& p Ui 8.’Ej n

) iy a— o —— OIK oul\?
_M.ax.?_3x~(p'ui)_p[3ffj'ui.uj+5%’.uj]_ﬂ'(&”f) - (381)

1

Wir interessieren uns zunéchst fiir den letzten Term auf der rechten Seite. Gemé&fl der
vorausgegangenen physikalischen Interpretation steht er fiir die Dissipation der Turbu-
lenzenergie K. Man beachte, dass sowohl der Index i als auch der Index j der Gleichung
einem Summationsindex entspricht.
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Im vorangegangenen Abschnitt ist dieser Term mit einer algebraischen Gleichung model-
liert worden. Nachfolgend wollen wir eine zweite partielle Differentialgleichung fiir
die Dissipation der Turbulenzenergie entwickeln. Diese Gleichung beschreibt ausfiihrlicher
die Dissipation als die bisher betrachtete algebraische Gleichung. Sie ermdglicht damit
eine weiterfithrende Modellierung der turbulenten Schwankungsgréfien.

Die Dissipation € ist wie folgt definiert:

6223: iu-w . (3.82)

i=1 \j=1

Im Folgenden werden die Summenzeichen weggelassen. Zunéchst entwickeln wir die Glei-
chung fiir die Schwankungsgréfien. Dazu ersetzen wir in der Navier-Stokes-Gleichung wie-
der die Geschwindigkeiten u; durch einen Mittelwert @; und eine Schwankungsgréfe u.
Es gilt:

Uy = Uy + ’LL{ . (383)

i steht wieder fiir die jeweilige Raumrichtung (i = 1,2, 3). Setzt man die Gleichung (3.83)
in die Navier-Stokes-Gleichung, erhélt man:

8(01 + uf)
ot

0% (u; + uf)
dx?

). d(u; +u:)} __0(p+p) +u- (3.84)

8.%‘j ox i

+p- {(ﬂj+u§)~

Der Index j entspricht einem Summationsindex und i kennzeichnet die jeweilige Navier-
Stokes-Gleichung fiir die entsprechende Raumrichtung. Durch einfaches Ausmultiplizieren
und Umstellen der Gleichung erh&lt man:

Oi o gy 00 4[24 g 06y 08y O]
P % TP M By at Y 0wy T oy T By | T
op o%u;  Op 02
T om0 o M B (3.85)

Subtrahiert man von dieser Gleichung die zeitlich gemittelte i-te Navier-Stokes-Gleichung,
erhéilt man die folgende Gleichung fiir die Schwankungsgrofien:

ou, _ ou  , owm , Oul op O*ul  O(p-uj - uf)
ar T e T g T

j oxj| 87%+M. 39:j2 + Oz (3-86)

p

Die Gleichung (3.86) entspricht einer Transportgleichung fiir die Turbulenzmodellierung.
Eine Gleichung fiir die Dissipation der Turbulenzenergie erhélt man, indem die folgenden
Schritte auf die Gleichung (3.86) angewendet werden:

e Anwendung des Operators 0/0z; auf die i-te Gleichung.

o Multiplikation mit du; /0z;.

o Zeitliche Mittelung der resultierenden Gleichung.
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Mit der Durchfithrung dieser Schritte erhalten wir die gesuchte partielle Differentialglei-
chung fiir die Dissipation e:

O 0N _ 0 (2 00 0y 0e
Pr\or ™ ox; ) Ox; r j p  Ox; Ox a 0x;

ou, 0%y ou, [ 0uj Oui  Jul Ouf
_Q.M.UJ{. L.~ 2. — RN Rt i
Oxy Oz - 0y ox Ox; Oxy  Ox; O
ou! oul Oul o02u! 2
L., 0w o 0wy (0 9T 3.87
Ay Oz Ox; (M O - 3xj) ’ (3.87)
=123 , 1=1,2,3

Die Grofie € steht fiir
ou! ou!

1 1

/
€ = . .
# axj 8xj

Die Gleichung (3.87) entspricht der exakten Gleichung fiir die Dissipation e. Es ist zu
erkennen, dass sie nicht direkt gelost werden kann, da die zeitlichen Mittelwerte der rechten
Seite nicht bekannt sind. Man ist also wieder darauf angewiesen, die rechte Seite durch
passende Vereinfachungen zu modellieren.

Das erste und zweite Glied in der ersten runden Klammer auf der rechten Seite beschreibt
die turbulente Diffusion von €. Die molekulare Diffussion von ¢ wird durch das letzte Glied
in der ersten Klammer ausgedriickt. In der zweiten Zeile der Gleichung (3.87) stehen die
Glieder fiir die Produktion der Dissipation und in der letzen Zeile die Glieder fiir den
Abbau der Grofle e.

Die turbulente Diffusion von ¢ (gemeint sind die ersten beiden Terme innerhalb der ersten
runden Klammer auf der rechten Seite) wird in der Regel durch den Ausdruck

K?  Oe
Co (3.89)

modelliert, so dass gilt:

2-p Oui p K?  Oe
S s R S ¢ J
p  Ox; Ox

_p-el.uj

o (3.89)

Die Produktionsterme und Terme fiir die Vernichtung von e werden entsprechend der
Fachliteratur mit

€ —— 0u;
—Cy - — Ul -
€ K ! J 8xj
bzw. mit
2
€
—Cg - —

=
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angegeben, so dass die Gleichung (3.87) in vielen Fillen durch die Gleichung

O 4. 9¢)
P\ot ™" 0wy ) T

0 9 K?  Oe Oe € —— 0uy €2
(’9x]<p e > oW j'axjfceg'? , (3.90)

o om Mo

mit j = 1,2, 3 modelliert wird.

Ce, Ce1 und C,o basieren auf experimentellen Untersuchungen. Sie haben folgende Werte:
C. =0.07...0.09 Ceai=141...1.45 | Ce =1.90...1.92

Die Herleitung der Gleichung (3.87) basiert auf den Navier-Stokes-Gleichungen. Durch die
Modellierung der rechten Seite durch einfachere Ausdriicke verliert die Gleichung ihren
Bezug zu den Navier-Stokes-Gleichungen und entspricht nur noch einer Gleichung der Tur-
bulenzmodellierung bzw. der Modellierung der Dissipation €. Der Leser stellt sich sicherlich
die Frage, auf welchen Uberlegungen die Ausdriicke der rechten Seite der Gleichung (3.90)
basieren. Diese Fragestellung gehort zu dem weiterfithrenden Thema Turbulenzmodellie-
rung und ist Gegenstand der Fachliteratur (siehe z. B. J. Piquet 2003).

Im einfithrenden Software-Kapitel 5.1 wird als Stromungsbeispiel der Rohrkriimmer
gewihlt. Wir greifen den numerischen Losungsverfahren in Kapitel 4 voraus und zeigen
in Abbildung 3.14 die mit dem K-e-Turbulenzmodell berechneten Turbulenzgréfien. Die
turbulente kinetische Energie wird im Bereich der starken Scherung der Umlenkung er-
zeugt und stromab transportiert, wo sie aufgrund der Diffusion und Dissipation abklingt.
Die Dissipation besitzt ein Maximum im Inneren des Kriimmers.

Die Wirbelviskositét ist mehrere Groflenordnungen grofier als die molekulare Viskositéit
mit 4 = 3-1073 Ns/m? und dominiert damit gegeniiber der physikalischen Reibung.

Die Wahl der Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit an der Wand kann auf unter-
schiedliche Weise vorgenommen werden.

Mit Vorgabe der physikalischen Randbedingungen

Oe
K: —_— = . ].
0. =0 (3.91)

cll
I
o

an der Wand wird das Modell als Niedrig-Reynolds-Zahl K-e-Modell bezeichnet. Hier
miissen sowohl die viskose Unterschicht als auch die wandnahe Schicht numerisch aufgel6st
werden. Der Wandabstand der wandniichsten Gitterpunkte sollte etwa 2% =~ 1 betragen,
damit geniigend Rechennetzpunkte fiir die Auflésung der viskosen Unterschicht vorhanden
sind. Diese Variante des K-e-Modells erfordert noch Korrekturen in der K-Gleichung, um
die physikalischen Effekte bei niedrigen Reynolds-Zahlen besser abzubilden.

Bei groflen Reynolds-Zahlen ist das logarithmische Wandgesetz des Kapitels 2.4.1 hinrei-
chend genau, um die wandnahe Schicht zu approximieren. Anstelle der Haftbedingung
wird fiir die zeitlich gemittelte Geschwindigkeit @ die Bedingung (2.116)
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1
+_ T +
ut =0 In(z") +5.5 (3.92)
mit
+:Z“77UT: Tﬂ,u+:£
v p Ur

als Randbedingung beriicksichtigt, welche die Wandschubspannung 7, als zusétzliche Va-
riable implizit enthélt. Die Gleichung (3.92) stellt eine Bedingung zwischen der Geschwin-
digkeit am wandnéchsten Punkt und der Wandschubspannung dar. Sie kann nur iterativ
erfiillt werden. Das logarithmische Wandgesetz wird in diesem Zusammenhang oft als
Wandfunktion bezeichnet. Das numerische Rechennetz in Wandnéhe darf verglichen mit
der ersten Variante relativ grob sein, da die Wandfunktion die sehr hohen Gradienten im
Zwischenraum zwischen dem ersten wandnéchsten Gitterpunkt und der Wand iiberbriickt.
Diese Variante des Modells wird als Standard K-e-Modell bezeichnet, da sie wegen des
deutlich geringeren Aufwandes die bevorzugte Variante ist. Gleichung (3.92) ist nur im
Bereich des logarithmischen Wandgesetzes aber nicht innerhalb der viskosen Unterschicht
giiltig. Daher ist bei der Anwendung darauf zu achten, dass 2T deutlich gréBer als 30
gewahlt wird. Stromungen mit Ablosung oder mit Staupunkten kénnen mit Wandfunk-
tionen nur ungenau approximiert werden.

Das Standard K-e-Modell zéhlt zu den am héufigsten verwendeten Turbulenzmodellen,
da es sich mit moderatem Rechenaufwand fiir viele Strémungsprobleme als hinreichend
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Abb. 3.14: Turbulente kinetische
Energie K, Dissipation ¢ und Wir-
belviskositat pu; im Mittelschnitt ei-
Dissipation von K nes Rohrkriimmers, Rep = 7.3 - 107
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genau erwiesen hat. Der numerische Aufwand ist gegeniiber dem Niedrig-Reynolds-Zahl
Modell gerade bei grolen Reynolds-Zahlen erheblich reduziert.

Anstelle der Dissipation € wird oft die Grofie w = K /e verwendet. Dies fiihrt zum K-w -
Turbulenzmodell, welches besonders in Wandnéhe Vorteile aufweist. Fine Kombination
dieser beiden Zweigleichungsmodelle ist das SST-Scherspannungsmodell , das sich in
der industriellen Praxis durchgesetzt hat.

Weiterentwickelte Wirbelviskosititsmodelle

Mit einfachen Zweigleichungsmodellen, wie dem K-e-Modell, konnen fiir einfache
Stromungen und manche abgeloste Stromungen gute Ergebnisse erzielt werden. Fiir kom-
plexere Stromungen versagen die einfachen Modelle jedoch:

e Stromungen mit niedriger Reynoldszahl
e Anisotropie in den Reynoldsspannungen

e Starke, entgegen der Stromungsrichtung wirkende Druckgradienten und
Ablosegebiete.

Gegeniiber der Grobstruktursimulationen des folgenden Kapitels, bietet der Reynoldsan-
satz jedoch den groflen Vorteil, dass Strémungen, die im Mittel stationédr sind (quasi-
stationdire Stromungen), stationéir berechnet werden kénnen, da der turbulente, instati-
onidre Anteil modelliert werden kann. Dies reduziert den numerischen Aufwand um ein
bis zwei Groflenordnungen. Daher wurden die Wirbelviskositéitsmodelle konsequent wei-
terentwickelt. Im Folgenden werden die aktuellsten dieser weiterentwickelten Wirbelvisko-
sitdtsmodelle kurz vorgestellt.

Niedrig-Reynoldszahl K-e-Modell

Bei Stromungen niedriger Reynoldszahl gilt das logarithmische Wandgesetz nicht mehr. Es
ist daher nicht mehr mdoglich, die Wandbedingungen iiber das Wandgesetz zu modellieren.
Daher muss fiir diese Fille die Grenzschicht bis zur Wand aufgelost werden. Die hohen
Gradienten fiir K und e beim Ubergang zur viskosen Unterschicht erfordern eine sehr hohe
Auflosung bis in die viskose Unterschicht hinein. Der dimensionslose Wandabstand muss
hierbei z* < 1 sein.

Wie bereits dargestellt, nimmt mit Annéherung an die viskose Unterschicht der Einfluss
der turbulenten Viskositédt im Vergleich zur molekularen Viskositéit zu. Um bei Auflésung
der Grenzschicht diesem Umstand Rechnung zu tragen, miissen die Transportgleichungen
fiir K und e umgeschrieben werden:

K2
,Udt:p'cu'fu? , (3-93)
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d(p-K) 9 — 9 pe) 0
L = Ku) = — 2 : 94
ot +8$] (p U,l) (9CEj (<M+U€ al’z ¢ ’ (39)

2

pe . 0 ay =2 ey 9
3t+3xj (p-e-) Oz ((N+ ae) 81:1-6)
N L€
P

€
lelE'Q',Ut'Sij'Sij_c2e'f2 (3.95)

Die auffilligste Anderung ist die, dass in den Diffusionstermen die molekulare Viskositiit
enthalten ist. AuBlerdem werden die Konstanten C),, Cic und Ch, die aus dem Stan-
dard K-e-Modell bekannt sind, mit den entsprechenden Wanddémpfungsfunktionen f,,,
fie bzw. fo multipliziert. ox und o. sind ebenfalls empirische Konstanten, die dem
Stromungsproblem angepasst werden miissen. Die Wanddampfungsfunktionen sind Funk-
tionen der turbulenten Reynoldszahl Re; = @ -1/v = K?/(e-v) und Re, = K2 . z/v.
Eine mogliche Formulierung ist:

fu=(1—exp(—0.0165Re,))> (1 + igj) ) (3.96)
3
m:@+?ﬂ . fu=1-cp(-R) (3.97)
"

Gleichungen (3.93) - (3.95) sowie die Reynolds gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen
(3.33), (3.38), (3.40) und (3.113) miissen bis zur Wand integriert werden.

Wiéhrend die Wandrandbedingung fiir K trivial ist, bereitet die Randbedingung fiir € Pro-
bleme. Experimentelle Ergebnisse zeigen einen starken Anstieg von € auf einen konstanten
Wert direkt an der Wand, allerdings konnte der Wert von e direkt an der Wand nicht be-
stimmt werden. Eine mogliche Randbedingung an der Wand ist daher de/0z = 0. Andere

2
Modelle benutzen eine modifizierte Dissipationsrate an der Wand € = e—2-v (8\/7( / an)
und die Wandrandbedingung € = 0.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass das Gleichungssystem durch die hohen Gradienten
und die Einfithrung der Dédmpfungsfunktion numerisch steif wird und das K-e-Modell in
Niedrig-Reynoldszahl-Formulierung héufig Konvergenzprobleme hat.

Zwei-Schichten-Modell

Die Zwei-Schichten-Modelle verfolgen dieselbe Zielsetzung wie die Niedrig-Reynoldszahl-
Modelle, die Wandgrenzschicht bis zur viskosen Unterschicht aufzulésen. Die numeri-
schen Probleme, die durch die nichtlineare Ddmpfungsfunktion der Niedrig-Reynoldszahl-
Formulierung entstehen, werden durch Aufteilung der Grenzschicht in zwei Schichten ver-
mieden.
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e Turbulenter Bereich (Re, = z+/K /v > 200), in dem die Standard-Formulierung des
K-e-Modells Anwendung findet. Die turbulente Viskositédt wird mit der Gleichung
pee = Cy - p- K? /e berechnet.

e Viskoser Bereich (Re, < 200), in dem nur die K-Gleichung gelést wird. Die Dissipa-
tionsrate wird mit der Langenskala | = K-z (1 — exp (—Re, /A)) als e = C/* K3/2 /1,
mit A=2-k-Cy 2/% berechnet. Die turbulente Viskositéit im viskosen Bereich wird
modelliert mit p , = Cﬁ/4 -p-VK -1und A = 70.

Die Formulierung der Mischungsweglinge im wandnahen, viskosen Bereich entspricht da-
mit der im Prandtlschen Mischungswegansatz oder dem Ein-Gleichungsmodell verwende-
ten Mischungsweglédnge fiir die wandnahe Grenzschicht.

Zur Glittung des Ubergangsbereichs zwischen viskosem und turbulentem Bereich und
damit zwischen i, und gy bei Re ~ 200 wird eine Ubergangsfunktion F), benutzt, so
dass sich die turbulente Viskositét ergibt:

pe = Fupe + (1= Fu) pw - (3.98)

Die Ubergangsfunktion F, w = F,, (Re;) ist gleich null an der Wand, strebt im voll turbu-
lenten Bereich (Re, >> 200) gegen 1 und bildet einen sanften Ubergang fiir Re, ~ 200.

Das Zweischichtmodell ist weniger von Rechennetzen abh#ngig und numerisch sta-
biler als der Niedrig-Reynoldsansatz und findet breite Verwendung in komplexen
Stromungssimulationen, wenn eine Auflésung der Wandgrenzschicht notwendig ist.

K-w-Modelle

Insbesondere in der Luftfahrt sind die klassischen Turbulenzmodelle problematisch. Die
Probleme sind typischerweise charakterisiert durch komplexe Geometrie und einen weiten
Bereich an Langenskalen. Auf der groflen Langenskala ist die Stromung weitgehend rei-
bungsfrei (Auflenstréomung), wobei jedoch durch extrem kleinskalige Vorgéinge in den tur-
bulenten Grenzschichten eine komplette Umstrukturierung des gesamten Stromungsfeldes
moglich ist (Ablosung). Es ist daher schwierig, eine einheitliche Léngenskala fiir die Tur-
bulenzmodellierung zu finden. Der Einsatz des K-w-Modells scheitert hdufig an dessen
mangelnder Genauigkeit im direkten Wandbereich und den daraus resultierenden Proble-
men bei der Vorhersage der druckgetriebenen Ablésung.

Die beiden offensichtlichen Méangel des K-w-Modells sind:

o Uberschitzung des turbulenten Austauschs bei entgegen der Strémungsrichtung wir-
kenden Druckgradienten, z. B. in gekriimmten Grenz- oder Scherschichten. Dies
fithrt zur Unterschitzung der Abldseneigung von verzogerten Grenzschichten und
zur numerischen Unterdriickung der Ablosung bzw. der Verlagerung der Abloselinie
stromab.
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e Der Einsatz der im néchsten Kapitel beschriebenen Grobstruktursimulation oder
auch Reynolds-Spannungen-Transportgleichungsmodellen verbietet sich bei techni-
schen Anwendungen aufgrund des damit verbundenen erhohten Aufwandes. Daher
wurden fiir diese Anwendungen Zwei- und Mehrgleichungsmodelle entwickelt, von
denen im Folgenden zwei typische Vertreter beschrieben werden.

Wilcox-K-w-Modell

Im K-e-Modell wird die turbulente Lingenskala zur Bestimmung der turbulenten Vis-
kositét durch | = K2/3 /€ bestimmt. Die Dissipationsrate ¢ ist jedoch nicht die einzige
denkbare Variable zur Bestimmung von [. Es wurden unzihlige Zwei-Gleichungsmodelle
vorgeschlagen, die auf anderen Léngenskalen basieren. Die am weitesten verbreitete, alter-
native Grofie zur Bestimmung von [ ist die turbulente Frequenz w = ¢/K . Die Langenskala
ergibt sich zu [ = VK /w. Die turbulente Viskositét ldsst sich als

- K
e = pT (3.99)

darstellen.

Die Transportgleichungen fiir K und w lauten:

d(p-K) 0 _,_ 0
T A CAE  s << )8%)
2 ou,
+(2-p-8i-Si; — 5+ p~K~15i->
( JRii T3 Ba;
-8 p-K-w , (3.100)

mit den Modell-Konstanten:

ok =20, 0p=20, v =0553, B =0075 B =20.

Die Formulierung des Diffusionsterms entspricht der des Niedrig-Reynoldszahl-K-e-
Modells. Die Formulierung in w erlaubt jedoch den Verzicht auf die nichtlinearen
Démpfungsterme. Die Wandrandbedingungen sind ebenfalls einfacher. Die Wandrandbe-
dingung fiir K ist wiederum trivial. Fiir w ergibt sich damit eine Polstelle an der Wand.
In der praktischen Anwendung lisst sich der Anstieg von w ins Unendliche jedoch durch
Vorgabe eines sehr hohen Wertes oder eine hyperbolische Variation wp = 6 - v/ ([31 . zg)
anndhern, ohne dass die Ergebnisse stark sensitiv von der genauen Behandlung abhéngen.
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Fiir den Eintrittsrand miissen die Werte fiir K und w vorgegeben werden. Am Aus-
trittsrand kommt eine Gradientenrandbedingung zum Einsatz. Die Fernfeldrandbedingung
K — 0und w — 0 bereitet aufgrund der Singularitiit fiir w = 0 in Gleichung (3.99) Proble-
me. Es muss daher aus mathematischen Griinden am Fernfeldrand ein sehr kleiner Wert
fiir w vorgegeben werden. Unerfreulicherweise zeigt sich, dass die Ergebnisse sehr sensitiv
auf kleine Variationen dieses Randwerts reagieren, was das Modell fiir den Einsatz in der
Luftfahrtanwendung, in denen typischerweise Fernfeldrandbedingungen bendtigt werden,
problematisch macht.

Menter- K-w-SST-Modell

Es zeigt sich ,dass die Ergebnisse des K-e-Modells deutlich weniger sensitiv auf die
willkiirliche Festlegung der Fernfeldrandwerte der Dissipation sind, als die des K-w-
Modells. Andererseits liefert das K-w-Modell deutlich bessere Ergebnisse fiir Wandgrenz-
schichten mit Druckgradienten. Dies legt eine Kombination der Stérken beider Modelle
nahe.

Das K-w-SST Modell besteht aus:

e ciner Transformation des K-e-Modells in ein K-w-Modell in Wandnahe und

e dem Standard K-e-Modell im wandfernen, turbulenten Auflenbereich.

Die turbulente Viskositit berechnet sich wie im Wilcox- K-w-Modell aus

K
= pT . (3.102)

Die Transportgleichung fiir K ist ebenfalls identisch zu Gleichung (3.100). Die Gleichung
fiir den Transport von w ergibt sich durch direkte Transformation der e-Gleichung (3.95)
mit e = K/w zu

0p-w) | 0 oy 0 ([, )
ot + 8a:j (p v UZ) _8a:j ((u + Ow,1 81‘iw
8”1'

2
+ 72 (2'p‘Sij'Sij_3p'w M‘%‘) — B2 p-w?
J

p 0K Ow
9. L 22 2 1
+ Ow2 Oz Oxy (3.103)

Diese Gleichung unterscheidet sich von Gleichung (3.101) durch den letzten Term auf der
rechten Seite, den so genannten Quer-Diffusionsterm, der bei der Transformation € = K /w
entsteht.

Die gednderten Modellkonstanten sind:
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or =10, 0,1=20, 0,2=117, 72 =044, B2 =0.083, p-=0.09.

Zur Vermeidung von numerischen Instabilitdten durch mogliche Unstetigkeiten beim
Ubergangsbereich zwischen K-w- und K-e-Modell werden analog zum Zweischichten-
Modell Ubergangsfunktionen fiir den Quer-Diffusionsterm, sowie die Modellkonstanten
C1 und Cy verwendet.

Auch das K-w-SST-Modell zeigt die oben fiir das K-e-Modell dargelegten Probleme in
Bereichen starker Umlenkung wie z. B. in Staupunkten. Um diese zu mindern, werden
typischerweise so genannte Limiter eingesetzt. Diese limitieren

e die turbulente Viskositit in Bereichen mit gegen die Stromungsrichtung wirkenden
Druckgradienten

e die Produktion von turbulenter Energie in Staupunkten.

Nicht-lineare- K-e-Modelle

Allen bisher behandelten Zwei-Gleichungs-Modellen ist gemein, dass sie die Effek-
te der Anisotropie der Turbulenz nicht beriicksichtigen konnen, da die Boussinesq-
Approximation diese nichtlinearen FEffekte vernachlissigt. Neben den Reynolds-
Spannungs-Modellen, die fiir jede turbulente Spannung eine eigene Transportgleichung
l6sen, dadurch jedoch einen deutlich erhthten Rechenaufwand fordern und haufig Kon-
vergenzprobleme aufweisen, wurde das K-e-Modell um nichtlineare Terme erweitert, die
die Sensitivitét fiir anisotrope Effekte der Turbulenz in die Modelle integrieren sollen.

Die linearen Zwei-Gleichungs-Modelle basieren auf dem Boussinesq-Ansatz

-p - U’; u; = Tij = Tij (Slja K) €, p) 3 (3104)

wobei 7;; nur von den lokalen Bedingungen abhéngt. Die turbulenten Spannungen und da-
mit die Turbulenz an sich muss sich instantan an die lokalen Zustéinde anpassen, wahrend
sie konvektiv durch das Feld transportiert werden. Analog zu den Betrachtungen bei den
algebraischen Turbulenzmodellen, die zu den Transportgleichungsmodellen fiihren, kann
argumentiert werden, dass diese instantane Anpassung nicht physikalisch ist und daher
die turbulenten Spannungen auch von Anderungen der Scherung dS;;/dt abhéngen muss.

Ausgehend von dieser Idee wurden verschiedene Ansétze fiir nichtlineare K-e-Modelle
vorgeschlagen. Ein moglicher Ansatz geht von einer asymptotischen Erweiterung aus, die
unter Beriicksichtigung der quadratischen Terme auf
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Tij = —p U Uy = —2.p-K-6;j+p-Cp i <2555
—4-Cp-C2- B2 ( Sip - S %-S,m Spn - 0
+Sij—%-5ij-6ij ) : (3.105)
mit
Sij = 85;7' T - a%i (Sij - (gj; S+ gx% : Smi)> (3.106)
und der zu kalibrierenden Konstanten
Cp = 1.68 (3.107)

fithrt.

Die Standardformulierung der turbulenten Spannungen mit dem Boussinesq-Ansatz kann
als Sonderfall der Gleichung (3.105) fiir geringe Deformationsraten verstanden werden.

Ein Ansatz zur Sensitivierung des K-e-Modells, basierend auf den Erkenntnissen aus den
Reynolds-Spannungs-Modellen, hat als Grundlage eine generalisierte Formulierung der
Wirbelviskositéitshypothese auf Grundlage einer Potenzreihe von Tensorprodukten der

mittleren Scherrate:
1 /0u; Ou;
Sii = = ! J
J 2 (8I] + 8l‘l>

und der mittleren Wirbelstarke

| (ou, o
Q=2 (24 9
=5 (azj * 8xi)

Dies fiihrt auf die quadratische Formulierung;:

2
glp.K'éij

K 1
-Gy e (Sik - Sjk — 3 Ski + Ski '5ij>

Tij =—p- U u;—2,ut5”—

K
—Cy- - (Sik - Qg + Sjk - Qik)

K 1
— 03 . Mt? (sz . ij — g . le . le . 5ij) . (3108)
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Durch die Einfiihrung von drei quadratischen Termen, die durch Anpassung der
drei zusétzlichen Modellkonstanten gewichtet werden, konnen die drei Reynolds-
Hauptspannungen unterschiedliche Werte annehmen, was die Erfassung von Anisotro-
pieeffekten der turbulenten Stromung ermoglicht.

Analog zu der hier dargestellten quadratischen Erweiterung wird h&ufig eine kubische Er-
weiterung des K-e-Modells eingesetzt, auf deren detaillierte Darstellung verzichtet wird.
Durch die Beriicksichtigung dieser nichtlinearen Terme sind mit dem K-e-Modell Vorher-
sagequalitdten erreichbar, die denen der vollen Reynoldsspannungsmodelle entsprechen.

Wir beenden an dieser Stelle die Einfiihrung in die Turbulenzmodellierung. In diesem
Abschnitt des Buches sollte der Leser einen ersten Eindruck von der Denkweise der
Turbulenzmodellierung vermittelt bekommen. Wir haben gelernt, dass Turbulenzmo-
delle auf einfachen empirischen Vorstellungen und umfangreichen Experimenten beru-
hen. Die weitere Vertiefung dieser Kenntnisse insbesondere im Hinblick auf die direkte
Stromungssimulation mit der so genannten Large-Eddy-Simulationsmethode ist Gegen-
stand des folgenden Kapitels (siche auch E. Laurien, H. Oertel jr. 2013).

3.2.4 Grobstruktursimulation

Die bisher beschriebenen Turbulenzmodelle gehen weitgehend von einer Strémung isotro-
per Turbulenz aus. Darunter versteht man, dass die homogene turbulente Strémung keine
Vorzugsrichtung oder Orientierung aufweist. Im Gegensatz dazu zeigt die Momentaufnah-
me der inhomogenen anisotropen turbulenten Stréomung der Abbildung 3.15 mehrere
miteinander gekoppelte Langenskalen, die gleichzeitig angeregt sind. Das Bild eines tur-
bulenten Wasserjets illustriert Wirbelstrukturen unterschiedlicher Gréflenordnungen mit
zunehmender Komplexitéit. Derartige turbulente Stromungen lassen sich mit den bisher
beschriebenen Turbulenzmodellen nicht berechnen. Auch ist der Reynolds-Ansatz (3.30)

homogen isotrop inhomogen anisotrop

Abb. 3.15: Turbulente Strémungen
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nicht mehr giiltig.

Dies fiihrt zur direkten Simulation turbulenter Strémungen, die das vollsténdige Spek-
trum turbulenter Stromungsstrukturen numerisch auch ohne Turbulenzmodell simulie-
ren. Dabei werden die Navier-Stokes-Gleichungen (3.18) bzw. (3.20) ohne Turbulenzmo-
dell gelost. Jedoch wird dies auch in Zukunft nur fiir einfache Geometrien und niedri-
ge Reynolds-Zahlen moglich sein. Daher scheidet diese Methode zur Durchfithrung von
praxisorientierten Berechnungen von Stromungen grofler Reynolds-Zahlen aus. Sie kann
lediglich zur Entwicklung und Uberpriifung von Turbulenzmodellen beitragen.

Die Abbildung 3.16 zeigt das Ergebnis der direkten Simulation der turbulenten Rohr-
stromung bei der Reynolds-Zahl Rep = 5600. Die Isolinien der Stromabgeschwindig-
keit u und deren turbulenten Schwankungen v’ machen die rdumliche Turbulenzstruk-
tur in Wandnéhe deutlich, die sich mit fortschreitender Zeit dndert. Die Geschwindig-
keitsschwankungen in Radial- und Umfangsrichtung sind dabei wesentlich kleiner als die
stromabwértigen Schwankungen. Im zeitlichen und rdumlichen Mittel berechnet man das
in Abbildung 2.82 gezeigte lineare Geschwindigkeitsprofil der viskosen Unterschicht und
das logarithmische Wandgesetz im Bereich der Wandturbulenz.

Unterteilt man die turbulenten Strukturen von Stromungen hoher Reynolds-Zahlen in
zwel Anteile, die grofraumigen und die feinskaligen, so kommt man zu einer anderen
Berechnungsmethodik. Die grofraumigen Strukturen einer turbulenten Strémung werden
in ihrer zeitlichen und raumlichen Entwicklung direkt simuliert und nur die feinskaligen
Strukturen werden modelliert. Diese Methode wird als Grobstruktursimulation (Large-
Eddy-Simulation, LES) bezeichnet. Sie ist stets instationdr und erfordert daher zeitgenaue
Berechnungsmethoden, die in Kapitel 4.2 behandelt werden.

Die rdaumliche Diskretisierung des Rechengebietes sowie die zeitliche Auflosung miissen

0.5

0.5

Abb. 3.16: Direkte Simulation der turbulenten Rohrstrémung, Rep = 5600
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geniigend fein gewéhlt werden, so dass die Wirbelstrukturen aufgelost werden konnen.
Man kann davon ausgehen, dass die grofiten Strukturen im Stadium ihrer Entstehung etwa
den charakteristischen Abmessungen des Stromungsgebietes entsprechen und im Verlauf
ihrer Weiterentwicklung zunehmend kleinere Strukturen erzeugen, welche in noch kleinere
zerfallen. Die Bedeutung der grofiriumigen Strukturen fiir den turbulenten Austausch
bleibt dabei erhalten.

Misst man die Geschwindigkeitsfluktuationen in einer turbulenten Strémung an einem
festen Ort mit hoher zeitlicher Auflésung, so enthélt das Signal die unterschiedlichen
charakteristischen Zeitskalen aller in der Turbulenz enthaltenen Wirbel. Dieses Signal
kann mit Hilfe einer Fourieranalyse in seine einzelnen Frequenzanteile aufgespalten werden
(Abbildung 3.17). Bei dem so definierten Energiespektrum ist auf der horizontalen Achse
die Frequenz f und auf der vertikalen Achse der zugehorige Energieinhalt aufgetragen.
Die Frequenz f kann auch durch eine Wellenzahl a (Anzahl der Wellen oder Wirbel pro
Liéngeneinheit) ersetzt werden, da die hochfrequenten Schwankungen von kleinen und
die niederfrequenten Schwankungen von grofien Wirbeln erzeugt werden. Damit ist eine
Grundlage fiir die Aufteilung in grofie und kleine Wirbel gegeben.

Ein typisches Turbulenzspektrum bei hohen Reynolds-Zahlen wird in Abbildung 3.17 in
verschiedene Bereiche unterteilt. Der Bereich niedriger Frequenzen oder Wellenzahlen wird
durch die grofirdumigen energietragenden Wirbel hervorgerufen. Hier findet die Erzeugung
der Turbulenz statt. Diese Strukturen beinhalten auch die stérkste Anisotropie, da sie im
Stadium ihrer Entstehung eng mit der Geometrie des Stromungsgebietes verbunden sind.
Diese Strukturen werden bei der Grobstruktursimulation direkt, also ohne Turbulenzmo-
dell, simuliert.

Der Bereich mittlerer Frequenzen oder Wellenzahlen wird als der Tragheitsbereich be-
zeichnet. Hier findet der weitere Zerfall in immer kleinere Strukturen statt. Man kann
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Abb. 3.17: Energiespektrum der Turbulenz
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zeigen, dass dafiir die nichtlinearen Tragheitsterme verantwortlich sind. Die Reibung ist
dabei von untergeordneter Bedeutung. Wahrend des Zerfalls wird die Turbulenz mehr
und mehr isotrop und die Geometrie des Stromungsgebietes tritt in den Hintergrund.
Die Theorie isotroper Turbulenz besagt, dass die Energie E mit der Wellenzahl a wie
E ~ a~°%/3 abnimmt. Dies ist fiir zahlreiche Strémungen experimentell bestitigt worden.
Der Trigheitsbereich ist umso ausgedehnter, je grofler die Reynolds-Zahl ist. In diesem
Bereich befindet sich die Grenze zwischen grofiriumigen und feinskaligen Strukturen im
Sinne einer Grobstruktursimulation.

Im Bereich hoher Frequenzen oder Wellenzahlen geht der Trégheitsbereich allméhlich
in den Dissipationsbereich iiber, in dem der Abfall der Energie mit der Wellenzahl auf
E ~ a~"/3 vom Betrag her zunimmt. Hier findet der Zerfall weiterhin statt. Zusitzlich
spielt die turbulente Dissipation eine Rolle, da mit abnehmender Wirbelgrole die Rei-
bungseinfliisse gegeniiber den Trigheitseinfliissen mehr und mehr hervortreten. Dieser
Groflenbereich wird nicht numerisch aufgelést sondern hinsichtlich seiner Auswirkungen
auf die grofirdumigen Strukturen mit Hilfe eines Feinstruktur-Turbulenzmodells model-
liert.

Eine Grobstruktur-Simulation beginnt, ausgehend von einer Anfangsbedingung, mit
einer zeitlichen Phase der Stromungsausbildung in der grofiriumige Strukturen im
Stromungsfeld instationédr gebildet werden und dieses nach und nach ausfiillen. Danach
wird die Stromung statistisch stationéir. Das bedeutet, dass die zeitlichen Mittelwerte der
Stromungsgréfien an jedem Ort im Stromungsfeld nicht mehr von der Gréfle des Mitte-
lungsintervalls abhéingen. Das Ergebnis kann zeitlich gemittelt werden.

Vergleicht man in Abbildung 3.18 die Grobstruktur-Turbulenz mit der Feinstruktur-
Turbulenz, so erkennt man, warum die Simulation der ersten und die Modellierung der
zweiten methodisch giinstig ist. Die Schwierigkeit die geometrieabhéngigen, inhomogenen
und anisotropen Grobstrukturen zu modellieren wird durch ihre Simulation umgangen.
Das Feinstrukturmodell ist einfacher und genauer als ein Turbulenzmodell, welches das
gesamte Turbulenzspektrum modelliert. Die Feinstrukturturbulenz kann als universell ho-
mogen und isotrop sowie kurzlebig angesehen werden.

Fiir die Beschreibung der Methode betrachtet man die rdumliche Verteilung eines Mess-

GROBSTRUKTUR-TURBULENZ

wird von der mittleren Stromung erzeugt
abhingig von Stromungsfeldgeometrie
geordnet

erfordert deterministische Beschreibung
inhomogen

anisotrop

langlebig

diffusiv

schwierig zu modellieren

FEINSTRUKTUR-TURBULENZ

wird von der Grobstruktur-Turbulenz erzeugt

universell

stochastisch

kann statistisch modelliert werden
homogen

isotrop

kurzlebig

dissipativ

einfacher zu modellieren

Abb. 3.18: Eigenschaften der Grobstruktur- und der Feinstrukturturbulenz
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£

Filterfunktion
GauB-Filter

Abb. 3.19: Filterung
x=x' einer Stromungsgrofie

signals f(¢) entlang einer Koordinate = (Abbildung 3.19). Die Skizze ldsst erkennen, dass
sowohl groffirdumige als auch feinskalige Strukturen vorhanden sind. Zur Trennung dieser
Strukturen nehmen wir eine mathematische Filterung vor. Diese bedeutet, dass an jeder
Stelle = die Stromungsgrofle f mit einer Filterfunktion G(a’) multipliziert und anschliefend
iiber Az integriert wird:

Ax
- 1
f(z,t) = Az / f(x —2',t) - G(z —2') -da’ . (3.109)
e

Dabei ist 2’ die zugehérige Integrationsvariable. Das gefilterte Signal entspricht der ge-
strichelten Linie. Es handelt sich nicht um eine stationdre Grofle, wie bei der Reynolds-
Mittelung, sondern der gefilterte Wert ist selbst eine Funktion der Zeit. Die feinskaligen
Schwankungen wurden jedoch herausgefiltert. Es sind unterschiedliche Filterfunktionen
vorgeschlagen worden, von denen hier nur der Gauf3-Filter betrachtet werden soll (andere
Filterfunktionen fithren auf entsprechende Ergebnisse). Die Filterung wird in allen drei
Raumrichtungen vorgenommen und die Filterfunktionen miissen bestimmten Anforderun-
gen geniigen. Der Unterschied zur Mittelung besteht darin, dass vor der Integration noch
mit der Filterfunktion multipliziert wird.

Wie bei der Reynolds-Mittelung (3.30) wird nun jede lokale Stromungsgrofie als Summe
von gefiltertem Wert und Schwankungswert aufgefasst. Z. B. erhélt man fiir die Geschwin-
digkeitskomponenten:

Um (2, 1) = U (2, ) +ul (2,1) (3.110)

wobei der gefilterte Wert iiberstrichen dargestellt ist. Im Unterschied zur Mittelung ver-
schwindet die gefilterte Fluktuation nicht:

W £0

Unter Beachtung dieses Unterschiedes, kann die Herleitung der Grundgleichungen der
Grobstruktursimulation nun analog zur Herleitung der Reynolds-Gleichungen durch-
gefithrt werden.
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Das Ergebnis der gefilterten Grundgleichungen sowie Ansitze der Feinstrukturmodellie-
rung finden sich in unserem weiterfithrenden Lehrbuch Numerische Stromungsmechanik.
Eine Einfithrung in die Theorie der Grobstruktursimulation wird in dem Buch von P.
Sagaut 2006 gegeben.

3.2.5 Feinstrukturmodellierung

Wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, wird bei der Grobstruktursimulationen
LES das Stromungsfeld mittels einer Filteroperation in einem Grob- sowie einen Fein-
strukturanteil zerlegt, wobei der Feinstrukturanteil

J J J

und dessen Einfluss auf den Grobstrukturanteil durch ein Feinstrukturmodell modelliert
wird. Da die Dissipation der turbulenten Stérungen in diesen kleinen Skalen stattfindet,
besteht die Hauptaufgabe des verwendeten Feinstrukturmodells darin, die Dissipation ge-
eignet wiederzugeben, also der Strémung das richtige Mafl an Energie zu entziehen.

Einige dieser Modelle sind an die im vorangegangenen Abschnitt beschrieben Turbulenz-
modelle angelehnt. Verbreitet ist das algebraische Smagorinsky-Modell. Desweiteren lassen
sich Ahnlichkeits- und dynamische Modelle finden, die die Wechselwirkung zwischen den
kleinsten aufgelosten und den grofiten nicht-aufgelosten Skalen zu beschreiben versuchen.
Typischerweise wird bei einer Grobstruktursimulation versucht, ca. 80% der turbulen-
ten Energie direkt aufzulosen. Ist die Filterweite grober, so sind aufwéndigere Feinstruk-
turmodelle anzuwenden. Wird ein wesentlicher Teil der turbulenten kinetischen Energie
modelliert, wird von einer Very Large Eddy Simulation (VLES) gesprochen.

Das Smagorinsky-Feinstrukturen-Modell basiert auf dem Boussinesq-Ansatz (2.111).
Es gilt:

1 _
i = 3 0ij Thk = —Vi - - = =20 Sy =T, (3.112)

Wobei ST] der gefilterte Deformationstensor ist. Dieser Term beschreibt den turbulenzbe-
dingten Impulstransport. Der zweite Term auf der linken Seite ist als turbulenter Druck zu
verstehen, als die Spur des Tensors. Er wird zum Druckterm der gefilterten Gleichungen
zugerechnet und daher im Folgenden nicht weiter betrachtet. Analog zum Prandtlschen
Mischungswegmodell wird der Ansatz verwendet, dass die turbulente Wirbelviskositéit pro-
portional zu einer charakteristischen Lénge und einer charakteristischen Geschwindigkeit
ist, also 7w = l. u.. Desweiteren ist u. = [, |STJ|, wobei |§‘ = /2-5;5 - Si;. Es liegt nahe,
die charakteristische Lénge [. iiber die Gitterweite A zu definieren. Dies fithrt mit einer
Modellkonstanten Cy auf die Feinstrukturldnge

l.=C, A (3.113)

und somit auf
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oM = —2.(Cs-A)?IS|S; . (3.114)
Als A wird meist A = (Az- Ay - Az)l/ ® herangezogen, es sind aber auch andere For-
mulierungen moglich. Im Gegensatz zum Prandtlschen Mischungswegkonzept besteht hier
nicht mehr das Problem, eine charakteristische Linge zu definieren zu miissen, da diese
bereits durch die Gitterweite gegeben ist. Die Smagorinsky-Konstante Cy ist hingegen
abhéngig vom Stromungsproblem. Ein durch die Theorie isotroper Turbulenz bestimm-
ter Wert liegt bei etwa Cs = 0.17. Fiir praktische Anwendungen hat sich ein Wert von
Cy = 0.1 als sinnvoll erwiesen.

Beim Smagorinsky-Modell handelt es sich um ein rein dissipatives Modell, das so genann-
te Backscatter-Effekte, bei denen lokal Energie von den kleinen zu den groflien Wirbeln
iibertragen wird, nicht abbilden kann. Desweiteren verschwindet wegen |S| > 0 die Wir-
belviskositat 14 in laminaren Stromungen nicht. Ebenfalls von Nachteil ist die isotrope
Dissipation, die der Stromung in allen Richtungen in gleichem Mafle Energie entzieht.
Von Vorteil ist seine Einfachheit und seine Robustheit.

Ein Problem der LES ist die Tatsache, dass die Groflie der turbulenten Skalen sich in
Wandnéhe stark verédndern. Dies gilt insbesondere fiir hohe Reynoldszahlen, da die Grenz-
schichtdicke mit steigender Reynoldszahl abnimmt. Auflerdem findet im Gegensatz zur
Auflenstromung in Wandnéhe eine turbulente Produktion in den kleinen Skalen statt. Es
existieren zwei Ansitze, zum einen die Auflésung der Grenzschicht durch ein entspre-
chend feines Gitter oder zum anderen die Modellierung der wandnahen Strémung mit
einer Wandfunktion. Die Verwendung einer Wandfunktion benotigt einen geringeren Dis-
kretisierungsaufwand, allerdings kann so keine Kenntnis iiber die wandnahe Strémung
gewonnen werden und sie ist fiir von Wand- und Abloseeffekten geprigten Stromung kein
addquater Ansatz.

Diese Umsténde haben zur Entwicklung der Detached Eddy Simulation (DES) gefiihrt.
Ziel der DES ist es, abgeloste Stromungen bei hohen Reynoldszahlen zu simulieren, oh-
ne den hohen Aufwand einer Grobstruktursimulation mit Wandauflésung betreiben zu
miissen. Die wandnahe Strémung ist durch starke Scherschichten gekennzeichnet, die be-
reits mit einfachen Turbulenzmodellen gut modelliert werden kénnen. Die DES macht

Abb. 3.20: DES der Kugelumstrémung, Rep = 1 - 10°
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sich die Tatsache zunutze, dass die wandnahe Strémung mit einer klassischen Turbulenz-
modellierung (Kapitel 3.2.3) durchgefiihrt werden kann und in der freien Stromung die
Grobstruktursimulation angewandt wird. Da im wandfernen Bereich ein Gitter vorliegen
muss, das dem Anspruch einer Grobstruktursimulation in diesem Bereich geniigt, ist der
Rechenaufwand zwar deutlich grofler, als bei einer Reynoldsgemittelten Simulation, aber
deutlich geringer als bei einer Grobstruktursimulation mit aufgeloster Grenzschicht. Die
Abbildung 3.20 zeigt das Beispiel einer solchen Detached Eddy Simulation der Kugelum-
stromung bei einer Reynoldszahl Regy = 1 - 10°. Deutlich sind die in der Abbildung 2.103
dargestellten rotierenden Wirbelschleifen im Nachlauf der Kugel aber mit einer wesentlich
besseren Detailaufosung zu erkennen.
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3.3 Energiegleichungen (Erhaltung der Energie)

3.3.1 Laminare Stréomung

Die zeitliche Anderung der inneren und kinetischen Energie im Volumen-
element =

>~ der durch die Stréomung ein- und ausflieBenden Energiestrome +

>~ der durch Wirmeleitung ein- und ausflieBenden Energiestréme +

> der durch die Druck-, Normalspannungs- und Schubspannungskrifte am
Volumenelement geleisteten Arbeiten pro Zeit +

der Energiezufuhr von aufien +

Arbeit pro Zeit, die durch das Wirken der Volumenkrifte verursacht wird.

Wir leiten nun die Energiegleichung her. Dazu betrachten wir die zeitliche Anderung der
Gesamtenergie F in dem infinitesimal kleinen Volumenelement. Die im Volumenelement
befindliche Energie setzt sich aus der inneren Energie p-e-dz-dy-dz (e{J/kg}) und der
kinetischen Energie p- (V?2/2)-dz-dy-dz = (1/2) - p- (u® +v? +w?)-dz - dy - dz des Gases

zusammen (¥ - ¥ =: V?2). Die zeitliche Anderung der im Volumenelement befindlichen
Energie lasst sich wie folgt ausdriicken:
2 2
8[p-<e+zj>~dx-dy-dz] 8[p-(e+¥[)]
= ~dz - dy - . A1
En 5 dz-dy-dz (3.115)

Die im Volumenelement befindliche Gesamtenergie wird durch die nachfolgend aufgeliste-
ten Vorgéinge gedndert:

e Durch die mit der Strémung in das Volumenelement hinein- und heraustransportierte
innere und kinetische Energie pro Zeit. Wir bezeichnen diesen Anteil der Anderung
nachfolgend mit dF.

e Durch den Transport von Energie, die pro Zeiteinheit durch Wérmeleitung in das
Volumen ein- bzw. austritt. Diesen Anteil der Anderung bezeichnen wir nachfolgend
mit dQ.

e Durch die am Volumenelement durch die Druck-, Normalspannungs- und Schubspan-

nungskrifte geleistete Arbeit pro Zeit. Wir bezeichnen diesen Anteil der Anderung
nachfolgend mit dA.

e Durch Energie pro Zeit, die von aulen dem im Volumenelement befindlichen Gas
zugefithrt wird. Dies kann z. B. durch Strahlung und/oder durch im Gas ablau-
fende Verbrennungsprozesse erfolgen. Wir bezeichnen diesen Anteil bzw. diese An-
teile bezogen auf die im Volumenelement befindliche Masse zusammenfassend mit

G{J/ (kg - 5)}.

e Durch die Arbeit, die am Volumenelement durch das Wirken der Volumenkraft
kE{N/m?} pro Zeit geleistet wird. Zu den Volumenkriften zéhlen die Schwerkraft
sowie magnetische und elektrische Kréfte, die ggf. auf die Stromung wirken. Die zeit-
liche Anderung der Energie des im Volumenelement befindlichen Gases, die durch
die Kraft k - dx - dy - dz bewirkt wird, entspricht der Leistung (E -¥) -dz - dy - dz.
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Wir beginnen mit der Betrachtung von dF. In der Abbildung 3.21 sind die ein- und ausflie-
Benden Energiestrome dargestellt. Mit einer analogen Betrachtung wie bei der Herleitung
der Navier-Stokes Gleichungen erhalten wir fiir den Term dF

[ 2
dE = p~<e—|—2>-u— p-(e—|—2)-u—|— o ~dx | | -dy-dz+
. 2
o oy O (e+ 1) 0
p~(e+2)~v— p-(e+2>-v+ 3y -dy ~dz - dz+
: 2
Ve NI R S R
p~<e+2>ow p~(e+2)~w+ 5 -dz ~dx - dy
2
Emp~(e+‘g)~u~dy~dz
2
Eyp~<e+2)~v~dx-dz
2
1 EZ:p-<e+‘g>~w-dx-dy
V2
gy O (et )
Eyde = p'<6+2>'u+ g ~dr | -dy-dz
V2
gy O (et )0
Eyay = p-<e+2>~v+ By -dy | -dx-dz
V2
V2 8(p-(e+2>~w)
E. 4. = p~<6—|—2>~w—|— 5 -dz | dx-dy

Abb. 3.21: Konvektive Energiestrome
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Durch Vereinfachung erhélt man

Ap- (e+¥;> cu)  Ip- (e+¥;> - )
BE + Y

dE = —

2
A(p- (e—i— VT
0z

w)
> ~da-dy-dz . (3.116)

Wir stellen nun die Gleichung fiir den Anteil dQ auf. GemiB des Fourierschen
Wairmeleitungsgesetzes flieit die Warmeenergie in Richtung abnehmender Temperaturen.
Z. B. gilt fiir ein eindimensionales Wirmeleitungsproblem die Gleichung ¢ = —\-(dT'/dx).
¢ steht fiir den Wirmefluss pro Fliche {W/m?} und A fiir die Wéirmeleitfihigkeit
{W/(m - K)}, die im Allgemeinen von dem jeweiligen Fluid, dem Druck und der Tempe-
ratur abhéngig ist. Wenden wir das Fouriersche Wiarmeleitungsgesetz zur Berechnung des
Anteils dQ an, so erhalten wir fiir den gesamten Energiefluss durch Wirmeleitung in bzw.
aus dem Volumenelement den nachfolgenden Ausdruck

. or | oT o0 oT
dQ:(‘”ax‘_‘”m*w(‘”ax)'dxb‘dy'd“
or | oT 0 oT
(‘A'ay‘_‘A'@*@(‘”ay)'dyhdx'm
or [ oT 0 oT

Durch Vereinfachung erhilt man

. 0 oT 0 oT 0 oT

Nachfolgend werden wir nun die Beziehungen fiir die durch die Druck-, Normalspannungs-
und Schubspannungskriifte am Volumenelement geleisteten Arbeiten aufstellen. Auf je-
der Oberfliche des Volumenelements wirken drei Spannungen, die auf die Reibung
zuriickzufiihren sind und der statische Druck. Die durch den Druck und die Spannungen
resultierenden Kréfte leisten Arbeit an dem Volumenelement. Die Arbeit pro Zeit, die wir
auch als Leistung bezeichnen, ergibt sich jeweils aus dem Produkt der Geschwindigkeit und
der Kraft, die in Richtung der jeweiligen Geschwindigkeitskomponente wirkt. Eine Arbeit
pro Zeit wird mit einem positiven Vorzeichen beriicksichtigt, wenn die Geschwindigkeits-
komponente in Richtung der Druck-, Normalspannungs- bzw. Schubspannungskraft zeigt.
Trifft dies nicht zu, wird die Arbeit pro Zeit mit einem negativen Vorzeichen versehen.

Wir wollen uns zunéchst nur auf die Leistung d A, beschriinken, die dem Volumenelement
iiber die beiden Oberflichen mit dem Flicheninhalt dy - dz zu- bzw. abgefiihrt wird. Fiir
die verbleibenden Leistungen dAy und dA, erhalten wir analoge Ausdriicke (s. Abbildung
3.4). Wir erhalten fiir dA, gemiB der folgenden Rechnung den Ausdruck

3(p~dy~dz~u).dx)_

dszp-dy-dz-u—<p-dy-dz~u—|—
oz
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w - dy - dz -
am~dy'dz~u+(cfm~dy~dz~u+a(g y a2 u)dx>

or
Txy.dy.dz.v_F<Txy.dy.dz.,u+8(T$y'(;y'dz~v) -d:l:)—

x
Toz - dy - dz-w+ (T$Z~dy-dz~w+ 8(sz-dayx~ dz - w) ~dx> (3.119)

Durch Vereinfachung erhilt man

L _8(p cu)  O(ogz - u)  O(Tay -v) 0Ty - w)
dde = ( o or T or T s

)-dx~dy~dz . (3.120)

Fiir die y- und z-Richtung erhalten wir entsprechende Ausdriicke fiir dAy und dA,. Sie
lauten

dAy _ (_8(;0 ) + O(Tya - u) + I(oyy - v) n O(7yz - w

N e dy-
ay 9 dy a9y dz-dy-dz , (3.121)

i Oprw) | O(Tewou) | O(rzy-v) | O(0:w)
dd. = ( 0z + 0z + 0z + 0z

>'dx~dy~dz . (3.122)

dA ergibt sich nun aus der Summe von dA4,, dAy und dA..

Wir konnen nun die Energiegleichung in ihrer vorldufigen Form aufstellen. Der Leitsatz
dazu lautet

Die zeitliche Anderung der inneren und kinetischen Energie im Volumen-
element =

>~ der durch die Strémung ein- und ausflieBenden Energiestréome +

> der durch Wirmeleitung ein- und ausflieBenden Energiestréme +

>~ der durch die Druck-, Normalspannungs- und Schubspannungskrifte am
Volumenelement geleisteten Arbeiten pro Zeit +

der Energiezufuhr von aufien +

Arbeit pro Zeit, die durch das Wirken der Volumenkrifte verursacht wird.

Geméf des Leitsatzes und den Gleichungen (3.115), (3.116), (3.118), (3.120), (3.121),

(3.122) sowie den Ausdriicken (p - ¢s) - dz - dy - dz und (k - @) - dz - dy - dz lautet der
Energiesatz in seiner vorldufigen Form (der Term dz - dy - dz kiirzt sich auf beiden Seiten
heraus)
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((’93& " or dy . oy 0z "0z
Op-u) O0(0gz-u)  O(Tay-v)  O(Tys - w)
<_ ox + ox + ox ox +
_O(p-v) | O(Tye - u) n oy -v) | O7ys - w) +
y y y y
Op-w) 7oy -u) O(Tzy-v) 004, w) S .
< 92 + Ee + 9 + 5 +k-U+p-q¢s . (3.123)

Die Gleichung (3.123) beinhaltet bereits die vollsténdige Physik und es bleibt nun die
Aufgabe iibrig, die Energiegleichung in eine fiir das weitere Arbeiten geeignetere Form
zu iiberfithren und fiir die Normal- und Schubspannungen die entsprechenden Ausdriicke

geméif des

Stokesschen Reibungsgesetzes (3.16) einzusetzen. Zuerst werden wir die Glei-

chung (3.123) in eine andere Form bringen. Durch Umformen und Differenzieren erhalten
wir die folgende Gleichung

VN (9p  Op-u) O(p-v) Ip-w)
<e+2>.<8t+ Ox + Oy - 0z >+
L LA
P\ o ox y 0z
V2 V2 V2 V2
(7)), o) o) oY)
O T L TR P

ox or dy oy 0z 0z
p

| Jp Op Jp

0040 OTys  OTea OTyy  O0yy  OTay
“'(ax ] +8z> (a Ty 8z>+
w. ((’97'952 01y 8022> ” ou Y ou i 8u+
or oy 0z ) Yooy 0
v v v ow ow ow
Tmy'%+0yy'aiy'i_’rzy'%""sz'%—‘r’ryz'aiy—‘rozz'g"’_
E-T+p-gs . (3.124)

Der erste Summand in der Gleichung (3.124) ist wegen der Kontinuitdtsgleichung (3.1)
gleich Null. Ebenfalls konnen wir den dritten Summanden der linken Seite der Gleichung
(3.124) und die Terme

u.ap .8p w.ﬁp u‘(aamjL@TymjL@Tzz) ,

v -

or y 0z

3Txy Bayy asz 0Tz 67—yz do.
<8ﬂc+8y+(9z ’ v 8x+8y+8z ’

el
QL
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herausstreichen. Die fiir diese Vereinfachung dazugehorige Rechnung soll hier nicht vor-
gefithrt werden. Sie wird nachfolgend nur kurz beschrieben.

e Man multipliziert die erste Gleichung (3.13) mit u, die zweite Gleichung (3.14) mit

v und die dritte Gleichung (3.15) mit w.

e Danach addiert man die so erhaltenen Gleichungen und erhélt eine resultierende
Gleichung, die man von der Gleichung (3.124) wiederum subtrahiert. Dabei fiillt der

Term k - U heraus.

Wenn wir die genannte Rechnung mit Gleichung (3.124) durchfiihren, erhalten wir die

folgende Energiegleichung
Oc + +

. —_— u - —_— /Z_) . —_—

P\ o ar By

(o5 1

ou ou ou

Oz * Oz + Ty By + Tz - 92 + Tay
v ow ow

Tzy * 9z + Tz O + Tyz * ay + 0.2

Ox dy oy 0z

y

aT
9z
v v
g T Gy
ow
9z

[)-p @0 pic

ov

dz

_|_

(3.125)

Es bleibt nun nur noch iibrig, in die Gleichung (3.125) die Normal- und Schubspannungs-
terme gemifl des Stokesschen Reibungsgesetzes (3.16) einzusetzen. Mit einer weiteren
einfachen Rechnung erhilt man dann die Energiegleichung in der endgiiltigen Form. Sie

lautet

Oe
7""[}'

% .. Oe .0\ _
P\ ot 0z )~

0 oT 0 oT o0 oT
(32 [ 5] o ]+ e

9z

D —p- (V- O)+p-gs+p- @

mit der Dissipationsfunktion ®

o
Jy

du ow\' 2 (0w ov 0w’
0z Ox 3 ox 0z

o= |(3) +(3) +(5) ]+ G+

du
dy

)+

ow

o T

ov

0z

)+

, (3.126)

. (3.127)

Diese enthiilt nur quadratische Glieder und ist deshalb an jeder Stelle im Stromungsfeld
grofler als Null. Sie bedeutet physikalisch die Umwandlung von Reibungsverlusten in
Wiérmeenergie, die aufgrund der quadratischen Terme irreversibel ist.

Bei der Herleitung der Energiegleichung haben wir bis jetzt noch keine Einschréankungen
gemacht. Sie gilt noch vollkommen allgemein und beschreibt den Energichaushalt in einem
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kleinen Volumenelement auch fiir Stromungen, in denen z. B. chemische Prozesse ablaufen
oder, was gleichbedeutend ist, Verbrennungsprozesse stattfinden. Wir haben nur voraus-
gesetzt, dass die Stromung homogen ist (es diirfen also z. B. keine Rufipartikel in der
Strémung vorhanden sein) und, dass das Fluid ein Newtonsches Medium ist. Nachfolgend
werden wir nun die Energiegleichung speziell fiir kalorisch perfekte Gase aufstellen.

Fiir ein kalorisch perfektes Gas sind die spezifischen Warmekapazititen ¢, und c, keine
Funktion der Temperatur und es gelten die folgenden thermodynamischen Beziehungen

e=cy-T h:e+8:cpoT
p
oder
e=c, T2 . (3.128)
p

Mit Gleichung (3.126) und (3.128) erhélt man nach einer kleineren Rechnung unter Aus-
nutzung der Kontinuitidtsgleichung (3.1) die Energiegleichung fiir ein kalorisch perfektes
Gas

c 6—T+u a—T+U 3£+w 3£ =
P\ o O dy 9z )
(%—}—u-%—kv-g—g—kw-%)—f— (3.129)

0 oT 0 oT 0 oT )
(3o 1 2 a2 ) e ) o

Mit der Boussinesq-Approximation, die wir fiir Stromungen mit Wérmetransport in Ab-
schnitt 3.2.1 eingefiithrt haben, erhélt man die Energiegleichung in der folgenden Form:

p~cp~<a;;+fi-VT>:)\~AT . (3.130)

3.3.2 Turbulente Strémungen

Als Néchstes wollen wir nun die Energiegleichung zeitlich mitteln. Dabei beschrianken wir
uns auf kalorisch perfekte Gase und kommen wieder auf die Gleichung (3.129) zuriick. Be-
vor sie zeitlich gemittelt wird, werden wir ihre rechte Seite noch modifizieren. Durch Erwei-
tern der linken Seite der Gleichung (3.129) durch die linke Seite der Kontinuitétsgleichung
(3.1) und die anschliefiende Zusammenfassung erhalten wir (der Index i steht wieder fiir
die drei Raum- bzw. Geschwindigkeitsrichtungen)

CCo - 87T+ua£ =p-Cyp - 8£+u..aT +T-¢c, - %+M =
P\ T s ) TP ar T B »\ ot or )
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p-cp-T) + Np-cp-T-w)
ot a(Ei

Die Energiegleichung kann also wie folgt geschrieben werden

8(p-cp-T)+a(p~cp-T-u) a(p-cp~T~v)+8(p-cp-T-w)

ot ox Jy 0z

9p 019 829 op

0 oT 0 or 0 oT .
(2 [A.%M[A AR+ | DU

U ist die Summe der folgenden Produkte (vgl. dazu (3.125))
Vo P P, P, P, D, O
T Ooa gy T e dy Tew ' g, TTay gy T vy y Ty 5,
ow ow ow

T e T gy T 0

Wir mitteln nun die Energiegleichung und setzen dafiir in die Energiegleichung die Gréflen
u, v, w, p und T gemi den Gleichungen (3.30) ein. Dadurch erhalten wir die folgende
Gleichung (wir verwenden wieder die abkiirzende Schreibweise)

Np-cp (T +T7)  Op-cp (T +T7) - (i + ) _

ot 63?1
op+p) | ., . OB+D) o) AT +1T") o
(at + (@ +ul’) ~om + o A B — +(p+p)-ds +0.(3.132)

Mit der Anwendung der bereits bekannten Rechenregeln erhalten wir die zeitlich gemittelte
Energiegleichung fiir kalorisch perfekte Gase

Np-cyT)  Oprcy T-0) 0p-cy-T0) prcy-T:-)
ot Oz dy 0z
%+ﬂ-%+@~g§+ %+u"~ap+v”~g—§+w”-%+
;J(A-(Zj—i—/\-agyu cp-p-T" v )—i—
;<A-g§+x8£l e p-T7 - w ) + W
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mit
- Ouy Oou;  _  Ouy ou! _ 0w ou!!
U = . o — = R - o — . 1 . (3.134
Tk 8xk + 7 8£Ej Tk Bxk + Ok 8:Ek + 7 8£Cj + 7 8xj ( )

Fiir die zeitlich gemittelten Normal- und Schubspannungen oy bzw. 7 gelten die Glei-
chungen (3.41) und (3.42).

Die Gleichung (3.133) enthilt auf der rechten Seite drei zusétzliche Terme. Weiterhin hat
sich die Anzahl der Glieder von ¥ im Vergleich zu ¥ verdoppelt. Es ist nicht schwer, die
Herkunft der zusitzlichen Ausdriicke nachzuvollziehen. Der Term d(cp - p- T - uf’) /Ox;
rithrt wieder von den nichtlinearen, konvektiven Gliedern her. Er beschreibt in der Ener-
giegleichung den zusétzlichen Energietransport, der durch die turbulenten Schwankungs-
bewegungen hervorgerufen wird.

Bevor wir diesen Abschnitt beenden, wollen wir noch die zeitlich gemittelte Energieglei-
chung fiir inkompressible Stromungen angeben. Zur Berechnung der Stromungsgréfien ,
0, w und des Druckes p reichen die Gleichungen (3.44) bis (3.47) vollstéindig aus. Ist je-
doch dariiberhinaus die Temperaturverteilung im Stromungsfeld von Interesse, so muss
zusétzlich die Energiegleichung gelost werden.

Bei der Berechnung von inkompressiblen Strémungen ist die Energiegleichung von der
Kontinuitétsgleichung und den Impulsgleichungen entkoppelt, d. h. man kann zuerst die
Gleichungen (3.44) bis (3.47) losen und benutzt anschlieBend mit der Kenntnis von 4, 0,
w und p die Energiegleichung zur Bestimmung des Temperaturfeldes.

Die Energiegleichung fiir ein inkompressibles Medium lautet mit ¢ = ¢,

o @+8(T~ﬂ)+a(f~@)+a(T~w) -

Pre\or T o ay o2 )

9 or 7 9 or T

R U U N, T 3.135
6‘:75()\ 2 p-c-T u)—l—ay()\ 3y prc T -v |+ ( )
o (. oT — -
8Z<)\~azp~c~T~w)+p'qs+\Il

Wir kommen nun auf unser urspriingliches Problem zuriick, das wir uns am Anfang die-
ses Kapitels gestellt haben. Es sollten die Gleichungen zur Berechnung der inkompressi-
blen Fahrzeugstromung sowie der kompressiblen Tragfliigelstromung aufgestellt werden.
Nachfolgend wollen wir die Anwendungen der Gleichungen auf die genannten Probleme
erlautern.

e Die inkompressible Fahrzeugumstrémung
Mit der Kontinuitéitsgleichung (3.2) und den Navier-Stokes Gleichungen (3.19) haben
wir vier Gleichungen fiir die vier Unbekannten u, v, w und p zur Verfiigung. Die
Zahigkeit p setzen wir als bekannt und nicht abhingig von der Temperatur voraus.
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Die Navier-Stokes Gleichungen (3.19) sind nichtlinear und von zweiter Ordnung. Die
Losungsverfahren dieses Systems partieller Differentialgleichungen werden in Kapitel
4. erlautert.

Die kompressible Tragfliigelstromung

Bei der Berechnung von kompressiblen Stromungen muss neben den Gréflen u, v,
w und p noch die Dichte p in Abhéingigkeit von den drei Koordinaten z, y und z
berechnet werden. Mit der Kontinuitdtsgleichung (3.1), den Navier-Stokes Gleichun-
gen (3.18) und der Energiegleichung (3.109) haben wir fiinf Gleichungen fiir die
fiinf Unbekannten u, v, w, p und T zur Verfiigung. Die Dichte kénnen wir nach
der Berechnung der zuletzt genannten Gréflen mit der thermischen Gasgleichung

berechnen.

Auch diese Gleichungen sind, wie die Gleichungen fiir inkompressible Strémungen,
nichtlinear und kénnen in der Regel fiir technische Probleme nur mit numerischen
Verfahren auf leistungsfdhigen Rechnern gelost werden. Die Losungsmethoden wer-
den wiederum in Kapitel 4. behandelt.

Insbesondere bei der Berechnung von kompressiblen Stromungsfeldern muss die
Stromungsphysik mitberiicksichtigt werden. So wissen wir bereits, dass in kom-
pressiblen Stromungen Verdichtungsstofle auftreten konnen, iiber die sich die
StromungsgroBen unstetig dndern. Jedoch sind unsere aufgestellten Differentialglei-
chungen an der Stelle solcher Unstetigkeiten nicht giiltig, so dass sich nun die Frage
stellt, wie man an diesen Stellen die Stromung berechnen kann. Es gibt in der nume-
rischen Stromungsmechanik geeignete Techniken, Unstetigkeiten im Stromungsfeld
zu beriicksichtigen. Diese Techniken werden spéter einfiihrend vorgestellt.

Die heifle kompressible Strémung

Das Gas der kompressiblen Tragfliigelstromung kann als kalorisch ideales Gas ange-
nommen werden. Wird jedoch die Zustrom-Mach-Zahl grofi (Mo > 2) oder sogar
sehr grofl (Mo > 5), so verhélt sich das Gas nicht mehr kalorisch perfekt. Diese
Fille treten z. B. bei der Umstromung von Uberschallflugzeugen (z.B Concorde)
und Raumfahrtfluggeriten (z. B. Space Shuttle) auf, die die Erdatmosphére ver-
lassen oder wiedereintreten. In solchen Féllen kann die Energiegleichung (3.129)
fiir kalorisch perfekte Gase nicht mehr angewendet werden. Es muss dann die all-
gemeingiiltigere Energiegleichung (3.126) zur Losung des Problems herangezogen
werden. Weitere Beziehungen fiir die innere Energie e sowie fiir die Werte der
Zahigkeit p und der Warmeleitfahigkeit A\ miissen der Thermodynamik entnom-
men werden. Hier beginnt das interessante Gebiet der Aerothermodynamik, das die
Stromungsmechanik idealer Gase mit der Chemie heifler Gase verkniipft. Fiir viele
Probleme der Aerothermodynamik reichen die hier aufgestellten Gleichungen wegen
der Hochtemperatureffekte nicht mehr aus und sie miissen deshalb fiir die Aufgaben
und Fragestellungen der Aerothermodynamik erweitert werden (s. dazu H. Oertel
gr. 1994, 2005).

Stromungen mit Wirmeiibertragung
Fiir die freie und erzwungene Konvektionsstromung, die wir in Kapitel 2.6 ein-
gefiihrt haben, kann die Boussinesq-Approximation angewendet werden. Sie besagt,
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dass die Stoffgroflen als konstant vorausgesetzt werden und lediglich die Tempera-
turabhéngigkeit der Dichte (3.23)

p(T) =po-[1—a- (T -Tp)]

im Auftriebsterm beriicksichtigt wird. Daraus resultieren wiederum fiinf vereinfachte
nichtlineare Differentialgleichungen fiir die fiinf unbekannten u, v, w, p und T.
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3.4 Grenzschichtgleichungen

Ludwig Prandtl hat im Jahre 1904 in seiner beriihmten achtseitigen Arbeit (vgl. L. Prandtl
1961) nachgewiesen, dass sich bei der Umstromung von Kérpern bei grofien Reynolds-
Zahlen (Rey > 10*) die Reibungseffekte auf eine sehr diinne Schicht um den Korper
beschrinken. Auflerhalb dieser Schicht, die wir Grenzschicht nennen, kann die Strémung
als reibungsfrei angenommen werden.

Die Dicke der Grenzschicht ist abhéngig von der Reynolds-Zahl. Bei der Profilumstrémung
besitzt sie z. B. bei einer Reynolds-Zahl von Rep = p - s - L/p =~ 10° — 10° an der
Hinterkante eine Dicke von ungefahr 5% der Profillinge L vorausgesetzt, dass die Grenz-
schichtstromung turbulent ist. Eine laminare Grenzschicht ist wesentlich diinner.

Fiir die Strémung auflerhalb der Grenzschicht vereinfachen sich die Navier-Stokes-Glei-
chungen auf die Euler-Gleichungen, da die Reibungsglieder fiir diesen Teil der Stromung
verschwinden. Die Navier-Stokes Gleichungen lassen sich ebenfalls fiir die Grenzschicht-
stromung vereinfachen. Wie wir nachfolgend sehen werden, konnen wir fiir die Grenz-
schichtstromung in den Navier-Stokes-Gleichungen gewisse Terme vernachléssigen, da sie
im Vergleich zu den iibrigen Gliedern der Gleichungen eine Grofenordnung kleiner sind.

3.4.1 Inkompressible Strémungen

Um die Grenzschichtgleichungen aus den Navier-Stokes-Gleichungen ableiten zu
konnen, fiihren wir eine Groflenordnungsabschitzung der einzelnen Glieder der di-
mensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen durch. Wir wollen uns zunéchst mit der
Groflenordnungsabschétzung vertraut machen und betrachten dazu die horizontale Ge-
schwindigkeitskomponente u* = wu/us der Plattengrenzschichtstromung (Abbildung
3.22).

Wir gehen zunéchst davon aus, dass die Grenzschichtstromung zweidimensional, inkom-
pressibel und stationér sei. Spéater betrachten wir dann das komplexere dreidimensio-
nale Stromungsproblem. Die dimensionslosen Stromungsgrofen w*, w* und p* erfiillen
zusammen die nachfolgenden dimensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen und die Konti-
nuititsgleichung (s. Gleichung (3.198)). Die Gleichungen lauten unter Vernachlissigung

AY Y Y VY

N\

—~—05L

Abb. 3.22: Plattengrenzschichtstrémung
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der Volumenkrafte k;

ou*  ow*
=0 |, 3.136
ox*  0z* ( )
ou* ou* op* 1 O*u* O%u*
* * — . , 3.137
Y ox* tw 0z* ox* + Rey, <8x*2 022 ( )
ow* ow* op* 1 Pw*  O*w*
. e =—— . 3.138
v ox* tw 0z* 0z* + Rey, (83:*2 Oz*2 ’ ( )
mit
T z Uso * L
xt = I ZF = T Rep =2 ;O )
U = — ) w = — ) p = 2
Uoo Uoo p - uz,

L entspricht der Léange der Platte und uy, steht fiir die Anstromgeschwindigkeit.

Bei der Durchfithrung der Gréflenordnungsabschétzung interessiert uns nicht, ob die ein-
zelnen Glieder sich durch einen Faktor von drei, vier etc. unterscheiden. Wir wollen die
Unterschiede in den GroBenordnungen (Faktor zehn oder mehr) der einzelnen Glieder
herausfinden.

Um mit der Groflenordnungsabschitzung vertraut zu werden, betrachten wir den Diffe-
rentialquotienten du*/dxz*, der in den Gleichungen (3.136) und (3.137) steht. Betrachten
wir z. B. die Stellen 1 und 2 in Abbildung 3.22, an denen die Grofie w* ungefihr 1.0 (Stelle
1) bzw. 0.1 (Stelle 2) ist, so ldsst sich der Differentialquotient du*/0x* wie nachfolgend
gezeigt abschétzen

0.1-1
0.5-0

~
~

ox*

Die Grofle Ou* /Ox* nimmt also im dimensionslosen Rechengebiet Zahlenwerte zwischen 1
und 10 an. Sie ist also von der Grolenordnung Eins.

‘ ou*

-8

Bei unserer weiteren Abschétzung gehen wir davon aus, dass die Grenzschichtdicke § klein
und von der Grofenordnung e ist, wobei € fiir eine kleine Groflenordnung steht. Diese
Annahme ist insofern richtig, als wir im Experiment beobachten konnen, dass bei groflen
Reynolds-Zahlen Re > 10* die Grenzschichtdicke § sehr viel kleiner als z. B. die Profillinge
L ist.

Mit dieser Kenntnis kénnen wir nun den zweiten Differentialquotienten dw*/0z* in der
Kontinuitétsgleichung abschétzen. Die Grofle z* kann in der Grenzschicht nur Wer-
te der GroBenordnung e annehmen. Da du*/dz* die Groflenordnung Eins besitzt und
deshalb auch Ow*/0dz* von der Groflenordnung Eins sein muss (sonst kann die Konti-
nuitétsgleichung nicht erfiillt sein), muss auch die GréBle w* von der Groflenordnung e
sein. Wir erhalten also die folgende Abschétzung

ou*  Ow*

or g 0

1 €
€
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Die Geschwindigkeitskomponente w* ist also sehr klein und die Kontinuitétsgleichung
bleibt fiir die Grenzschichtstromung weiterhin unverdndert bestehen.

Wir kénnen nun dazu iibergehen, die Glieder der Navier-Stokes Gleichungen abzuschétzen.
GemiB unserer vorigen Uberlegungen erhalten wir die folgende Abschéiitzung (unter den
Gleichungen sind jeweils die Gréfienordnungen der einzelnen Glieder angegeben)

o ou* - ou* _ Op* N 1 ( Ou* N 0%u* )
Ox* 9z Or*  Rey, Ox*?  0z*2 ’ (3.139)
1 , 1 1
L c e T 1 < ( 1 €2 )
o ow* - ow* _ Ip* N 1 ( Pw*  OPw* )
Ox* dz* 9z  Rey ox*2 = 9z+2 (3.140)
€ R 2 € £
! 1 ¢ € ¢ ¢ ( 1 €2 )

Beziiglich der Abschitzung ist Folgendes zu ergénzen:

o Wir setzen voraus, dass die Reynolds-Zahl so grofl ist, dass der Ausdruck 1/Rey,
mindestens von der GroéSenordnung €2 klein ist.

e In der Gleichung (3.140) besitzt der Druckgradient dp*/0z* die Grofienordnung e,
da alle anderen Glieder in der Gleichung von dieser Gréflienordnung sind.

e Wir konnen also Gleichung (3.140) bei der Berechnung der Grenzschichtstromung
streichen und davon ausgehen, dass sich der Druck p in z-Richtung kaum &ndert. Es
gilt also fiir die Berechnung p # f(2).

e Der Druckgradient (0p*/0z*) = (dp*/dz™) besitzt die Groflenordnung Eins. Be-
trachten wir die Gleichung (3.139) fiir den Bereich des Grenzschichtrandes, wo
die reibungsbehaftete Stromung in die reibungslose Stromung iibergeht, so kénnen
wir die Reibungsglieder vernachlissigen. Da die Gleichung (3.139) auch am Grenz-
schichtrand erfiillt ist und die linke Seite die Grofenordnung Eins besitzt, ist auch
der Druckgradient dp*/dz* von der Groflenordnung Eins.

e Aus der Groflenordnungsabschitzung fiir die Gleichung (3.139) geht hervor, dass die
zweite Ableitung in z*-Richtung sehr klein ist und in der Gleichung vernachlissigt
werden kann.

Wir gehen wieder zu den dimensionsbehafteten Grofien iiber und nutzen die Kenntnisse der
Groflenordnungsabschétzung zur Formulierung der Grenzschichtgleichungen. Sie lauten fiir
eine zweidimensionale, inkompressible und stationéire Grenzschichtstromung (Abbildung
3.23)
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ou  Ow

% ta, =0 (3.141)
o ow\ _ _dp 0w

plu oo tw oo )| =—gtas (3.142)

0

5=0 . (3.143)

Der Druckgradient dp/dz kann in der Gleichung (3.142) als bekannt vorausgesetzt werden.
Weiter unten wird beschrieben, wie er ermittelt werden kann. Die Grenzschichtgleichungen
(3.141) und (3.142) sind also zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten u und w,
wenn wir die Gleichung (3.143) nicht mitberiicksichtigen.

Um den Druckgradienten dp/dz zu ermitteln, betrachten wir eine Stromlinie entlang des
Grenzschichtrandes einer Profilumstréomung (Abbildung 3.23). Da auf dem Grenzschicht-
rand die Reibungseffekte verschwinden, gilt in einer gewissen Umgebung die eindimensio-
nale Euler-Gleichung. Sie lautet entsprechend Kapitel 2.3.3

d. _ dp
de  dz
U, = u(0) steht fiir die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand. Sie berechnet sich mit der

Theorie der reibungsfreien Auflenstréomung, auf die wir im nachfolgenden Abschnitt zu
sprechen kommen.

p-Us- (3.144)

Zur Berechnung der Grenzschichtstromung benétigen wir noch geeignete Randbedingun-
gen fiir die partiellen Differentialgleichungen (3.141) und (3.142). Auf der Kontur, also
fiir z = 0, gilt die Haftbedingung u(z = 0) = 0 und w(z = 0) = 0. Am Grenzschicht-
rand nimmt die u-Geschwindigkeitskomponente den Wert U, an die, wie bereits erwéhnt,
mit der Theorie fiir reibungslose Stromungen berechnet wird. Die Grenzschichtdicke ¢ ist
schwer definierbar, da sich die Gréfle u bekanntlich asymptotisch in z-Richtung dem Wert
U, annéhert. Deshalb wird beziiglich dieser Randbedingung des ofteren in der Literatur
die mathematische Formulierung
lim u(x,z) = Us(x)

zZ—00

verwendet.

Mit den Gleichungen (3.141) und (3.142) kénnen wir das Stromungsproblem vollsténdig

Stromlinie ? A Ve .
(reibungsfrei) ~ RN -
—
——m\ |[§
——

Abb. 3.23: Zweidimensionale, inkompressible Grenzschicht
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l6sen. Fiir die Berechnung der Temperaturgrenzschicht benotigen wir jedoch noch eine
weitere Grenzschichtgleichung, die wir wiederum durch eine Groéflenordnungsabschétzung
der einzelnen Glieder der Energiegleichung (3.135) erhalten. Da wir weiterhin eine zwei-
dimensionale inkompressible und stationére Grenzschicht betrachten, vereinfacht sich
die Gleichung entsprechend. Wir vernachlissigen wieder die Volumenkrifte k; und den
Waérmestrom gq.

Um die GroBlenordnungsabschéitzung durchfithren zu konnen, tiberfithren wir die Glei-
chung (3.135) in die nachfolgende dimensionslose Form. Dazu fithren wir die zusétzliche
dimensionslose Grofe 6 ein, die wie folgt definiert ist

T -Ty
B TW - Too
T und T, stehen fiir die Temperatur der Platte bzw. fiir die Temperatur der Anstromung.

Die entsprechende dimensionslose Form der Energiegleichung lautet (der Leser sollte die
entsprechende Rechnung dazu selbst durchfiihren)

0

ot 00 . 20
Ox* Dz
op* op* 1 %0 0%0 Ec
FEc- | u*- . . S O* 14
‘ (u ox* T Bz*) * Rey, - Pro (835*2 i Dz*? * Reyp, (3.145)

Die Grolen Re, Pr und FEc stehen der Reihe nach fiir die Reynolds-, Prandtl- und Eckert-
Zahl. Sie sind wie folgt definiert

p-Uoo - L Cp M

To — T
Rep=0"">"2  ppr = 0
I

Ty — Tno
In der Gleichung zur Definition der Eckert-Zahl Fc¢ steht T} fiir die Gesamttemperatur.

Beachte beim Durchfithren der Rechnung zur Uberfilhrung der Energiegleichung in die
dimensionslose Form, dass geméfl des Energiesatzes der Thermodynamik die Gleichung

, Ec=2

2
Uso

Ty — T

gilt. ®* ist die dimensionslose Dissipationsfunktion. Sie lautet entsprechend

ou*\° ow\ > ow*  our\?
o* =2 2-
(3:1:*) + (82*) +(8x*+3z*>
Bei der Groflenordnungsabschétzung gehen wir wieder davon aus, dass 1/Rey, von der
GroBlenordnung €? ist und, dass die Prandtl- und Eckert-Zahl von der Gréfienordnung Eins
sind. Es gibt Anwendungen, bei denen die Prandtl- oder Eckert-Zahl eine GroBlenordnung

grofer oder kleiner als Eins sein konnen. In der Mehrzahl der Anwendungen treffen unsere
Annahmen jedoch zu.

=FEc-¢c,

Mit den getroffenen Annahmen erhalten wir nun die folgende Groflenordnungsabschétzung
fiir die Energiegleichung (3.145)

. 00 e 00
’LL . w . =
ox* o0z*
1
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. *

op* >+ 1 ( %0 %0 )+Ec
Reyr, - Pro ox*2  9z*? Rej,

N N G

Fiir den letzten Summanden der rechten Seite erhalten wir die nachfolgende
Groflenordnungsabschétzung

Ec > — Ec [ 5 our\ > o ow\? N ow\? o ow*  Ou* N u > }
Rer, " Rep, ox* Oz* ox* ox* 0Oz* Oz* '
e . [ 1 1 e € - % ;2 }

Die GréBenordnungsabschétzung fiir den Differentialquotienten 90/0x* erfolgt in analo-
ger Weise zur Abschitzung von du*/dz*. 6 besitzt auf der Kontur den Wert 1 und am
Grenzschichtrand fiir die Plattenstromung den Wert 0.

Geméf der Groflenordnungsabschitzung erhalten wir aus der Energiegleichung fiir die
Temperaturgrenzschicht die nachfolgende Gleichung. Sie schreibt sich mit den dimensi-
onsbehafteten Groflen wie folgt

oT oT op 92T ou\
R e T ¢/ I W A T i . 3.146
prcr (u oz " 82) Ui TN g T <8z> ( )

Fiir die Gleichung (3.146) benstigen wir noch zwei Randbedingungen fiir die Gréfie T'.
Betrachten wir eine Kontur mit einer bekannten Temperatur T,,, so lauten die beiden
Randbedingungen
T(x,z=0)=Ty , lim T(z,2) =T
Z—00
Betrachten wir hingegen eine Kontur, in die ein bekannter Wéarmestrom ¢ flie3t, so lauten
die Randbedingungen entsprechend
oT
— = L(m) , lim T(z,2) =T,
0z |,_, A z—00
Die Temperatur T, am Grenzschichtrand wird mit der reibungslosen Theorie ermittelt,
auf die wir im nachfolgenden Kapitel eingehen werden.

Von den Grenzschichtgleichungen der Stromungen mit Wirmeiibertragung haben
wir bereits in Kapitel 2.6 Gebrauch gemacht. Fiir die freie Konvektionsstromung der be-
heizten vertikalen Platte fithrt man die Grenzschichttransformation ein:

1
x*:%~G’r£ , z*:% ,
ut = 4 -Gr} o, w* = v ,
\/g'a'L'(T’In_Too) \/g'a'L'(Tm_Too)
T —-Ty
T =

T — Too
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Damit werden die Grenzschichtgleichungen unabhingig von der Rayleigh- bzw. Grashof-
Zahl. Es ergibt sich mit der Boussinesq-Approximation und unter Vernachléssigung der
Dissipation das Gleichungssystem:

ou* n ow* 0
ox*  0z* ’

. ow* ., ow*  O%w* .
Ve T e Tap T
L oT L oTr 1 9T

u'ax*+w'8z*_Prm'W

Der Energie- und Impulsausgleich ist {iber die Temperatur 7% im Auftriebsterm gekop-
pelt. Die Temperaturverteilung der freien Konvektionsstromung erzeugt demzufolge die
Geschwindigkeitsverteilung.

Fiir die erzwungene Konvektionsstromung der beheizten lings angestromten Platte der
Abbildung 3.22 vereinfachen sich die Grenzschichtgleichungen (3.143) und (3.146) unter
der Voraussetzung der Boussinesq-Approximation und Vernachlissigung der Dissipation:

@ + M — 0
Ox* = Oz* ’

. ou* ., Ou™  dp* 1 0%u
u.ﬁaz*—’—w.@z*__dx*—’—RieL.W ’
Lot ot 1 02T*

b O tw o0z* 7PrOO~ReL. Oz*?

Statt der Grashof-Zahl charakterisiert bei der erzwungenen Konvektionsstromung die
Reynolds-Zahl die Grenzschichtstromung mit Warmeiibertragung. Fiir die Giiltigkeit der
Grenzschichtgleichungen muss zusétzlich zu Rey, > 1, Rey, - Pro, > 1 gefordert werden.
Die Kontinuitéts- und Impulsgleichungen sind jetzt von der Energiegleichung entkoppelt.
Damit kann die Stromungsgrenzschicht unabhéngig von der Temperaturgrenzschicht be-
rechnet werden.

Bis jetzt haben sich unsere Betrachtungen auf zweidimensionale laminare Grenzschichten
beschrankt. Nachfolgend werden wir die entsprechenden Erweiterungen der Gleichungen
auf turbulente zweidimensionale Grenzschichten diskutieren.

Um die Gleichungen zur Berechnung einer turbulenten Grenzschicht aufzustellen,
miissen wir eine Grofenordnungsabschéitzung fiir die einzelnen Terme der Reynolds-
Gleichungen durchfiihren. Diese lauten fiir eine zweidimensionale Grenzschicht unter Ver-
nachléssigung der Volumenkrifte in dimensionsloser Form (Gleichungen (3.44) bis (3.47))

ou* . ow*
ox*  Oz*

-0 (3.147)

ou* 4wt ou*
. w . =
ox* oz*

op* 1 .<82u* 82u*>_5‘(u*’2) o(u - w)

— — .14
ox* + Re; \ 0z*? + Dz*2 Ox* Oz* ’ (3.148)
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u*.aw*+ . Owt

oz T 9
_op” 1 <82w* 8210*) _ O(ur - w) A(w*"?)

et — ) 3.149
o+ Rer \ 0x*2 = 02*2 ox* 0z* ( )
u*, w* und p* in den Gleichungen (3.147) bis (3.149) sind dimensionslose und zeitlich
gemittelte Groflen. Alle Geschwindigkeiten, einschliefflich der Schwankungsgeschwindig-
keiten, sind mit der Zustromgeschwindigkeit u., dimensionslos gemacht worden. Die Grofe
p* steht fiir p/(p - u2).

Die Kontinuitédtsgleichung (3.147) bleibt, wie im laminaren Fall, gem&f der
Groflenordnungsabschétzung unverdndert. Damit wir die zeitlich gemittelten Navier-
Stokes-Gleichungen abschiitzen kénnen ist es unumgénglich, experimentelle Ergebnisse

. R ) — .
fiir die GréBen v*'“ und u*’ - w*’ heranzuziehen.

In der Abbildung 3.24 sind diese Grofien iiber der Koordinate normal zur Oberfliche darge-
stellt (siehe auch Abbildung 2.83). Wie wir der genannten Abbildung entnehmen kénnen,
verschwinden die Schwankungsgréfien am Grenzschichtrand und infolge der Haftbedingung

ebenfalls auf der Oberfliche. Die Schwankungsgroéfien u*’ ? und w*” - w*’ unterscheiden sich
innerhalb der Grenzschicht um einen Faktor der nicht grofler als zehn ist, d. h. sie sind
von gleicher Groflenordnung. Die Groflenordnung dieser Glieder betriigt e.

Mit dieser Kenntnis konnen wir nun die Grofenordnung der Terme der Schwankungs-
groflen abschéitzen. Wir beginnen mit der Gréflenordnungsabschitzung fiir die Schwan-
kungsgrofien der Gleichung (3.148). Diese ergibt

o) . o(w” - w)
~ Ox* * 0z* )

€ €
1 €

Wir erkennen, dass nur der zweite Summand von der Gréflenordnung Eins ist und deshalb
in der Gleichung (3.148) erhalten bleibt.

Jwy?ru, .

0.08

0.04

0.0 0.4 0.8 12 z/8

Abb. 3.24: Schwankungsgréflen in der turbulenten Grenzschicht
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AbschlieBend miissen noch die Groflenordnungen der Ausdriicke der Gleichung (3.149)
bestimmt werden. Die nachfolgende Groflenordnungsabschétzung ergibt

u* @ N w* aw* -~ @ N 1 ( 82111* N 82’(1}* ) B a(u*/ . w*/) B 8(’(1)*/2)
ox* dz*  9z*  Rep Ox*? 9z*2 ox* Oz*
€ R 2, € £ € €
1 1 ¢ € 1 ¢ ( 1 €2 ) €

Alle Glieder der Grofienordnung Eins bleiben erhalten. Der Druckgradient dp* /9z* ist also
im Gegensatz zur laminaren Grenzschicht von der Gréflenordnung Eins. Die entsprechende
dimensionsbehaftete Grenzschichtgleichung fiir die z-Richtung lautet also

op ow'?

9z P 0z

(3.150)

Fiir die Berechnung der Grenzschicht kénnen wir die Gleichung (3.150) allerdings ver-
nachléssigen, da der Druck vom Grenzschichtrand bis zur Oberfliche nur um einen Wert
der Grofenordnung e variiert.

Nach der Herleitung der Grenzschichtgleichungen mittels einer
Groflenordnungsabschétzung durch dimensionslose Kennzahlen gehen wir nun wie-
der zu dimensionsbehafteten Gleichungen iiber. Die Gleichungen fiir eine stationire,
zweidimensionale und turbulente Grenzschichtstromung koénnen wir also wie folgt
aufschreiben, wenn wir den Druckgradienten 9p/0x, wie bereits beschrieben, geméfl der
eindimensionalen Eulergleichung beriicksichtigen

ou  ow
wta =0 (3.151)

~Odu _ Ou dU. 0%u o(u - w')
prli o tw o) =T prmg =P ——m" (3.152)

Cdw T 022 0z
Das Uberstreichen der einzelnen Gréfen soll auf die zeitlich gemittelten GroBen hinweisen.

Fiir die Berechnung der turbulenten inkompressiblen Temperaturgrenzschicht benotigen
wir die gem#f einer Groflenordnungsabschitzung vereinfachte Energiegleichung. Da wir
das Wesentliche zur Herleitung der Grenzschichtgleichungen bereits diskutiert haben und
da sich auch bei der Vorgehensweise zur Vereinfachung der Energiegleichung nichts éndert,
geben wir diese Gleichung ohne Herleitung wie folgt an. Sie lautet

T ot _
pcué)x waz_

0T 0 —— dU, ou ——\ Ou
Aw_pcazj(w/T/)_ﬂUCClx{_(Mu_pw/u/>u

(3.153)

Die Gleichungen fiir eine turbulente Grenzschichtstromung besitzen auf der rechten Sei-
te fiir die Schwankungsgrofien nur Differentialquotienten beziiglich der z-Richtung. Die
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entsprechenden Differentialquotienten in Hauptstromungsrichtung (z-Richtung) sind ver-
nachléssigbar klein. Die in den Grenzschichtgleichungen stehenden Schwankungsgrofien
miissen mit geeigneten Turbulenzmodellen, auf die wir im vorigen Abschnitt eingegangen
sind, entsprechend modelliert werden.

Im verbleibenden Teil dieses Abschnittes wollen wir die aufgestellten Gleichungen auf drei-
dimensionale Grenzschichten erweitern. Eine dreidimensionale Grenzschichtstromung, so
wie sie z. B. bei der Kraftfahrzeugumstromung auftritt, ist in Abbildung 3.25 dargestellt.
Die Gleichungen fiir eine inkompressible und turbulente Grenzschichtstromung sind nach-
folgend angegeben. Sie basieren, wie die Gleichungen fiir die zweidimensionalen Grenz-
schichtstromungen, auf einer Gréflenordnungsabschitzung der Reynolds-Gleichungen und
beinhalten deshalb beziiglich ihrer Herleitung nichts wesentlich Neues. Auf den dreidimen-
sionalen Stromungszustand kommen wir noch zu sprechen.

Die Gleichungen lauten

ou_ ov ow_
or oy ' 0z = (3.154)
g on . ooou 0w\ op . m ouw
P\" 9z """y " 0z) T Tar 92T oz ) (3.155)
O L A W) N o S A
’ Ox dy 92) " "oy "H 82 P Th;, (3.156)

Die Druckgradienten 0p/0x und 9p/dy lassen sich mit der Theorie der reibungslosen
Stromungen berechnen, die wir im néchsten Abschnitt kennenlernen werden. Fiir die Be-
rechnung von laminaren Grenzschichten entfallen die Schwankungsglieder auf der rechten
Seite der Gleichungen (3.155) und (3.156). Die Gréflen @, 0, @ und p sind dann nicht als
zeitlich gemittelte Groflen aufzufassen. Es ergeben sich die bereits abgeleiteten Gleichun-
gen (3.141) bis (3.143) fiir laminare Grenzschichten.

Die Randbedingungen fiir die Gleichungen (3.154) bis (3.156) lauten gemif der Haftbe-
dingung der Stromung auf der Wand und der freien AuBlenstromung wie folgt:

u(z=0)=0 |, (z=0)=0 , w(z=0)=0 |,
lim u=U, |, lim v =V,
Z—r00 Z—r00

Stromlinie (reibungsfrei)

\\_//

Querstromungs-
profil

Abb. 3.25: Dreidimensionale Grenzschichtstromung
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3.4.2 Kompressible Stromungen

Die Herleitung der Gleichungen fiir eine dreidimensionale kompressible Grenzschicht-
stromung basiert auf analogen Uberlegungen, die wir bereits bei der Herleitung der
iibrigen Grenzschichtgleichungen kennengelernt haben. Allerdings ist ihr Umfang wesent-
lich grofler, so dass wir die Gleichungen abschliefend ohne Herleitung angeben werden.

Die nachfolgenden Grenzschichtgleichungen beinhalten im Gegensatz zur Favre-Mittelung
Stromungsgrofien, die einfach zeitlich gemittelt sind (s. dazu Gleichung (3.25)). Fiir eine
dreidimensionale kompressible Grenzschichtstromung lauten diese Gleichungen

dp-u) O(p-v) Op-w)
o ay o, 0 (3.157)
o ﬂ,@+@,@+~'@ _—@—F @_a(p_wﬂ.w/)
P\" e T oy T 92) T o M a2 e : (3.158)
(B on o\ o o)
P Oz Jy 9z ) Oy 922 92 (3.159)
Mit der Grofle w ist die Grofie
_ pw
w=—"
p

gemeint. Die vereinfachte Energiegleichung lautet fiir die dreidimensionale Grenzschicht-

stromung wie folgt:

O T T T W AR T Rp—
P (u ox T dy tw 82)_82[Pr00 0z prep-w T+

(3.160)
(-2 (6245 sawa s v
a Prs 0z 0z p P

ho steht fiir die Gesamtenthalpie pro Masse, die sich mit der Gleichung

TEE TR
7+7

hO:Cp'T+2 2

berechnet. Die Randbedingungen fiir die Grenzschichtgleichungen lauten entsprechend

v(z,y,2=0)=0 ,  w(x,yz=0=0 ,

hO('rayaZ = 5) = hO,e

u(z,y,z=0)=0 ,
ﬁ(I,y,Z:(S):ﬁe ’
Die Groflen am Grenzschichtrand und die Druckgradienten in den Gleichungen (3.158)

und (3.159) werden mit der reibungslosen Theorie ermittelt, auf die wir im nachfolgenden
Abschnitt eingehen werden.
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3.5 Potentialgleichungen

Im vorigen Abschnitt haben wir die Grenzschichtgleichungen kennen gelernt, fiir deren An-
wendung wir die Stromungsgréfien am dufleren Grenzschichtrand kennen miissen. Wenn
wir die Stromungsgrofilen am Grenzschichtrand kennen dann wissen wir auch, welche
Druckverteilung auf die Kontur wirkt, denn beim Herleiten der Grenzschichtgleichun-
gen haben wir gelernt, dass innerhalb der Grenzschicht fiir den Druck die Bedingung
(0Op/0z) =~ 0 gilt.

Die Kenntnis der Druckverteilung auf der Kontur ist eine notwendige Voraussetzung zur
Beantwortung vieler technischer Fragen. So kénnen z. B. Festigkeitsrechnungen am Flug-
zeug nicht ohne diese Kenntnis durchgefiihrt werden. Dies gilt ebenfalls fiir die Ermittlung
von Verstellkriften bei Tragfliigelklappensystemen. In diesem Abschnitt werden wir die
Gleichungen zur Ermittlung der Druckverteilung herleiten.

Wir betrachten den Grenzschichtrand, der fiir grofle Reynolds-Zahlen Rey néherungsweise
mit der Kontur iibereinstimmt.

In Abbildung 3.26 ist ein Tragfliigelprofil dargestellt, das von links mit der Geschwindigkeit
Uso angestromt wird. Wie bereits im vorangegangenen Kapitel erlautert gehen wir davon
aus, dass die Stromung auflerhalb der Grenzschicht nahezu reibungsfrei ist.

Fiir die Berechnung der in Abbildung 3.26 gezeigten Stromung eignen sich die Konti-
nuitétsgleichung und die Euler-Gleichungen, die den bereits bekannten Navier-Stokes Glei-
chungen ohne Reibungsglieder entsprechen. Die Gleichungen lauten also, wenn wir wieder
die Volumenkrifte vernachléssigen und davon ausgehen, dass die Stromung stationér ist

Op-w)  O(p-v)  Op-w)

o % G =0 (3.161)
p-(u-gZJrv-ZZer&:)z—gi , (3.162)
p-(u-gz+v-gz+w-gZ):—g§ , (3.163)
p-(u-?:+v~?;+w~?;):—?; . (3.164)

Die in Abbildung 3.26 gezeigte Stromung beinhaltet neben der geringen Reibung noch
eine weitere Eigenschaft, die die Berechnung vereinfacht. Wie wir unmittelbar einsehen
werden, ist die Anstromung drehungsfrei. Nun kann mit dem bekannten Croccoschen Wir-
belsatz (wir gehen auf ihn nicht gesondert ein) gezeigt werden, dass die Stréomung auch

-
v

Abb. 3.26: Profilumstréomung
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weiter stromab drehungsfrei bleibt, wenn im Stromungsfeld keine Entropie- und Gesam-
tenthalpiegradienten auftreten. Da wir eine isentrope Stromung ohne Energiezufuhr bzw.
-abfuhr betrachten, bleibt auch die in Abbildung 3.26 gezeigte Stromung weiter stromab
drehungsfrei.

Die Drehungsfreiheit ist fiir Stromungen ohne Energiezufuhr und -abfuhr nur dann nicht
erfiillt, wenn die Stromung reibungsbehaftet ist (z. B. Grenzschichtstréomung) oder wenn
im Stromungsfeld ein gekriimmter Verdichtungsstof3 auftritt, wie es z. B. bei einem stump-
fen Korper in Uberschallanstrémung der Fall ist (Abbildung 3.27). Zur Berechnung der
Stréomung des zuletzt genannten Stromungsproblems miissen die Gleichungen (3.161) bis
(3.164) angewandt werden. Detaillierte Kenntnisse iiber diese Zusammenhénge kann der
Leser in Prandtl — Fiithrer durch die Stromungslehre, H. Oertel jr. 2008 erwerben.

Wir wollen nachfolgend voraussetzen, dass die Stromung reibungs- und drehungsfrei
ist. Unter diesen Voraussetzungen ldsst sich das Gleichungssystem mit den Gleichungen
(3.161) bis (3.164) auf ein einfacheres Gleichungssystem vereinfachen, das im Wesentli-
chen nur eine partielle Differentialgleichung beinhaltet. Diese Differentialgleichung wird
als Potentialgleichung bezeichnet. Die Motivation fiir diese Namensgebung werden wir
nachfolgend kennen lernen.

Wenn wir davon ausgehen, dass die Stromung drehungsfrei ist, dann gilt fiir das
Stromungsfeld die Bedingung

i j k
0 §—|0 0 0|_
rott = V X 0 = | oo 9y Dz =0 . (3.165)
u ovow
Anders geschrieben lautet die Bedingung (3.165)
- (Ow Ov - [(Ou Ow - (Ov  Ou
[ — — — | — — — k-l———=)=0 3.166
‘ <8y 82>+J <82 8x>+ (&v 8y> ’ ( )
so dass fiir das drehungsfreie Stromungsfeld an jeder Stelle die Gleichungen
ow_ov  ou_ow v _ou a6
dy 0z Jdz Oz or Oy
gelten.
Grenzschichtwand Stof3
Vxv40

/ Vxu#0

Abb. 3.27: Drehungsbehaftete Stromungen
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Die Bedingungen fiir die Drehungsfreiheit (3.167) kombinieren wir zunéchst mit den Euler-
Gleichungen (3.162) - (3.164). Wir betrachten dazu die Gleichung (3.162), die wir mit dem
Differential dz multiplizieren. Wir erhalten

ou ou > _ Op

po(u~au~dx+v~~dx+woodx
oz

~dx . 1
or oy 0z o (3.168)

Nun gelten geméfl der Drehungsfreiheit der Stromung die Gleichungen

ou Ov ou Ow
@_% , 5 o (3.169)

Setzen wir diese in die Gleichung (3.168) ein, erhalten wir die folgende Gleichung

p-(u-au-dx—kv-av-dx—l—w~aw-dx> :—@-dx

ox ox ox ox
oder
0 u? 0 v? 0 w? dp

Mit einer analogen Rechnung beziiglich der Euler-Gleichungen (3.163) und (3.164) erhalten
wir die nachfolgenden Gleichungen fiir die y- und z-Richtung. Diese lauten

0 u? 0 v? 0 w? Op
ALY g+ Ly 2 )= -2 g 3.171
P (8y2 vt g, Wt y) o W (3.171)
0 u? 0 v? 0 w? Op
P'(azz'd”azz'd”azz'dz>—‘az'dz ' (8.172)

Durch die Addition der drei Gleichungen (3.170) bis (3.172) ergibt sich die Gleichung

o V? o V? o V? dp dp dp
A e+ = dy = = (e + 2 qy+ 2£. 1
P (830 2 dz Ay 2 dy 0z 2 dZ) ((’h do oy dy 0z dz), (3.173)

mit V2 = u? +v? + w?. Die Gleichung (3.173) enthiilt auf der linken Seite das vollstéindige
Differential fiir das Geschwindigkeitsfeld und auf der rechten Seite das vollstdndige Dif-

ferential fiir das Druckfeld, so dass wir die Gleichung (3.173) auch wie folgt schreiben
kénnen

1
§~p-d(V2):—dp bzw.  p-V-dV =—dp | . (3.174)

Mit der Gleichung (3.174) sind wir bereits aus der Stromfadentheorie vertraut. Jedoch
lernten wir, dass diese Gleichung nur entlang eines Stromfadens giiltig ist. Diese Ein-
schrankung haben wir nun bei ihrer Herleitung nicht getroffen, d. h. sie gilt fiir ein dre-
hungsfreies Stromungsfeld nicht nur entlang eines Stromfadens, sondern auch in jeder be-
liebigen Richtung im Strémungsfeld. Die Gleichung (3.174) bendtigen wir fiir die weitere
Herleitung der Potentialgleichung.
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Zur Herleitung der Potentialgleichung benutzen wir die folgende Aussage der Vektorana-
lysis. Fiir eine differenzierbare skalare Funktion F gilt

VXxVF=0 . (3.175)

Es bleibt dem Leser iiberlassen, diese Aussage auf ihre Richtigkeit zu untersuchen, was
mit wenig Aufwand durchfiithrbar ist.

Da wir davon ausgehen, dass das Stromungsfeld drehungsfrei ist (es gilt also V x ¥ = 0),
kénnen wir den Geschwindigkeitsvektor ¥ iiber eine skalare Funktion ® angeben, so dass
gilt

5 =gradd =V | . (3.176)

Mit der Funktion @, die als Potentialfunktion bezeichnet wird, kénnen wir die Geschwin-
digkeitskomponenten u, v und w wie folgt angeben

0% 0% 0%

= — = — = — .1
R v 9y w= o (3.177)

u

Als néchstes Ziel wollen wir eine Bestimmungsgleichung fiir die Potentialfunktion ® auf-
stellen. Wenn wir ¢ ermittelt haben, konnen wir unmittelbar mit den Gleichungen (3.177)
den Geschwindigkeitsvektor ¥ berechnen und mit der Bernoulli-Gleichung den Druck.

Um die Gleichung aufzustellen, betrachten wir die Kontinuitétsgleichung (3.161). Wir
ersetzen die Geschwindigkeitskomponenten geméfl den Gleichungen (3.177). Durch Ein-
setzen und Differenzieren erhalten wir

o ( 0wy o ( oa\ o ( o)
ar \* oz aypﬁy 0:\""az) 7"

?d  9*®  9*® od 9p 0P Jp 0P Op
N+ =+ —=— — 4+ —— - —4+—-=—=0 . 3.178
P <8m2+8y2+8z2> ox 8x+8y (‘3y+82 0z ( )
Die Gleichung (3.178) lassen wir zunéichst in ihrer jetzigen Form stehen. Als néchsten
Schritt werden wir Ausdriicke fiir die Differentialquotienten dp/0x, dp/0y und dp/dz
aufstellen, die wir anschliefiend in die Gleichung (3.178) einsetzen. Damit erreichen wir
die Eliminierung der Grée p aus der Gleichung (3.178).

Wir kommen nun auf die Gleichung (3.174) zuriick und ersetzen die Gréfe V2 mit den
Gleichungen (3.177) zu

o0\*  [0d\? [0d\?
2 _ 2 2 2 = = _
VE=u*+v +w_(8x)+(8y>+<3z)

Wir erhalten dann mit der Gleichung (3.174) die folgende Gleichung
1 0\*  [o0\® [0\’
— — — . 1
(&) + (%) (%) AT

dp=—=-p-d
p=—5-p
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Da wir ein isentropes Stromungsfeld betrachten (s = konst.), gilt weiterhin fiir die Schall-
geschwindigkeit a2

<5p) LA T W= (3.180)

Wir ersetzen in der Gleichung (3.180) das Differential dp durch die Gleichung (3.179) und
erhalten die Gleichung

dp = —% L a l(gif + (Zj)z - (gf)zl . (3.181)

Diese Gleichung kénnen wir speziell fiir die z-Richtung des Stromungsfeldes formulieren.

Die Gleichung lautet dann
00?08\ (08)*
Ox y 0z

oder, wenn wir auf der rechten Seite differenzieren

o p(a¢> P’ 00 90 0P 62q>>

gp 1 p 0

or 2 a2 Oz

dr a2

%.ﬁxz—i_aiy.@y&c—i_g.@z@x

(3.182)

Fiir die y- und 2-Richtung erhalten wir die entsprechenden Gleichungen. Sie lauten

Op p (0D 0°® 00 0°® 0P O0%°®

op_ P (9% 0% Fe | o2 1
dy a? (&T dzdy * oy  Oy? o 020y) (3.183)
op  p (0D O*® 092 9P 9P 9P

9= a2 (ax'axaﬁay'ayaﬁaz'azz (3.184)

Wenn wir nun in der Gleichung (3.178) die Differentialquotienten dp/dx, dp/0y und dp/dz
gemifl den Gleichungen (3.182) - (3.184) einsetzen, erhalten wir die Potentialgleichung fiir
eine dreidimensionale reibungs- und drehungsfreie Stromung. Sie lautet

, [(0B\?] 0% |, [0®\’ ,  [(09\?| o2
a® — | =— =t |a"— | — a” — | =— =
ox ox? Ay 0z 022
00 o0 % 0b 00 PB  0b 06 Ob _
Or 0Oy 0xzdy Oor 0z 0x0z dy 0z Oydz

oo
oy?

. (3.185)

Die Potentialgleichung (3.185) ist eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Sie enthélt als Unbekannte die Potentialfunktion ® und die Schallgeschwindigkeit a. Fiir
die Schallgeschwindigkeit gilt die Bernoulli-Gleichung (siehe Kapitel 2.3.3)

a2:ag—l€;1-(u2+v2+w2):
3.186
,_no1 [(ow\t ov\* owy® e
%o ox oy 0z

2
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ap steht fiir die Schallgeschwindigkeit der Gesamt- oder Ruhegrofien (ag = vk - R - To,
To = Gesamt- bzw. Ruhetemperatur). Sie ist fiir die Berechnung des Stromungsfeldes als
bekannt vorauszusetzen. Mit x ist der Isentropenexponent des Gases gemeint.

Die Berechnung des Stromungsfeldes wird mit den Gleichungen (3.185) und (3.186) wie
folgt durchgefiihrt:

e Es werden die Gleichungen (3.185) und (3.186) unter Einhaltung von Randbedin-
gungen gelost. Man erhélt @ und a.

e Mit den Gleichungen (3.177) werden die Geschwindigkeiten berechnet.

e Danach wird die Mach-Zahl M = (vu? 4+ v2 4+ w?/a) berechnet.

e Der Druck, die Temperatur und die Dichte berechnen sich mit den Gleichungen
(Kapitel 2.3.3)

T 1
T071+KT—1.M2 ’
_ 1
Po k=1 aa\*T
(1455102
P 1

1
Po (1+,£_1.M2>K_1

Ty, po und pg sind die Gesamt- bzw. Ruhegrofien des Stromungsfeldes, die fiir die Berech-
nung bekannt sind.

Die nichtlineare Differentialgleichung (3.185) ldsst sich zusammen mit der Gleichung
(3.186) fiir technische Probleme nur numerisch 16sen. Allerdings kann man sie fiir die
Umstromung von schlanken Profilen linearisieren. Die linearisierte Form besitzt fiir
Uberschallanstromungen eine analytische Losung. Wir kommen in dem Abschnitt 4.1.2
Linearisierung auf die Herleitung ausfiihrlich zu sprechen.

Abschlielend wollen wir noch den Grenzfall der inkompressiblen Stromungen betrachten.
Fiir eine inkompressible Strémung gilt a — co. Dividieren wir die Gleichung (3.185) auf
beiden Seiten durch a? und betrachten anschlieBend den Fall a — oo, erhalten wir die
Potentialgleichung fiir eine inkompressible Strémung. Sie lautet

0?®  9*® 020
w‘FTyQ-F@:O . (3.187)

Die Differentialgleichung (3.187) entspricht der Laplace-Gleichung. Sie ist linear und von
zweiter Ordnung.
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3.6 Grundgleichungen in Erhaltungsform

Bevor wir uns mit den kontinuumsmechanischen Grundgleichungen in Erhaltungsform
befassen, wollen wir zunédchst die in den vorangegangenen Kapiteln abgeleiteten Modell-
gleichungen der Stromungsmechanik in einer Hierarchie ihrer Ableitung zusammenfassen
(Abbildung 3.28).

Die allgemeinste Form der mathematischen Beschreibung einer Strémung bietet die Gas-
kinetik, von der wir im einfithrenden Kapitel 1.2 Gebrauch gemacht haben. Im Gegensatz
zur Kontinuumstheorie wird hier die molekulare Struktur der Stromung betrachtet. In
der kinetischen Gastheorie wird der Zustand des Systems durch die Angabe des Ortes
und der Geschwindigkeiten aller Molekiile beschrieben. Die Molekiilpositionen werden im
dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem festgelegt. Dieser Raum wird physika-
lischer Raum genannt. Die Geschwindigkeiten der Molekiile, die sich im Volumenelement
dV = dz - dy - dz befinden unterscheiden sich im Allgemeinen durch Gréfle und Richtung.
Zur Kennzeichnung der Geschwindigkeiten wird zusétzlich ein Geschwindigkeitsraum ein-
gefithrt. Beide Rdume sind in Abbildung 3.29 dargestellt. Sie werden zu einem sechsdi-
mensionalen Raum zusammengefasst. Ein Punkt in diesem Raum ist durch die Angabe
der kartesischen Koordinaten & = (z,y,z) und den Geschwindigkeiten € = (cg, ¢y, ¢,)
festgelegt und reprisentiert ein Molekiil.

Ein Fluid mit N Teilchen wird demnach durch N Punkte im sechsdimensionalen Raum
reprisentiert. Ein Mol eines Gases besitzt also 6 - 10?3 Bildpunkte. Wegen dieser ho-
hen Partikelzahl empfiehlt sich die Einfiihrung einer stetigen Funktion zur Beschreibung
der Teilchendichte im sechsdimensionalen Raum. Die Verteilungsdichtefunktion in diesem
Raum wird durch

(3.188)

BOLTZMANN - GLEICHUNG

‘ Momentenbildung

KONTINUUMSMECHANISCHE
ERHALTUNGSGLEICHUNGEN

4

NAVIER - STOKES -

GLEICHUNGEN
zeitliche Mittelung / \ Storungsansatz
REYNOLDS - STORUNGS -
GLEICHUNGEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Abb. 3.28: Hierarchie der stromungsmechanischen Grundgleichungen
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definiert. Sie beschreibt die statistische Verteilung der Partikel auf den physikalischen und
den Geschwindigkeitsraum. Dabei ist d/V die Anzahl der Bildpunkte im Volumenelement
dz - dy - dz - deg - dey - de, an der Stelle &, € und dé = de, - dey, - de,. Aus der Integration
der Verteilungsfunktion iiber alle Geschwindigkeits- und Ortskoordinaten ergibt sich als
Summe aller Bildpunkte die Gesamtzahl der Teilchen

N://f(i,é,t)-di-dé . (3.189)
C I

Aus der Kenntnis der mikroskopischen Struktur der Stréomung in der Form der skalaren
Verteilungsfunktion f(&,¢,t), kénnen alle Fluideigenschaften in Abhéngigkeit der Zeit
abgeleitet werden. Im Geschwindigkeitsraum kann eine Verteilungsfunktion iiber die Be-
ziehung

AN = N - f(&) - dé (3.190)

definiert werden.

Makroskopische Groflen werden zu einem bestimmten Zeitpunkt als Mittelwerte moleku-
larer Eigenschaften aufgefasst. Die makroskopischen Grofien ergeben sich durch Mittelung

der molekularen Grofien @) gewichtet mit der Verteilungsfunktion f(&)

Q= [Q-av
N
und mit Gleichung (3.190):
o +o0 to0
Q:N-/Q~N-f(6)~d6:/Q-f(6)~d6 . (3.191)

Die beschriebene Vorgehensweise wird als Bildung von Momenten der Verteilungs-
funktion bezeichnet. Die wichtigsten Momente der Verteilungsfunktion sind die mittlere

CZ
°
° .
o |dc,
°
° .'
de,
E dCx

Abb. 3.29: Physikalischer Raum und Geschwindigkeitsraum
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Stromungsgeschwindigkeit

+oo
é= /a.f(a)-da , (3.192)
der Druck p
+oo
p= / %-C2.f(6).da (3.193)
und Temperatur 7'
SR
_ R R O
T_3-n-k /2 ¢ - f(é)-dé (3.194)

mit der Teilchendichte n (Anzahl der Teilchen pro Volumen), der Teilchenmasse m und
der Boltzmann-Konstanten k. Mit den Gleichungen (3.191) - (3.194) ist die Verkniipfung
der mikroskopischen mit der makroskopischen Betrachtungsweise hergestellt.

Fiir die Verteilungsfunktion f lisst sich eine Transportgleichung formulieren, die die sta-
tistische Verteilung der Partikel im physikalischen und Geschwindigkeitsraum beschreibt.
Diese gaskinetische Grundgleichung nennt man Boltzmann-Gleichung;:

ot 0 m 0¢ \ ot (3-195)

%awﬁ.af_(@f)
coll

Die linke Seite der Boltzmann-Gleichung stellt die substantielle Ableitung der Vertei-
lungsfunktion f nach der Zeit im sechsdimensionalen Phasenraum dar, wobei der Term
(F/m) - (0f /0€) die Anderung der Verteilungsfunktion durch die Beschleunigung der
Partikel aufgrund duflerer Kraftfelder F beschreibt. Die rechte Seite reprisentiert die
Anderung der Verteilungsfunktion als Folge der Kollisionen der Partikel. Dieser Term ist
ein Integralausdruck in dem die Verteilungsfunktion quadratisch erscheint:

<g{>cou///(f/'f{f‘fl)‘cr'b'db'de’dcl ) (3.196)

dabei bezeichnet ¢, die Relativgeschwindigkeit der Partikel und b den Stofparameter.

Nachdem die Boltzmann-Gleichung eingefiihrt ist kommen wir zur Hierarchie der stré-
mungsmechanischen Grundgleichungen der Abbildung 3.28 zuriick. Die kontinuumsme-
chanischen Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie ergeben sich mit
der Momentenbildung aus der Boltzmann-Gleichung. Fiir Newtonsche Medien erhélt man
mit der Stokes-Annahme die Navier-Stokes-Gleichungen fiir kompressible und inkom-
pressible Fluide. Die zeitliche Mittelung fithrt zu den Reynolds-Gleichungen turbulen-
ter Stromungen. Die Berechnung kleiner Stérungen im Stromungsfeld erfolgt {iber einen
Storansatz mit den Storungsdifferentialgleichungen, die in Kapitel 4.1.3 benutzt wer-
den.
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Aus den Navier-Stokes-Gleichungen leiten sich die in Abbildung 3.30 dargestellten ver-
einfachten Modellgleichungen ab. Fiir reibungsfreie Strémungen ergibt sich die Euler-
Gleichung. Ist die Stromung zusétzlich drehungsfrei gilt die Potentialgleichung.
Stromungen bei geringen Mach-Zahlen fithren zu den Navier-Stokes-Gleichungen in-
kompressibler Fluide. Ist die Dichte des Fluids nur von der Temperatur und nicht vom
Druck abhéngig, ergibt sich unter Beriicksichtigung des hydrodynamischen Auftriebs die
Boussinesq-Gleichung. Fiir Stromungen bei groffen Reynolds-Zahlen ist die Dicke der
wandnahen Grenzschicht klein gegeniiber den geometrischen Abmessungen, daher kénnen
einzelne Terme innerhalb der Grenzschicht vernachléssigt werden. Dies fithrt zu den pa-
rabolisierten Navier-Stokes-Gleichungen und den Grenzschichtgleichungen.

Fiir die numerische Berechnung von Stromungen ist es von Vorteil die kontinuumsme-
chanischen Grundgleichungen fiir Masse (3.1), Impuls (3.13), (3.14), (3.15) und Energie
(3.123) der vorangegangenen Kapitel in Erhaltungsform umzuschreiben. Dies bedeutet,
dass in den Grundgleichungen die Erhaltungsgrofien Masse, Impuls und Energie als Diver-
genz dieser Groflen dargestellt werden. So enthélt die Kontinuititsgleichung als Divergenz
den Ausdruck V - (p - ¥), die Impulsgleichungen als Divergenz den Ausdruck V- (p- 9 - ¥)
mit dem Tensorprodukt ¥ - ¥ = wuj - up,1 = 1,2,3, m = 1,2,3 und letztlich die Energie-
gleichung als Divergenz den Ausdruck V - (p - E - ¥) mit der Gesamtenergie pro Masse
E = e + (V?/2). Fiihrt man dimensionslose Gréfien ein (Index *) ergibt sich fiir die
dimensionslosen kartesischen Koordinaten

Tm
== m=1,23 ,

mit einer fiir das gesamte Stromungsfeld charakteristischen Bezugslinge L. Dabei steht
xy fir

x] z*
& =a3|=|y"
x5 z*
Die dimensionslose Zeit ist
. b Uso
L )

mit einer fiir das gesamte Stromungsfeld charakteristischen Bezugsgeschwindigkeit .

NAVIER - STOKES - GLEICHUNGEN

4 1 X\

inkompressible parabolisierte
Navier-Stokes-Gleichung | | Navier-Stokes-Gleichung

4 4 V

Boussinesq-
Gleichung

Euler-Gleichung

Potentialgleichung Grenzschichtgleichung

Abb. 3.30: Vereinfachte Modellgleichungen
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Fiir die dimensionslosen Geschwindigkeiten ergibt sich

u m

Uy, = , m=123
Uoo
Dabei steht u}, fiir
uy u*
v =us| = v
us w*

Die dimensionslosen Zustandsgrofien fiir Dichte p*, Druck p*, Temperatur 7 und innere
Energie e* berechnen sich aus

P «_ D T*T . €

p = — ) p = 2 )

To = C Tk

mit fiir das gesamte Stromungsfeld charakteristischen Bezugsgrofien po, und Ts.. Schlie-
lich werden die dynamische Zdhigkeit y und die Warmeleitfihigkeit A mit wiederum fiir
das gesamte Stromungsfeld charakteristischen Stoffgroflen po, und A, dimensionslos ge-
macht

1 A

= — )\*:7
Poo Moo

*

1

Die Groflen z} und t* sind die vier unabhéingigen Variablen in denen die Differen-
tialgleichungen formuliert sind. Die abh#ngigen Variablen sind im Ldsungsvektor
zusammengefasst
*
p
P uy
U- (x:na t*) = p* : ’LL; ) (3197)
pr-ug
p* . E*

mit den Komponenten p* - u};, des dimensionslosen Impulsvektors pro Volumen

* *
= pru

* =% p-v * >|1<
p v Zﬁ: p- Uy
oo " Uoo * *

P u3

und der dimensionslosen spezifischen Gesamtenergie pro Volumen
pr B = ———
Poo " U

des Fluids. Die Grofle E bezeichnet die Gesamtenergie pro Masse (innere Energie e +
kinetische Energie (1/2) - V2).

Die dimensionslosen Erhaltungsgleichungen fiir ein kompressibles laminares Fluid lau-
ten in Erhaltungsform (Masse-, Impuls- und Energieerhaltung)

oU* - OF* 1 < 9G*
m _ - m _ . 1
ot* +m=1 oxf,  Rey, Z e 0 (3-198)




292 3 Grundgleichungen der Strémungsmechanik

Man spricht von Erhaltungsform oder konservativer Form, da das Differentialgleichungs-
system (3.198) an einem raumfesten Kontrollvolumen hergeleitet wurde, so dass jede Glei-
chung direkt die Massen-, Impuls- oder Energieerhaltung ausdriickt. Der Losungsvektor
(3.197) enthélt in jeder Zeile die zu erhaltenden Variablen (konservative Variablen),
bezogen auf das Volumen, also Masse pro Volumen p*, Impuls pro Volumen p* - ¥ und
Gesamtenergie pro Volumen p* - E*. Im Gegensatz zu den konservativen Variablen stehen
die primitiven Variablen Geschwindigkeit, Druck und Temperatur, die in den vorange-
gangenen Kapiteln benutzt wurden.

Unter Vernachléssigung der Volumenkrifte k und der Energiezufuhr ¢ ist in (3.198) F'}
der Vektor der konservativen Fliisse in Richtung m

pr - Up,
p* - uh - ui 4 Oim - p*
F, = | p*-ul -ub+ 0om - p* , (3.199)

: u;kn : ’U,E; +53m 'p*
ug, - (p* - EF +p7)

(05 =1 firi=j; & = 0 fir i # j) und Gy, der Vektor der dissipativen Fliisse in
Koordinatenrichtung m
0
T;:ll

*

G = m2 , (3.200)

Tm3

3
* * 1 *2 €
=By =
m=1 B
dem dimensionslosen Druck
* * * p
pr=(k-1)pe=——7,
(k- 1) )
der dimensionslosen Temperatur
T
T*=(k—1)-Kk-M2 -* = — |
T

den dimensionslosen Spannung

ou¥ 6Uj* 2 3 ouy
R i L e
7—1_] lu < + 8$*> 3 /J‘ £ ]

* *
0x; ; — Juy

und dem dimensionslosen Warmestrom in Richtung m

. A* oT* Nk et
= (1) MZ - Prog 9zn,  Preo Oz

*
m m
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Diese Gleichungen enthalten die Stoffeigenschaften Pro = (¢p - fioo)/Aoo Prandtl-Zahl,
k = (cp/cy) Verhéltnis der spezifischen Warmekapazitéiten, p* dimensionslose dynamische
Zahigkeit, welche fiir Luft unter atmosphérischen Bedingungen mit Pro, = 0.71, kK = 1.4
und der Sutherland-Gleichung in dimensionsloser Form

1+ S* . 1104K
T +S* ' T

[N

pr=(T7)

im Temperaturbereich von 170 K bis 1900 K gegeben sind. Die folgenden dimensions-
losen Kennzahlen charakterisieren das Stromungsfeld

Uoo

My = — Mach — Zahl
oo

Rep, = P2 """~ Rovnolds — Zahl |

Pro, — %ﬂ Prandtl — Zahl

Darin ist as = VK - R - T eine charakteristische Schallgeschwindigkeit.

Es handelt sich bei den Erhaltungsgleichungen um ein System von fiinf gekoppelten nicht-
linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Da die Zeit als unabhéngige
Variable enthalten ist und rdumlich gerichtete Transportmechanismen vorherrschen, sind
die Gleichungen parabolisch.

Sind stationdre Stromungen von Interesse, so werden die Zeitableitungen weggelas-
sen. Die Gleichungen sind dann elliptisch in Unterschallgebieten und hyperbolisch in
Uberschallgebieten. Man bezeichnet sie daher auch als von gemischtem Typ.

Die folgenden Randbedingungen sind zu beriicksichtigen:

An einer festen Wand gilt die Haftbedingung
5" =0 (3.201)
sowie entweder die Temperatur-Randbedingung der isothermen Wand

T =TF | (3.202)

mit der vorgeschriebenen dimensionslosen Wandtemperatur 7T, oder der Temperatur-
Randbedingung der adiabaten Wand
aT*
on*

(3.203)

mit der dimensionslosen Koordinate n* in Wandnormalenrichtung.

FEin weiterer Rand ist der Fernfeldrand, welcher das Rechengebiet bei Um-
stromungsproblemen nach auflen hin begrenzt. Ist der Fernfeldrand weit genug vom um-
stromten Korper entfernt, herrscht dort die ungestorte Auenstréomung v, bzw. die Rand-
bedingung der reibungsfreien Stromung.
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Falls es nicht moglich ist, den Fernfeldrand so festzulegen, dass Reibung keine Rolle spielt,
beispielsweise wenn eine Grenzschicht, eine Abloseblase oder eine Nachlaufstromung das
Integrationsgebiet verlésst, so kann keine mathematisch exakte Randbedingung angegeben
werden. In diesem Fall behilft man sich mit der Extrapolation von Stromungsgréfien im
Stromungsfeld auf den Rand.

Der Losungsvektor bei t =ty = 0 wird durch die Anfangsbedingung (3.204) festgelegt.
U*(z{,0) = Ug({) (3.204)

Das Anfangs-Randwertproblem der reibungsbehafteten Erhaltungsgleichungen besteht aus
den Differentialgleichungen (3.198)—(3.200), den Randbedingungen (3.201)—(3.203) und
der Anfangsbedingung (3.204).

Fiir die Berechnung von turbulenten Stromungen gelten die zeitlich gemittelten Grund-
gleichungen fiir Masse (3.33), Impuls (3.38) - (3.40) mit (3.41) und (3.42) und Energie
(3.133) mit (3.134). Wir wollen diese Gleichungen ebenfalls in Erhaltungsform darstel-
len. Um diese Grundgleichungen dimensionslos zu machen, verwenden wir fiir die mit der
Favre-Mittelung zeitlich gemittelten Groflen und fiir die Schwankungsgrofien die gleichen
Bezugswerte wie fiir die Stromungsgrofien. Es gilt damit fiir eine dimensionslose Grofie £*

T L

Der zeitlich gemittelte Losungsvektor der abhéngigen Variablen ist

P

s pFruty
U(ap t) = | p7outa | (3.205)

R

P E

Die dimensionslosen Erhaltungsgleichungen fiir ein kompressibles turbulentes Fluid
lauten damit in Erhaltungsform (Masse-, Impuls- und Energieerhaltung)

aﬁ+ L OF . 1 .iaﬁm+ .\ OR;,
ot* ox}, Rer,

m=1

=0 . 3.206
m=1 837;‘;1 m=1 ax?ﬂ ( )

Diese Gleichung (3.206) besitzt eine zu der Erhaltungsgleichung fiir laminare Strémungen
(3.198) analoge Form. An die Stelle der konservativen Variablen treten zeitlich gemittelte
Variablen und alle Terme der Gleichung sind zeitlich gemittelt zu verstehen. Als Folge der
Mittelung ist der Term R* hinzugekommen

Die in Gleichung (3.206) unter Vernachlissigung der Volumenkrifte k und der Energiezu-
fuhr ¢s vorkommenden Terme sind F*,, der Vektor der zeitlich gemittelten konvektiven
Fliisse in Koordinatenrichtung m

E ! ﬁm
'Em'El"'(slm'F
. U*m : U*2 + 52m ‘ F 5 (3207)
'ﬁm E;li\j' 63m F
Gy (7 B )

Fry =

R
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(05 =1 firi=j; & =0 fiiri # J) m der Vektor der gemittelten dissipativen
Fliisse in Koordinatenrichtung m
0
le
G = T m2 (3.208)
T " m3

3
douF TR m ¢
=1

und der hinzugekommene Vektor fiir das algebraische Turbulenzmodell

0
*// x/1
p-u 1 " CUT Y
- * *// s/
Sur U
R, = }/,v m , (3.209)
* *
p-u 1t u m

"
h* %1/ "t E u*”p u*//u*// + & Z u*// *// *// Z u*i/T I
1_

mit der Enthalpie h* = e* 4 (p*/p*) und

— ~ 3 u*r2n —~2
Er=e+ > SR (3.210)
m=1
3 -
—~2 u*m . u*m
=)0 —m— (3.211)

Darin wird &* die zeitlich gemittelte Turbulenzenergie genannt.

Die in dem zusétzlichen Term R* vorkommenden Schwankungsgrofen sind unbekannt,
ebenso wie die zeitlich gemittelten abhéngigen Variablen des Losungsvektors, deren Be-
rechnung unser Ziel ist. Das Gleichungssystem hat wie bereits besprochen mehr Unbe-
kannte als Gleichungen. Es ist also nicht geschlossen. Es ist die Aufgabe der Turbu-
lenzmodellierung (s. Kapitel 3.2.3), dieses System durch empirische Annahmen iiber die
Grofle dieses zusitzlichen Terms R* fiir das jeweilige Stromungsproblem zu schliefien.

Durch Vernachlidssigung der Reibung, also von G in Gleichung (3.198) erhélt man die
Erhaltungsform der dimensionslosen reibungsfreien Grundgleichungen

U <~ OF
m = . . 1
i +mz::1 Fan =" (3.212)

Gegeniiber den reibungsbehafteten Grundgleichungen in Erhaltungsform (3.198) und
(3.206) haben die reibungsfreien Erhaltungsgleichungen den Vorteil, dass sie unter erheb-
lich geringerem Aufwand numerisch gelést werden kénnen. Die Berechnung von zweiten
Ableitungen entfillt, da diese nicht mehr in den Gleichungen enthalten sind.
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