Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitsrechnung

2.1 Grundlagen

2.1.1 Vorbemerkungen

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beschaftigt sich mit den Gesetzmiifiigkeiten des Zufalls.
Das klingt zundchst wie ein Widerspruch, denn das Wesen des Zufalls - etwa beim
Minzwurf oder beim Wiirfeln - ist, dass man die Ergebnisse nicht vorhersagen kann.
Wiederholt man jedoch die Wiirfe, so wird man beobachten, dass die Ergebnisse Kopf
und Zahl oder die Augenzahlen anndhernd gleich haufig auftreten. Dafiir ist die Re-
deweise ,diese Ergebnisse sind gleich wahrscheinlich” tiblich und angebracht. Es hat
jedoch lange gedauert, bis der Begriff Wahrscheinlichkeit mit der fiir die Mathematik
erforderlichen Strenge gefasst werden konnte.

Einen naheliegenden Ansatz kann man am Beispiel des k-fachen Miinzwurfs einfach
erkldaren. Man wirft eine Miinze sehr oft hintereinander und notiert fiir jedes k > 1 die
relativen Haufigkeiten

(i) == % - (Anzahl der Ergebnisse i in den ersten k Wiirfen),

wobei i = 0 (Kopf) und i = 1 (Zahl) bedeutet. Dann ist 7 (0) + (1) =1 fiir alle k.

Nun besteht die nicht ganz unbegriindete Hoffnung, dass die Folgen r;(0) und r(1)
mit wachsendem k konvergieren. Dann konnte man die Grenzwerte

p:=limr(0) und g:= limr(1)
k—ro0 k—o0
mit p + g =1 als die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ergebnisse Kopf und Zahl erklaren.
Aber diese Hoffnung wird mehr als getriibt durch ernsthafte Probleme.
Mit einem Zufallsgenerator werden drei Serien von insgesamt 500 Miinzwiirfen simu-

liert. Die Ergebnisse von r(0) sehen so aus [RI, 2.1]:
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Als Ergebnis kann man bestenfalls eine recht wacklige Tendenz zur Konvergenz gegen
0.5 erkennen. Von einer straffen Konvergenz, wie man sie aus vielen Beispielen der
Analysis kennt, kann keine Rede sein. Auch fiir weit grofere k kann r;(0) noch immer
deutlich verschieden von 0.5 ausfallen.

Neben diesem mehr praktischen Problem gibt es ein gravierendes Problem fiir die Theo-
rie. Wenn man von Grenzwerten redet, muss man unendliche Folgen betrachten. Die
gibt es nicht in der Realitdt, sondern nur in Gedanken; damit ist man bei den theoreti-
schen Problemen angekommen. Wollte man Wahrscheinlichkeiten definieren als Grenz-
werte relativer Haufigkeiten, so miisste man zur Rechtfertigung fiir solche gedachte
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Folgen von Experimenten und die daraus erhaltenen Folgen von relativen Haufigkei-
ten folgendes beweisen:

¢ Jede solche Folge von relativen Haufigkeiten konvergiert.

* Beije zwei solchen unter gleichen Bedingungen erhaltenen Folgen sind die Grenz-
werte gleich.

Die Miinze hat kein Gedéchtnis, also ist das Ergebnis jedes neuen Wurfes unabhéngig
von den vorhergehenden Wiirfen. Daher kann niemand mit absoluter Sicherheit aus-
schlieflen, dass extreme Folgen auftreten konnten:

* Es konnte eine nicht konvergente Folge r,(0) geben.

¢ Es konnte zum Beispiel mit der gleichen Miinze Folgen geben, bei denen nie Kopf
oder nie Zahl auftritt, dann wire

lim 7.(0) =0 oder lim r(0)=1.

k—o0 k—rco

Bei beiden Folgen existieren die Grenzwerte, sie sind aber verschieden. Ein solches
denkbares Beispiel kann in der Realitdt nur approximiert werden. Dazu ein Artikel aus
der FAZ [ST1]:

Denkfehler, die uns Geld kosten

Die Tragik von Monte Carlo

30.06.2012 Wenn beim Roulette mehrmals hintereinander , Schwarz” gewonnen hat, muss doch
auch mal wieder ,,Rot” dran sein: So denken viele Spieler - und verlieren.

Am 18. August 1913 gab es in Monte Carlo ein bemerkenswertes Ereignis. In dem legendiren
Spielcasino, in dem sich die Oberschicht halb Europas in Frack und Abendgarderobe ein Stell-
dichein gab, landete die Kugel des Roulette stolze sechsundzwanzig Mal hintereinander auf
Schwarz. Ungefihr nach dem 15. oder 16. Mal soll es in der erlesenen Spielerschar zu geradezu
~chaotischen Zustinden” und ,,ungeziigeltem Setzen”gekommen sein, wie glaubhaft iiberliefert
ist: Immer mehr Hinzukommende wollten auf Rot setzen, weil sie glaubten, irgendwann miisste
diese Serie doch ein Ende haben. Einige waren davon sogar so iiberzeugt, dass sie alles setzten
und kein Geld mehr hatten, als in der 27. Runde endlich Rot kam. Das Casino verdiente an
diesem Tag Millionen.

Schon das einfache Beispiel des Miinzwurfes zeigt, dass die im Prinzip gute Idee, Wahr-
scheinlichkeiten als Grenzwerte relativer Haufigkeiten zu erkldren, an technischen Pro-
blemen scheitert. In 2.7 werden wir mit ,Gesetzen grofSer Zahlen” zeigen, was sich von
der Idee retten ldsst: Man kann beweisen, dass wenigstens ,fast alle” Folgen relativer
Haufigkeiten gegen den gleichen Grenzwert konvergieren. Dazu benétigt man aller-
dings ein solides Riistzeug von Wahrscheinlichkeitstheorie.

Ein Ausweg aus dem Dilemma wurde um 1930 gefunden, dabei folgte man dem langen
Weg der Geometrie: Wahrend EUKLID versuchte, inhaltlich zu definieren, was ein Punkt
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oder eine Gerade sein soll, stellte D. HILBERT in seiner 1899 veroffentlichten Axiomatik
der Geometrie nur noch die formalen Regeln zusammen, die zwischen Punkten und
Geraden gelten sollen. In diesem Sinne legte KOLMOGOROFF [KO] eine axiomatische
Definition von Wahrscheinlichkeiten vor, die nur die formalen Eigenschaften festlegt
und auf eine inhaltliche Erklarung verzichtet.

In unserem Beispiel des Miinzwurfs geht man demnach so vor: Man nimmt an, es hand-
le sich um eine , faire Miinze”. Demnach erkldrt man die Wahrscheinlichkeiten fiir Kopf
oder Zahl durch

p(0):=1 und p(1):=1.

Eine typische Frage der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es nun, ausgehend von dieser
Definition, die Wahrscheinlichkeiten fiir die Gesamtzahlen der Ergebnisse Kopf oder
Zahl bei k aufeinanderfolgenden Wiirfen zu berechnen. Daraus kann man dann schliefs-
lich auch Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz der Folgen (7(0)) und
(r¢(1)) beweisen. Man hat also durch die axiomatische Methode, ganz kurz gesagt, , den
Spiefs umgedreht”.

2.1.2 Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

Ausgangspunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind sogenannte Zufallsexperimente.
Das sind im Idealfall Experimente, deren Ergebnisse nur vom Zufall gesteuert sind,
und die unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar sind. Das ist keine ganz
prézise Definition und die geforderten Eigenschaften sind in der Realitdt hochstens an-
ndhernd zu erreichen. Das Gegenteil dazu sind sogenannte , deterministische” Experi-
mente, bei denen die Ergebnisse durch Gesetzmafligkeiten, etwa der Physik oder der
Logik, bestimmt sind. Was zu einem Zufallsexperiment immer gehort ist eine Menge ()
von moglichen Ergebnissen . Man nennt () die Ergebnismenge.

Im einfachsten und fiir die Realitdt wichtigsten Fall ist (2 endlich, also
Q={wq,...,wn}.

Beispiel 1 (Zufallsexperimente)

a) Das einfachste und in der Wahrscheinlichkeitsrechnung immer wieder verwendete
Beispiel ist der Wurf einer Miinze. Dann ist

Q={0,1} mit 0= ,Kopf” und 1= ,Zahl"
b) Das zweite stets benutzte Beispiel ist der Wurf eines Wiirfels, dann ist
a=1{1,..,6},

wobei das Ergebnis der Augenzahl entspricht.
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¢) Beim klassischen Roulette ist
0=40,1,2,..,36},
in der amerikanischen Version ist
Q' ={0,1,2,...,36,00},

Bei 0 und 00 gewinnt die Bank.

d) Beim Zahlenlotto 6 aus 49 ist das Ergebnis einer Ziehung enthalten in
Q={{m,...a6} € {1,..,49}}.

Wie in 2.3.1 begriindet wird, ist # () = 13 983 816.

Die Beispiele a) bis d) sind die Grundlage von Gliicksspielen. Die Analyse solcher Spiele
ist historisch ein entscheidender Antrieb fiir die Entwicklung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung gewesen.

e) Das Geschlecht eines Kindes ist weitgehend vom Zufall abhéngig. Die Ergebnismen-
ge eines solchen , Zufallsexperiments” ist wie beim Miinzwurf

0:={0,1}, wobei 0= ,minnlich” und 1= ,weiblich”.

f) Die Ergebnisse von Fufiballspielen sind zumindest teilweise von Zuféllen verschie-
dener Art gesteuert, dazu gibt es mehrere empirische Untersuchungen (vgl. etwa

[Q-V]).

Nun soll jedem w € ) eine Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten dieses Ergebnisses w
zugeordnet werden. Wie in 2.1.1 angektindigt, wird das rein formal erklért.
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Definition Eine  Wahrscheinlichkeitsfunktion — auf  einer  endlichen  Menge
Q = {wy,...,wy } ist eine Funktion

p:Q—[0,1] CR
mit der Eigenschaft
WO p(wy)+...+p(wn) =1

Fiir ein w € Q) heifit dann p(w) die Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses w.

Diese Erkldrung ist von nicht zu tibertreffender Einfachheit, und
kann geometrisch interpretiert werden durch ein Gliicksrad. Es

hat den Gesamtumfang 1 und der gesamte Kreisbogen ist auf- p (wi)
geteilt in n Bogenstiicke der Langen p(w1), ..., p(wy). Man kann

sich nun vorstellen, dass ein Zeiger den Bogen entlang lduft und
vom Zufall gesteuert auf einem der Bogenstiicke, etwa dem zu
w; gehorenden, stehen bleibt.

Dem entspricht die Zahl p(w;), die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ergebnisses
wij. Um ganz genau zu sein, muss man noch festlegen, was als Ergebnis zdhlt, wenn der
Zeiger exakt auf der Grenze zwischen zwei Bogenstiicken stehen bleibt. In der Praxis
ist das wegen der begrenzten Messgenauigkeit nicht {iberpriifbar, aber in der Theorie
ist das denkbar. Dann kann man zu () als weiteres Ergebnis ein w( hinzunehmen, was
bedeutet, dass der Zeiger genau auf einem der Grenzpunkte stehen bleibt. Dafiir ist
p(wp) = 0 angemessen. Nun aber der entscheidende Punkt:

Vorsicht! Eine Wahrscheinlichkeit Null bedeutet nicht, dieses Ergebnis wire vollig
unmoglich. Es ist zwar ,extrem unwahrscheinlich”, aber denkbar.

Beispiel 2 (Miinzwurf)
Beim Miinzwurf mit den Ergebnissen 0 = Kopf und 1 = Zahl kénnte man noch das
denkbare Ergebnis

2 =, die Miinze bleibt auf dem Rand stehen”
hinzuftigen. Auf Q) = {0,1,2} ist dann
p(0)=p(1)=3% und p(2)=0
angemessen.

Oft ist es angebracht, mehrere von irgend einem Standpunkt aus als , glinstig” ange-
sehene Ergebnisse zusammenzufassen. In diesem Sinne nennt man jede beliebige Teil-
menge A C ) ein Ereignis. Die Begriffe , Ergebnis” und ,Ereignis” sind allgemein tib-
lich, aber leider leicht zu verwechseln. Im Englischen ist das besser: Dort ist

Ergebnis = outcome und Ereignis = event.
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Die Ereignisse sind Elemente der Potenzmenge P(Q). Ist # Q = n, so gilt
#P(Q)) = 2". Fiir jedes w € Q) nennt man die einelementige Menge {w} € P(Q) ein
Elementarereignis.

Nun zum grundlegenden Begriff der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

Definition Ist Q) eine endliche Ergebnismenge, so heifit eine Abbildung
P:P(Q) —[0,1], A~ P(A),

ein WahrscheinlichkeitsmafS auf Q), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.:

W1 P(Q) =1
W2 P(AUB) =P(A)+P(B) fir ABCQ mit ANB=0

Das Paar (Q), P) heifit dann endlicher Wahrscheinlichkeitsraum,
P (A) heifst Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Die Bedingungen W1 und W2 sind ein einfacher Spezialfall der KOLMOGOROFF-
Axiome.

Zwischen Wahrscheinlichkeitsfunktionen und Wahrscheinlichkeitsmafien besteht ein
enger Zusammenhang:
Lemma Sei Q) eine endliche Ergebnismenge.

a) Ist p: QO — [0,1] eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, so ist durch

P(A):= ) p(w) fir ACO

w€eA
ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf Q) erklirt.
b) Ist P: P(Q) — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, so ist durch
p(w):=P{w}) fir weQ

eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Q) erklirt.

Beweis des Lemmas

a) Axiom W1 folgt sofort aus W0. Zum Nachweis von W2 wihlen wir die Numme-
rierung so, dass

A= {(Ul,...,(dk} und B= {(Uk+1,...,a)k+l}
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mitk,! € N und k + I < n. Dann folgt nach Definition von P
PAUB) = plewn)+ .+ pleis)
plw1) + ...+ p(wi) + p(Wesr) + - + plwigr) = P(A) + P(B).
b) Ist umgekehrt p mit Hilfe von P erklért, so geniigt es wegen W1 zu zeigen, dass
p(wi) + ...+ p(wn) = P(Q).
Dazu zeigen wir durch Induktion tiber k, dass
plwi) + ... + plwg) = P{wsy, ..., wi}) fur 1<k<n.

Der Fall k =1 folgt aus der Definition von p und der Induktionsschluss folgt mit
W2 aus

plw1) + ...+ plwi—1) + plwi) = P{wr, o w1 }) + P{wi}) = P({wy, .. wic})-
|

Als Ergebnis kann man festhalten, dass es zwei gleichwertige Moglichkeiten gibt, Wahrschein-
lichkeiten fiir endliche Ergebnismengen Q) axiomatisch einzufiihren:
e Durch eine Wahrscheinlichkeitsfunktion p: QO — [0,1] mit Axiom WO

e Durch ein Wahrscheinlichkeitsmafd P: P(Q) — [0,1] mit den Axiomen
W1 und W2.

Es erscheint klar, dass die erste Methode einfacher und fiir den Schulunterricht besser
geeignet ist.

Das einfachste Wahrscheinlichkeitsmafs auf einer endlichen Ergebnismenge
Q={wq,...,w,} mit n>1

ist die sogenannte Gleichverteilung (oder LAPLACE-Verteilung). Sie ist erklart durch die
Wabhrscheinlichkeitsfunktion

1
p:Q—[0,1] mit p(w):= . furalle weQ.
Fiir ein Ereignis A C (), dessen Elemente man von irgend einem Standpunkt aus als
,gunstige” Ergebnisse betrachten kann, ist dann

#A  Anzahl der giinstigen Ergebnisse

P(A):= #Q  Anzahl der moglichen Ergebnisse’

Ob auf einer Ergebnismenge () die Gleichverteilung angemessen ist, hangt davon ab,
wie die Ergebnisse zustande kommen.
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Beispiel 3 (Fairer Wiirfel)

Beim Wiirfeln ist das Ergebnis die Augenzahl, also Q = {1,...,6}. Ist der Wiirfel ,fair”,
so ist auf () die Gleichverteilung P angemessen. Mogliche Ereignisse sind fiir die
Augenzahl: sechs, gerade, Primzahl, Quadrat. Dann ist

Ar={6}, Ar={2,46}, A3={2,35}, Ays={1,4} und

P(Al) - %/ P(AZ) - %/ P(A3) - %r P(A4) = %
Beispiel 4 (,Stammhalter” bei zwei Kindern)
Beim ,, Zufallsexperiment” zwei Kinder ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens einen
Buben gesucht. Setzt man 0 fiir Bub und 1 fiir Mddchen, so kann man die moglichen

Ergebnisse verschieden beschreiben. Beriicksichtigt man die Reihenfolge der Geburt, so
ist

Q:={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) }.

Betrachtet man nur das Endergebnis, so ist
Q' :={{0,0},{0,1},{1,1}}, wobei {1,0} ={0,1},
und zdhlt man die Anzahl der Buben, so ist
Q" =1{0,1,2}.

Unter den ziemlich zutreffenden Annahmen, dass Buben und Méadchen gleich wahr-
scheinlich sind, und dass das Geschlecht des zweiten Kindes vom ersten unabhingig
ist - was im Folgenden noch praziser ausgefiihrt wird - ist auf () die Gleichverteilung P
angemessen. Dann ist das Ereignis , Stammhalter” beschrieben durch

A:=1{(0,0),(0,1),(1,0)} C QO mit P(A):Z.

Entsprechend ist
A':={{0,0},{0,1}} c Q' und A":={1,2} cQ”.

Auf () und )" ist aber keine Gleichverteilung mehr angemessen, da den Ergebnissen
{0,1} € Q' und 1 € Q)" jeweils die beiden Ergebnisse (0,1) und (1,0) € Q) entsprechen.
Angemessen ist auf ()’

1

P({0,0)=P({11}) = und P({01}) =5,

und entsprechend auf Q"

P//(Q) _ P//(Z) _ i

Mit diesen Wahrscheinlichkeiten ist dann schliefdlich

und  P(1) :%

P(A) = P/(A)) = P(A") = 2
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Dieses ganz einfache Beispiel zeigt, wie man die Ergebnisse eines Experiments verschie-
den beschreiben kann, und dass die Annahme einer Gleichverteilung Vorsicht erfordert.

Zum Schluss dieses Abschnitts noch ein Hinweis zu den Bezeichnungen. Streng genom-
men unterscheidet man zwischen einem Ergebnis w € () und einem Elementarereignis
{w} C O, also {w} € P(Q), es gilt

plw) =P({w}).

Zur Vereinfachung kann man P(w) statt P({w}) schreiben, dann ist auch p(w) = P(w),
und man kann den Buchstaben P sowohl fiir das Wahrscheinlichkeitsmafs als auch fiir
die Wahrscheinlichkeitsfunktion verwenden. Bei einer endlichen Ergebnismenge () ist
das ganz unproblematisch.

2.1.3 Unendliche Wahrscheinlichkeitsraume *

Beispiel 1 (Die erste Sechs)
Man wiirfelt so lange, bis zum ersten Mal eine Sechs auftritt. Dann kann man als Ergeb-
nismenge

0=1{123..}

ansehen, wobei das Ergebnis gleich k € Q) ist, wenn die Sechs zum ersten Mal beim
k-ten Wurf aufgetreten ist. Da man keine obere Schranke fiir k angeben kann - der Zufall
konnte wieder verrtickt spielen - kommt man nicht mehr mit einem endlichen () aus.
Wie wir in 2.3.6 begriinden werden, ist als Wahrscheinlichkeitsfunktion p: 3 — [0, 1] bei

diesem Experiment
1 5 k-1
=5 (2) el

angemessen. Mit Hilfe der geometrischen Reihe erhélt man

o0 © 1 5 k—1 1 & 5 k 1 1
k=1 k=1 6 6 6 k=0 6 6 1-

5
6

Beispiel 2 (Gliicksrad)
Beim schon in 2.1.2 beschriebenen Gliicksrad vom Umfang 1 kann man als Ergebnis w
des Experiments auch die genaue Position des Zeigers ansehen; dann ist Q) = [0,1].

In den Beispielen 1 und 2 sind die Ergebnismengen () nicht mehr endlich, sondern
unendlich. Es besteht aber ein grundlegender Unterschied: In Beispiel 1 ist {3 = IN ab-
zdhlbar unendlich, in Beispiel 2 ist Q) = [0,1] tiberabzihlbar. In diesem Abschnitt soll
erlautert werden, dass der abzihlbar unendliche Fall eine einfache Variante des endli-
chen Falls ist, der tiberabz&hlbare Fall dagegen erfordert weit kompliziertere Techniken.
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