2 Uber die Nichtexistenz von Konfidenzbereichen und (lokal)
gleichmiiBig konsistenten Schiitzern nach [Pfa98]

In diesem Abschnitt fassen wir den Artikel [Pfa98] zusammen. Dabei werden einige Beweise
detaillierter dargestellt. Im Gegensatz zum Original stellt diese Zusammenfassung jedoch keine
Verbindung zu den urspriinglichen Ergebnissen her. Auierdem werden einige Bemerkungen
sowie der gesamte Abschnitt 5 nicht behandelt.

Im Folgenden sei stets P eine Menge von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem Messraum
(X,.A). Identifizieren wir P mit der Selbstparametrisierung (P : P € P), so sind alle statisti-
schen Begriffe, gemifl Abschnitt 1 mit n = 1, erkldrt. Ein Spezialfall ist das Modell unabhingig
identisch verteilter Beobachtungen (P®" : P*" € P") auf dem Messraum (X", A%").

2.1 Ubersicht

Wie bereits in Abschnitt 1 erwihnt, konnen sowohl lokale als auch globale Eigenschaften von
K fiir die Nichtexistenz ,,moglichst kleiner Konfidenzbereiche verantwortlich sein.

In Abschnitt 2.3 betrachten wir die lokalen Eigenschaften. Falls k gewisse lokale Eigenschaf-
ten bei einem WahrscheinlichkeitsmaB Py aufweist, wird die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
P(x(P) € C) fiir Wahrscheinlichkeitsmafe P beliebig nahe bei By notwendigerweise klein. Ein
erwiinschtes effektives Konfidenzniveau kann also wegen diesen lokalen Eigenschaften nicht
realisiert werden. Solche Eigenschaften sind, etwas unprézise ausgedriickt, die Unstetigkeit von
K bei Py oder die Existenz einer Extremstelle bei Fy. Eine weitere Folgerung ist die Nichtexis-
tenz einer lokal gleichmifig konsistenten Folge von Schitzern.

In Abschnitt 2.4 wenden wir die Resultate aus Abschnitt 2.3 auf verschiedene Beispiele an.
Abschnitt 2.5 beschiftigt sich schlieflich mit globalen Eigenschaften von k. Wir werden sehen,
dass fiir nicht gleichmifig stetige Funktionale ein effektives Konfidenzniveau y nahe bei 1 u. U.
nicht realisierbar ist. Analog zu Abschnitt 2.3 folgern wir die Nichtexistenz einer gleichmifig
konsistenten Folge von Schitzern.

2.2 Definitionen und vorbereitende Ergebnisse

Im weiteren Verlauf bendtigen wir C(x) € B(R) fiir jedes x € X sowie die .A-Messbarkeit der
Funktionen infC und supC. Um dies zu erhalten, nehmen wir

{(x,r) eXxR:reCx)} € A2 B(R) (1)

an. Damit folgt direkt C(x) € B(R), da C(x) als Schnitt einer messbaren Menge ebenfalls mess-
bar ist. Wir bemerken, dass (1) immer erfiillt ist, falls C(x) fiir jedes x € X" ein Intervall mit
messbaren Grenzen ist. Um die Messbarkeit der Funktionen infC und supC zu erhalten, miis-
sen wir neben (1) noch A = A, annehmen.* Dies soll hier jedoch nicht weiter ausgefiihrt werden

“Mit A, bezeichnen wir die 6-Algebra der universell messbaren Mengen.

A. Mees, Zur Robustheit von Konfidenzbereichen und Tests fiir Erwartungswerte,
BestMasters, DOI 10.1007/978-3-658-09034-0 2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015



und wir verweisen stattdessen auf [Pfa98, S. 10].

Definition: Fiir WahrscheinlichkeitsmaBe P, Q und Py auf (X,.A) und € > 0 definieren wir
i) d(P,Q) :=sup{|P(A)—Q(A)| :A € A} (Totalvariationsabstand)
i) Pe(Ry):={PeP:d(PP)<e}
iii) Ke(Py) := k(Pe(Py))
iv) K(Py) :=NexoKe(P)

v) liminfp_p, P(k(P) € C) :=sup,~oinfpep,(p) P(k(P) €C) (effektives Konfidenzniveau
bei Py)

Dabei muss Py nicht notwendig in P liegen, der Fall P¢(Py) = 0 ist daher mdglich. In diesem
Fall werden Infima wie oben in v) oder unten in (2) gleich 1 gesetzt; fiir Infima und Suprema,
die sich auf den Raum R beziehen, setzen wir in iiblicher Weise inf( = oo und sup@® = —co. [

Wir geben nun obere Schranken fiir das effektive Konfidenzniveau bei Py (Niveau bei Fy) an.

2.1 Lemma: Fiir P € P und jedes Wahrscheinlichkeitsmal Py auf (X, .A) gilt

liminf P(k(P) € C) <sup inf Py(reC 2
P—Py ( ( ) ) - 8>%reKE(P0) 0( ) @
< min{Py(infC < supinfKe(Py)), Py(supC > inEsusz P))}. (3

£>0 £>

Beweis: Der uninteressante Fall Pg(Py) = 0 fiir ein € > 0 ist klar. Wir nehmen daher
Pe(Py) # 0 fiir jedes € > 0 an. Es sei § > 0 beliebig und € € ]0, §]. Fiir P € Ps(PR) und r € R
gilt

P(reC)<é+PR(reC).
Folglich gilt fiir P € Pg(R)

it P(K(P) €C) < P(K(P) €C) < 5+ Ry(K(P) €C).

Da r:= k(P) € K¢(Py) wegen der beliebigen Wahl von P beliebig ist, gilt

inf P(k(P)eC)<$é inf Py(reC).
Pegi(Po) (k(P)eC) < +reII{r:(Po) b(rec)

Mittels Supremumsbildung folgt

liminfP(k(P) € C) < d+sup inf Py(reC
P—PRy ( ( ) )_ e>€r6Kg(P0) 0( )

und somit (2), da § > 0 beliebig.

SMit 0 bezeichnen wir die leere Menge.



Um (3) zu zeigen, setzen wir x(x) := infC(x). Wegen der Teilmengenbeziehung C(x) C
[x(x),00[ gilt fiir € >0

inf Py(reC)< inf Py(k<r)=PF(k<infK¢(FP)),
reKe(Py) O(r )7rng(P0) 0(77") 0(77 8( 0))

wobei zur Verifizierung der Gleichung die Ungleichung ,,>* trivial ist und die Ungleichung
,,<“ mittels Betrachtung einer fallenden Folge (r,)qen in Ke(Py) mit limy, e 1y, = infKe (Py)
und der Stetigkeit von oben gezeigt werden kann. Anwendung von sup,, auf beiden Seiten
liefert mit der Stetigkeit von unten die erste Ungleichung in (3). Die zweite Ungleichung kann
analog gezeigt werden. O

Als erste Folgerung von Lem. 2.1 erhalten wir die folgende Proposition.

2.2 Proposition: Es seien P € P, Py ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (X, A), i ein c-endliches
MaB auf (R, B(R)) und K¢ (Py) € B(R) fiir jedes € > 0. Dann gilt

H(K(R)) liminfP(x(P) € C) < [ W(K(B) NC())dPy(x) @
und somit

liminfP(x(P) € C) =0, falls u(K(R))=c und /u(K(Pg) NC(x))dPy(x) < eo. (5)

P—Py

Beweis: Fiir € > 0 und s € K¢(P) gilt

nf B(reC)SRseC)= /(s € C(x))dPy(x).

Mittels p-Integration iiber r € K¢ (Py) und dem Satz von Fubini erhalten wir

1(Ke(PRy)) inf Py(reC)< // 5 € C(x))dp(s)dPy(x).
reKe(Py) K.iR)
e (J

Die Beziehung K(Ry) C K¢ (Py) liefert

W(K(R) inf P ) g/ 1 (Ke(Py) N C(x))dPo(x).

reKe(Py

Da die linke Seite fallend, die rechte Seite wachsend in € ist, erhalten wir mittels Grenzwertbil-
dung (¢ — 0)

H(K(Py))sup inf Po(r€C) < lim [ p(Ke(Po) NC(x))dFo(x) /H (Po) NC(x))dPy(x).
£>07€Ke(Py)

Die letzte Gleichung ergibt sich aus Grenzwertvertauschung und Stetigkeit von oben. Dabei
wird die Grenzwertvertauschung durch die folgende Uberlegung gerechtfertigt: Da u ein o-
endliches MaB ist, existiert eine Folge (By)ren von Mengen aus B(R) mit ;> ; By = R und
WU(By) < oo fiir jedes k € N. Mit dem endlichen MaB u,, := pu( - N Uz, Bk), n € N, statt u gilt
die Grenzwertvertauschung mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Anwendung von
lim,,_s., Grenzwertvertauschung mit dem Satz von der monotonen Konvergenz und Stetigkeit
von unten liefern die Behauptung fiir (.

Unter Verwendung von (2) erhalten wir schlieBlich (4). O



2.3 Hauptergebnisse

In diesem Abschnitt werden weitere obere Schranken fiir das Niveau bei P, unter zusétzlichen
Bedingungen an C und K¢(Py) angegeben. Das erste Resultat bezieht sich auf Funktionale, die
in jeder Umgebung von Py ihre groften bzw. kleinsten Werte annehmen.

Definition: Der Konfidenzbereich C hat eine nichttriviale obere (untere) Schranke, falls
supC < sup k(P) (infC > infk(P)) gilt. O

2.3 Proposition: Es gelte supKe(Py) = supk(P) (infK(Py) = infx(P)) fiir jedes € > 0 und
C habe eine nichttriviale obere (untere) Schranke Py-f. s. Dann gilt

liminf P(x(P) € C) = 0.

P—Py

Beweis: Nach der zweiten Ungleichung in (3) und der Voraussetzung gilt

liminfP(k(P) € C) < Py(supC > inf supKe(Py)) = Py(supC > inf supx(P)).
P—Py >0 >0

Damit folgt die Behauptung, da supC < infg~gsup k(P) Py-f. s. gilt. Der Klammerfall kann

analog mittels der ersten Ungleichung in (3) gezeigt werden. |

Wir wenden nun Prop. 2.3 auf ein einfaches Beispiel an.

Beispiel: Fiirn € Nseien (X, A) = (R", B(R")),P = (N} : > 0), Py = Nyj und k(N,,"}) =
u. Dann gilt infK¢(Py) = infx(P) = 0 fiir jedes € > 0. Nach Prop. 2.3 gibt es daher fiir das
Schitzproblem (P, k) keinen Konfidenzbereich C mit infC > inf k(P) Py-f. s. d

Im Folgenden bezeichnen wir mit diam B := sup{a—b: a, b € B} den Durchmesser einer Menge
BCR.

2.4 Proposition: Der Konfidenzbereich C sei gleichmdfiig beschrdnkt, im Sinne von ty :=
sup,¢c y diamC(x) < . Des Weiteren sei Py € P und K(Ry) ein Intervall mit dy := diamK(Py) >

2to. Dann gilt

- 1o
lgglgéfP(K(P) €C)< mPO(K(PO) ¢C). ©)

Beweis: Der Fall ,,dy = o oder 7y = 0 folgt aus der Anwendung von Prop. 2.2 mit u gleich
dem Lebesgue-Mal.

Im Folgenden nehmen wir daher dy < e und 7y > 0 an. Sei m € N mit m < do/ty < m+ 1. Wir
withlen 7 > 1 derart, dass do/t > m ist und definieren fiir i € Z

ri:=kKk(PRy)+it und A;:={rieC}.



Wegen ¢ > t; sind die Ereignisse A;, i € Z, paarweise disjunkt und somit ist

Y Ay <1 N
icZ
Da K(PR) ein Intervall der Linge do und m < dy /1 ist, enthilt die Menge
[:={ieZ:ricK(P)}

mindestens m, die Menge I\ {0} somit mindestens m — 1 Elemente. Fiir i € I ist r; € K(Py) =
NesoKe(Po), also ri € K (Py) fiir jedes € > 0. Folglich gilt fiir jedes € > 0 die Ungleichung

Py(A;)) > inf Py(reC), iel
b ’)*rexlg.(Po) b(rec), i

und somit

Py(A;) >sup inf PRy(reC), i€l
e>07r€Ke (Py)

Eine weitere Abschitzung mittels (2) liefert die Ungleichung

Py(A )>11m1an( (P)eC), iel,

P—Py

die wiederum mit (7)

(m —l)hrnlan( Z Po(Ai) < 1=Py(Ag) = Py(ro £ C)
zel i#0

impliziert. Unter Verwendung von m — 1 > dy /1y — 2 erhalten wir mittels Division die Behaup-
tung. O

Die in (6) angegebene Schranke fiir das Niveau bei Py ist interessant, falls Py(x(Py) ¢ C) klein
ist. Im folgenden Korollar werden die Ergebnisse fiir Konfidenzbereiche auf Schitzer iibertra-
gen.

2.5 Korollar: Es seien Py € P, K(Py) ein nicht-entartetes Intervall und K, : X" — R eine in Py
konsistente Folge von Schéitzern, d. h. die Folge erfiillt lim, .. Py (|, — k(Py)| > €) = 0 fiir
jedes € > 0. Dann ist fiirt < § diamK(Pp)

on <t)=
Jl_t}t;hprrﬂlg;fP "(|& —k(P)| <r)=0.

Beweis: Fiir n € N betrachten wir die Menge {P®" : P € P} auf dem Produktraum (X", A®"),
das Funktional &, (P®") := k(P) sowie das Konfidenzintervall®

1
Cypi= Ry —t, K, +1], t< ZdiamK(Po)

%Das Funktional ;, ist wohldefiniert, da P — P®" injektiv ist.



und wenden Prop. 2.4 an. Mit 7) = sup,¢ y» diamC,(x) = 2¢ und der Einschrinkung von ¢ sind
die entsprechenden Voraussetzungen erfiillt und wir erhalten

liminf P*"(|&, — k(P)| < t) = liminf P*"(x(P) € C,)

P—Py P—Py
fo Qn
< penk(p)¢cC
S FamK(By) —2g 0 (K(P0) € C)
%

= Gami () — a0 (R (R0 >0).

Wegen der Konsistenz von K, in Py strebt die rechte Seite gegen 0 fiir n — oo und es folgt die
Behauptung. O

2.6 Korollar: Unter den Voraussetzungen von Kor. 2.5 existiert keine in Py lokal gleichmdifjig
konsistente Folge von Schiitzern.

Beweis: Um dies zu zeigen, nehmen wir die Existenz einer solchen Folge an, d. h. es gibt ein
S > 0 mit 7

lim sup P¥"(|k,—Kk(P)|>t|)=0 fiir jedest > 0.

7 pePs(Ry)

Mittels Komplementierung folgt aus Kor. 2.5 fiir jedes 1 < %diamK(Po)

1= lim inf sup P%"(|&, —Kk(P)| >1])

n=2€>0pepy(py)
<lim sup P®'(|&K—K(P)|>1t|)=0.
" PePs (Py)
Dies ist der gewiinschte Widerspruch. O

2.4 Beispiele

In diesem Abschnitt wenden wir die Resultate aus Abschnitt 2.3 auf verschiedene Beispiele an.
Jedes der drei Beispiele beinhaltet ein Schétzproblem (P, k) mit einem unstetigen Funktional
k. Die Unstetigkeit wird zur Anwendung von Prop. 2.4 und Kor. 2.5 benétigt. Dies zeigen wir in
dem ,recht allgemeinen* Beispiel 1. In den Beispielen 2 und 3, die Spezialfille von Beispiel 1
sind, wenden wir zusitzlich Prop. 2.3 an. Es sei erwihnt, dass die Unstetigkeit zur Anwendung
von Prop. 2.3 im Allgemeinen nicht benétigt wird. In den folgenden Beispielen sei stets Py € P.

Beispiel 1:  Es sei P eine konvexe Menge, d. h. fiir Qp, 0 € P ist

Qs :=(1-9)0+ 801 €P, ¥e[0,1]

Die Konvexitit von 7P impliziert die Konvexitit von Pe(Py), da d(Qy,R) <
max{d(Qo,R),d(Q1,Py)} ist. Wir betrachten nun ein Funktional k mit den Eigenschaften:



i) K istunstetigin Qp € P
ii) [0,1] 2 ® — x(Qy) ist stetig

Die Eigenschaft ii) impliziert, dass k(P), K¢(Py) und K(Py) Intervalle sind. Ist zusitzlich Py
eine Unstetigkeitsstelle von «, so ist das Intervall K(Py) sogar nicht-entartet. Damit sind Prop.
2.4, Kor. 2.5 und Kor. 2.6 anwendbar, demnach kann im hier vorliegenden Rahmen beispiels-
weise eine in Py konsistente Folge von Schitzern niemals in Fy lokal gleichméBig konsistent
sein. d

Beispiel 2:  Sei nun P die Menge aller WahrscheinlichkeitsmafBe P auf (R, 5(R)) mit positiver
stetiger Lebesgue-Dichte und endlichem Erwartungswert, d. h. [ |x|dP(x) < co. Offenbar ist die
Menge konvex, denn fiir P, Q € P mit stetigen Lebesgue-Dichten p,g > 0 und ¥ € [0, 1] hat

R:=(1-9)P+90
die positive stetige Lebesgue-Dichte
ri=(1-9%)p+9q
und es gilt
/ x|dR(x) = (1—9) / x| dP(x) + 0 / X|dO(x) < oo.

Als interessierenden Parameter betrachten wir den Erwartungswert

K(P) = / xdP(x).
Es ist k(P) = R und es gilt die Beziehung
k(1= 0)Py+OP) = (1—0)k(Py) + 0k(P), ®€0,1, PeP. ®)

Somit erhalten wir K¢(Py) = R fiir € > 0, denn wegen d((1 — 9)Py+ OP,Ry) < ¢ gilt
(1 =9)Ry+OP € Pe(P) fir € > . Das Funktional k¥ nimmt also in jeder beliebigen Um-
gebung von Py bereits alle moglichen Werte an. Es handelt sich daher um ein unstetiges Funk-
tional. Die Eigenschaft i) ist also erfiillt. Aulerdem sind die Voraussetzungen von Prop. 2.3,
supKe(Py) = sup k(P) und infK¢(Py) = inf k(P), erfiillt. Es gilt somit

liminf P(x(P) € C) =0, 9)
P—Py

falls der Konfidenzbereich C eine nichttriviale obere oder untere Schranke Py-f. s. aufweist.
Anders ausgedriickt gibt es keinen Konfidenzbereich zu einem positiven effektiven Konfidenz-
niveau bei Py mit nichttrivialen Schranken Py-f. s.

Neben 1) ist auch ii) erfiillt. Dies folgt direkt aus Gleichung (8). Folglich erhalten wir die glei-
chen Resultate wie in Beispiel 1. |

Das Resultat (9) impliziert infpep P(k(P) € C) = 0 fiir einen Konfidenzbereich C mit einer
nichttrivialen oberen oder unteren Schranke Py-f. s. Dies erhdlt man auch mit dem Resultat
von Bahadur & Savage (vgl. Satz 3.1) angewandt auf Konfidenzbereiche. Das entsprechende
Korollar findet man in [BS56, Cor. 3].



Beispiel 3: In diesem Beispiel sei P die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie P auf
(R, B(IR)) mit positiver stetiger Lebesgue-Dichte p, fiir die [ p?(x)dx < o gilt. Diese Men-
ge ist konvex, denn mit den Bezeichnungen aus Beispiel 2 und der Linearitét des Integrals ist
fiir 9 € [0, 1]

/rz(x)dx =(1—- 19)2(/p2(x)dx+219(1 -9) ‘/p(x)q(x)der ﬂzl/qz(x)dx <o,  (10)

Dabei kann das zweite Integral in der Mitte mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abge-
schitzt werden. Als interessierenden Parameter betrachten wir

K(P):= /pz(x)dx.

Betrachten wir weiter fiir o € |0,0o[ die Skalierung % p(x/0o), erhalten wir mittels Substitution
é [P (x/o)dx = %fpz(x)dx und somit k(P) = ]0,c[. Analog zu (10) mit anderen Bezeich-
nungen gilt fiir ¥ € [0, 1]

K((1—0)Py+ 9P) = (1—0)2K(Ry) +20(1 — V) /po(x)p(x)dx-‘r Bk(P). (1)
Aus (11) und K(P) =0, o0 folgt
sup{k((1—0)Py+OP): P P} =supk(P), o €l0,1].
Wegen d((1— )P+ 0P, Ry) < ® impliziert dies
supKe(Ry) =supP, €3> 0,

und mit Prop. 2.3 schlieBlich (9), falls der Konfidenzbereich eine nichttriviale obere Schranke
Py-f. s. hat. Fiir das Schitzproblem (P, k) gibt es keinen Konfidenzbereich zu einem positiven
effektiven Konfidenzniveau bei Py mit nichttrivialer oberer Schranke Py-f. s.

Wir zeigen nun, dass das vorliegende Beispiel ein Spezialfall von Beispiel 1 ist. Da P kon-
vex ist, miissen wir nur die geforderten Eigenschaften des Funktionals x verifizieren. Zunéchst
weisen wir die Unstetigkeit nach und betrachten dazu eine Folge von Dreiecksverteilungen mit
Lebesgue-Dichten
mix+m?,  xe[-1/m?,0],
gn(x) =< —m*x+m?, x€)0,1/m?], me N,
0, sonst,

und konstruieren eine weitere Folge (Py)pen (1) mit Lebesgue-Dichten’

m—1 1
=— —&m, N\{1}.
fu=""Lp+ L mem{1)

Damit ist (Py) e (1} eine Folge in P und wegen

fn—@ f.s, m— oo,

"Mit ¢ bezeichnen wir in diesem Beispiel die Dichte der Standardnormalverteilung.

10



gilt
d(Pm,No.l) —0, m—oo.
Mit 5
/g,zn(x)dx = gmz und /(p(x)gm(x)dx — @(0), m— oo,

ist jedoch

= (%)2/.¢2(X)dx+%/‘(p(x)gm(x)der%/Aglzn(x)dx

Damit ist die Unstetigkeit von k gezeigt. Die Eigenschaft ii) folgt direkt aus (11) und die Resul-
tate aus Beispiel 1 sind somit verwendbar. Ist also Fy eine Unstetigkeitsstelle von k, kann eine
in Py konsistente Folge von Schiétzern niemals in Py lokal gleichmifig konsistent sein. |

2.5 Globale Grenzen

In diesem Abschnitt leiten wir obere Schranken fiir das effektive Niveau y = infpep P(k(P) € C)
her. Die Ungleichung in Prop. 2.8 ist dabei lediglich fiir nicht gleichméBig stetige Funktionale
aussagekriftig. Fiir solche Funktionale existiert u. U. kein gleichmifig beschréinkter Konfidenz-
bereich (d. h. sup,. y diamC(x) < e0) mit effektivem Niveau 7y, das nahe bei 1 liegt. In einem
abschlieBenden Beispiel werden wir sehen, dass sogar ¥ = 0 auftreten kann. Die folgenden Re-
sultate unterliegen der folgenden zusitzlichen Annahme.

Annahme: Fiir jedes € > 0 und jedes P € P sei K¢(P) ein Intervall.

Fiir € > 0 definieren wir
De:={k(P)—k(Q): P, Q€ P, k(P) > k(Q), d(P,Q) < &}

und

D:= () De.

>0

Man rechnet leicht nach, dass

De = | (Ke(P) — k(P)) N [0,00] (12)
PeP

gilt. Mit der obigen Annahme impliziert diese Darstellung, dass die Mengen D, und somit die
Menge D Intervalle sind, die 0 enthalten. Dabei ist D genau dann nicht-entartet, d. h. D # {0},
wenn K nicht gleichméBig stetig ist.



2.7 Lemma: Fiir jedes P € P und € > 0 sei K¢ (P) ein Intervall. Dann gilt

inf P(x(P) €C) <sup inf P(reC—x«(P)), s€D.
PeP peprel0.s]

Beweis: Fiir s € D und € > 0 ist s € De. Nach (12) existiert somit ein Qg € P mit
5 € Ke(Qye) — K(Qye). Da Ke(Qye) — K(Qye) ein Intervall ist, das 0 und s enthilt, gilt
r € Ke(Qye) — K(Qy.e) fiir jedes r € [0,s]. Somit existiert fiir r € [0,s] ein P.¢ € Pe(Qy¢) mit
K(P.¢) — K(Qy,¢) = r. Damit erhalten wir

Proe(K(Pe) €C) < €+ Qse(k(Pre) €C) =€+ Qse(re C—k(0Qse)), rel0,s]
und folglich

inf P(k(P < inf Oy —K(Use))-
nf P(x( )eC)_eJrrgn[})‘s]Q‘e(rGC K(Os.¢))

Mittels einer Abschitzung der rechten Seite folgt

inf P(k(P)eC)<e inf P(reC—x«(P
inf (k(P)€C) < +f,2§réﬂ),s] (r (P))

und somit die Behauptung, da € > 0 beliebig gewihlt war. d

2.8 Proposition: Mit den Voraussetzungen aus Lemma 2.7 gilt3
A(D) inf P(k(P) € C) < sup [ A(C(x))dP(x)
pepP Pep

und somit

inf P(k(P)€C)=0, falls A(D)=c und sup [ A(C(x))dP(x)<oeo.  (13)
PEP PeP

Wir bemerken noch, dass obige Ungleichung im Fall A (D) = 0 keine Aussage iiber das effektive
Konfidenzniveau zulisst. Der interessante Fall A (D) > 0 liegt vor, falls k ein nicht gleichmiBig
stetiges Funktional ist.

Beweis: Fiir € > 0 und s € D existiert nach Lem. 2.7 ein P; € P mit

. < i _
I;g;P(K(P)EC) £_r€1R)f‘s]Pg(r6C K(Pe))

und folglich

ggDP(K(P) €C)—e<P(reC—x(F)), rel0,s].

8Mit A bezeichnen wir in Prop. 2.8 und im anschlieBenden Beispiel das Lebesgue-MaB.
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