1 Beweisen in Fachwissenschaft und Fachdidaktik

Es ist nicht weniger als eine wissenschaftliche Revolution, ein wirklicher und wahrhaftiger,
bis heute bedeutender Paradigmenwechsel (vgl. KUHN 1976): Die Weiterentwicklung der
babylonischen und dgyptischen Rechen- und Messkunst zu einer auf Axiomen und Defini-
tionen ruhenden Mathematik stellt die Geburtsstunde der Wissenschaften dar. Ausschlag-
gebend fiir diese Entwicklung war der Blickwechsel von anschaulich korrekten Tatsachen
zur Untersuchung und Hinterfragung der jeweiligen Ursachen, der Wechsel vom babyloni-
schen Auge und der dgyptischen Hand zum griechischen Geist. Personifiziert wird diese
Entwicklung durch EUKLID von Alexandria und sein um 300 v. Chr. verfasstes Jahrtau-
sendwerk ,,.Die Elemente®, in welchem EUKLID das gesamte mathematische Wissen seiner
Zeit zusammenfasste und streng bewies. Einzigartig in der Geschichte der Mathematik und
wegweisend filir die gesamte Entwicklung der Wissenschaften. Zweifelsfrei eine bis heute
hell strahlende Sternstunde der Menschheitsgeschichte.

Das folgende Kapitel beleuchtet den Begriff ,,Beweis* aus historischer, fachwissen-
schaftlicher und fachdidaktischer Perspektive. Dazu wird zunichst der griechische Uber-
gang vom Tatsachen- zum Ursachenblick unter besonderer Beriicksichtigung EUKLIDs
untersucht. Es folgt ein fachwissenschaftlicher Blick auf die innermathematische Bedeu-
tung des Beweisens, bevor entsprechende mathematikdidaktische Diskussionen historisch
aufgearbeitet und deren Entwicklungen bis zum heutigen Stand nachgezeichnet werden.
Das Kapitel schliefit ab mit einigen resultierenden Folgen fiir den heutigen Mathematikun-
terricht sowie einem knappen Uberblick iiber die zurzeit herrschende Unterrichtspraxis.

1.1 EUKLID von Alexandria und die Mathematik der Antike

Die Urspriinge der Mathematik liegen im Dunkeln (vgl. MESCHKOWSKI 1961, 1). Vermut-
lich ist sie aus dem Bediirfnis des Menschen nach Orientierung in der Welt, infolge dessen
immer allgemeinere Strukturen herausgearbeitet wurden, entstanden (vgl. POPp 1999, 4).
Sicher ist, dass die menschliche Arbeit schon frithzeitig mathematische Elemente erhielt,
etwa als Ornamente auf Waffen und Topfereierzeugnissen, in der Herstellung von Rédern
oder der Planung von Feldern und Bauwerken (vgl. WUBING/ARNOLD 1978, 9). Mathematik
verdankt ihre Entstehung ganz handgreiflichen, praktischen Problemen und dréngte sich aus
der Anschauung alltdglicher Gegebenheiten férmlich auf: Der Ursprung des Wortes ,,Geo-
metrie* — lange Zeit synonym fiir Mathematik gebraucht — verrit es: Geometrie (griechisch-
lateinisch geometria bzw. geometres) setzt sich zusammen aus Geo-, ,,Erde, Feld, Land*,
und -metrie (metron), ,Mal}*. Geo-metrie bedeutet als soviel wie, die Erde vermessen. Bei
fast allen Volkern hat sich mathematisches Denken in dieser Art und unabhéngig voneinan-
der herausgebildet. Nach geometrischen Pldnen errichtete Megalithbauten wie ,,Stone-
henge* in Siidengland und ,,Newgrange* in der irischen Grafschaft Meath (vgl. Abb. 1), die
beide um 3000 v. Chr. errichtet wurden, sind frithe Zeugen dieser Denkweise (vgl. NEUGE-
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BAUER 1934), deren Weiterentwicklung die ersten Hochkulturen der Menschheit zu be-
trachtlichen mathematischen Kenntnissen fiihrte (vgl. WUBING/ARNOLD 1978, 9).

Abbildung 1: Stonehenge (Grafschaft Wiltshire, Stidengland) und Newgrange
(Grafschaft Meath, Irland).

Eine umfassende Neuerung, eine durchschlagende Weiterentwicklung im mathematischen
Denken — KANT sprach spéter von einer ,,Revolution der Denkart (KANT in SCHONBECK
2003, 22) — lieB jedoch viele Jahrhunderte auf sich warten. Erst bei den Griechen, die ihre
mathematischen Lehrer, besonders die Agypter und Babylonier, stets mit groBer Ehrfurcht
und Anerkennung erwihnen (vgl. FREUD 1990, 9) und die aus dem betrachtlichen, in den
vorherigen Jahrhunderten angesammelten mathematischen Wissen schopfen konnten, ge-
lang ein revolutionérer und entscheidender Paradigmenwechsel: wegweisend fiir die Wis-
senschaft Mathematik, bis heute von bedeutendem Einfluss und personifiziert durch den
Mathematiker EUKLID von Alexandria. Im Folgenden wird nach einer kurzen Beschrei-
bung der babylonischen und dgyptischen Mathematik eben dieser Sprung zur Wissenschaft
unter besonderer Beriicksichtigung EUKLIDs und seiner Elemente skizziert.

1.1.1 Rechen- und Messkunst der Babylonier und Agypter

Wer die Geschichte der Mathematik im alten Agypten erforschen will, muss seine Einsich-
ten aus dem Studium von nur drei groen Dokumenten herleiten (vgl. MESCHKOWSKI 1961,
1). Der Hauptteil unserer Kenntnis beruht dabei auf nur zwei grof8eren Texten: einem heute
im PUSCHKIN-Museum fiir bildende Kiinste in Moskau liegenden Papyrus — daher der Na-
me ,,Papyrus Moskau“ — und einem im britischen Museum London archivierten Papyrus,
der nach seinem urspriinglichen Besitzer, dem Schotten Alexander Henry RHIND (1833-
1863), der den Papyrus 1858 in Luxor kaufte, benannte ,,Papyrus RHIND* (vgl. NEUGE-
BAUER 1934, 110). Diese Papyri sind verhéltnismaBig gut erhalten, weshalb man die Struk-
tur und Tiefe der dgyptischen Mathematik recht gut kennt. Sie exakt zu datieren fallt aller-
dings schwer, da es sich in beiden Féllen um Abschriften handelt und iiber die Vorge-
schichte der Texte nichts bekannt ist. Das umfangreichste und am besten erhaltene Doku-
ment aus dieser Zeit ist das {iber fiinf Meter lange und rund 30 Zentimeter breite ,,Papyrus
RHIND®. Es beginnt mit einer gewagten Versprechung: , kunstgerechtes Eindringen in alle
Dinge, Erkenntnis alles Seienden, aller Geheimnisse* (MESCHKOWSKI 1961, 1). Tatséchlich
handelt es sich aber um eine Aufgabensammlung, innerhalb derer lediglich die Geheimnis-
se des Multiplizierens und Dividierens enthiillt werden. Dies legt die Vermutung nahe, dass
sich im alten Agypten die Mathematik deutlich fiir den praktischen Gebrauch entwickelte:
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die Beamten des Pharaos beschiftigten sich mit mathematisch orientierten Verwaltungs-
problemen wie der Berechnung von Lohnsummen oder dem Bedarf an Getreide zum Ba-
cken einer bestimmten Menge Brot, befassten sich mit Fragen der Feldvermessung, der
GroBenbestimmung von Vorratsbehidltern und der Projektierung von Bauwerken. Glanz-
stiick der altigyptischen Mathematik war die korrekte Berechnung des Volumens des Py-
ramidenstumpfes (vgl. WUBING/ARNOLD 1978, 10).

Aus der babylonischen Kultur haben mehr Aufzeichnungen die Jahrtausende bis in un-
sere Zeit liberlebt, als aus der dgyptischen, was hauptsiachlich auf die hohere Stabilitdt der
gebrannten babylonischen Tontafeln im Vergleich zum recht verginglichen Papyrus der
Agypter zuriickzufiihren ist. Was erhalten ist, gilt als verhiltnisméBig zuverlissig (vgl.
FREUD 1990, 21). So war die babylonische Mathematik deutlich weiter entwickelt, als die
der Agypter. Insbesondere im algebraischen Denken erreichte sie mit der Beherrschung von
linearen und quadratischen Gleichungen sowie der Vertrautheit mit arithmetischen und
geometrischen Reihen eine erstaunliche Hohe.

Den Weg zur Wissenschaft bahnte sich die Mathematik jedoch erst, als erste Ansétze
einer argumentierenden und beweisenden Denkweise aufkamen. WUBING/ARNOLD (vgl.
1978, 11) sehen diese Ansétze bereits auf der frithen Entwicklungsstufe der babylonischen
Mathematik, und auch fiir MESCHKOWSKI (vgl. 1979, 34) sind erste Ansétze einer Beweis-
kultur bei den Babyloniern erkennbar. Allerdings scheint die Bezeichnung einer (logischen)
Schlusskette aus bestimmten Sachverhalten treffender als die eines Beweises, wenn bspw.
als Rechtfertigung fiir das Streichen bestimmter Zahlenreihen ,,gerade Zahlen bringen Un-
gliick® angefiihrt wird (vgl. ebd.).

Es stellt sich jedoch die Frage, warum sich iiberhaupt ein Beweisbediirfnis entwickelt
hat, wurden mathematische Verfahren und geometrische Einsichten nach ihrer Entdeckung
doch iiber Jahrhunderte hinweg schlicht angewandt, ohne sie ndher zu hinterfragen. So war
bspw. der heute als ,,Satz des PYTHAGORAS® bekannte Zusammenhang — die Flache des
Hypotenusenquadrats eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich der Summe der beiden Fla-
chen der Kathetenquadrate — zwar den Chinesen, Indern, Babyloniern und Agyptern be-
kannt und wurde zum Erzeugen exakter rechter Winkel auch angewandt (zahlreiche histori-
sche Bauten wie die Pyramiden von Gizeh belegen dies), dessen Richtigkeit wurde aller-
dings nie einem stringenten Beweis entnommen. Die reine Anschauung reichte als Bestéti-
gung vollig aus. Dies ist nachvollziehbar, zeigen doch die prachtigen Bauten der ersten
Hochkulturen eindrucksvoll die offensichtliche Fehlerfreiheit der angewandten mathemati-
schen und geometrischen Sitze. Warum also sollte man die Aussage, die Giiltigkeit der seit
langer Zeit bekannten und vielfach augenscheinlich erfolgreich angewandten Verfahren in
Frage stellen? Warum sollte sich ein Bediirfnis nach formalen Beweisen dieser offensicht-
lich giiltigen Gegebenheiten einstellen? Sicher ist, dass sich dieses Bediirfnis bei den Grie-
chen, genauer: bei den miletischen Naturphilosophen, erstmals intensiv entwickelt hat. Die
Frage nach dem ,,Warum* muss jedoch unbeantwortet bleiben. ,,Es wire duflerst wichtig zu
wissen, wie denn die Griechen von der frithen Zahlenmystik und von der elementaren Re-
chentechnik der Agypter und Babylonier zu einer wissenschaftlichen Fundierung der Ma-
thematik vorgedrungen sind. Aber hier fehlen uns eben verldssliche Quellen iiber die Friih-
geschichte der Mathematik im Zeitalter von THALES und PYTHAGORAS® (MESCHKOWSKI
1979, 44). Rekonstruktionen lassen sich heute nur schwerlich anstellen, man ist auf Vermu-
tungen angewiesen, was eine gro3e Divergenz zwischen den Urteilen verschiedener Ma-
thematikhistoriker zur Folge hat. In einem aber sind sie sich einig: Den entscheidenden
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Paradigmenwechsel, den wirklich durchgreifenden Ubergang von der rezeptartig beschrie-
benen Mathematik zu der auf Definitionen, Sidtzen und Beweisen aufgebauten Wissen-
schaft, verdanken wir den Griechen (vgl. u. a. WUBING/ARNOLD 1978, 11; MESCHKOWSKI
1979, 42; FREUD 1990, 21).

1.1.2 Geburtsstunde der Wissenschaften: Griechenland

Die Griechen gelten heute als Urheber der streng logisch deduzierenden mathematischen
Wissenschaft. Bei ihnen wurde aus der fritheren praktischen Rechen- und Messkunst jene
axiomatisch fundierte und streng beweisende Wissenschaft, die heute als Mathematik be-
zeichnet wird. ,,Die von den Griechen tiberlieferten Aufzeichnungen unterscheiden sich von
den édgyptischen Papyrusrollen und den babylonischen Tontafeln dadurch, dass die Grie-
chen in erster Linie die Erklirung der Zusammenhénge suchten. Sie waren es, die die Be-
weisfilhrung in der Mathematik geschaffen haben, was bis heute ein grundlegendes Merk-
mal dieser Wissenschaft geblieben ist* (FREUD 1990, 21). Die Mathematik der Agypter und
Babylonier diente nahezu ausschlieBlich Lehrzwecken fiir Beamte, wihrend die griechi-
schen Quellen Werke von Mathematikern sind. Dies ldsst sich aus einem Umstand leicht
erschliefen: Die griechische Mathematik hat in einer relativ kurzen Zeitspanne eine bedeu-
tende Entwicklung durchgemacht. Die Mathematik der Babylonier kann dagegen in einer
viel langeren Zeitdauer nur sehr geringe Entwicklungen aufweisen, die dgyptische Mathe-
matik weist fast gar keine Fortschritte auf. Das legt die Schlussfolgerung nahe, dass Baby-
lonier und Agypter hdchstwahrscheinlich nie explizit und intensiv nach Ursachen und Be-
weisen gesucht haben, denn eine solche Suche hitte automatisch neue Entdeckungen zur
Folge gehabt. Eher haben sie durch starres Anwenden von Algorithmen und unverindertes
Weitergeben ihr Wissen tiber Jahrhunderte konserviert.

WUBING/ARNOLD (vgl. 1978, 11f) fithren den bei den Griechen erfolgten Fortschritt in
der Mathematik auf neue gesellschaftliche Verhéltnisse zuriick, die sich in Folge von weit-
reichenden Okonomischen, sozialen und politischen Verdnderungen im 0Ostlichen Mittel-
meerraum entwickelt hatten: Der Wasserweg erdffnete neue, lohnbringende wirtschaftliche
Strukturen. Nicht mehr die Téler der groBen Fliisse, sondern die Kiistenldnder boten jetzt
mit ihren giinstigen Moglichkeiten des Handels und Transportes die beste Mdglichkeit zur
Entfaltung — der legendére ,,Koloss von Rhodos® an der Hafeneinfahrt der gleichnamigen
griechischen Insel ist ein Zeugnis dieser Entwicklung. , Die rings um das Agiische Meer
anséssig gewordenen griechischen Stimme der loner und Dorer schufen den neuen hoheren
Typ der antiken Gesellschaft, hoben Kultur und Wissenschaft auf eine neue Stufe der Ent-
wicklung und vollzogen unter anderem auch, im engen Kontakt insbesondere mit der hoch-
stehenden babylonischen Mathematik, den Ubergang zur Wissenschaft Mathematik*
(WUBING/ARNOLD 1978, 12). Auch SCHONBECK (vgl. 2003, 26) fiihrt die Entstehung der
Wissenschaft Mathematik unter anderem zuriick auf die neuen demokratischen Lebensfor-
men in Griechenland und der damit verbundenen groBeren Bedeutung des gesprochenen
Wortes und des verniinftigen Argumentierens, als Vorbild fiir das logische Deduzieren in
der Geometrie.

Insgesamt kann das Zeitalter der griechischen Mathematik entsprechend der Entwick-
lungsschritte im mathematischen Denken idealtypisch vereinfacht in drei bzw. vier rdum-
lich und zeitlich getrennte sowie methodologisch unterschiedliche, aber dennoch ineinander
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iibergehende und in der historisch-logischen Zielsetzung einheitliche Perioden unterteilt
werden, deren zeitliche Einordnung nicht absolut gemeint ist.

Tabelle 1:  Perioden griechischer Mathematik (nach SCHONBECK 2003, 27; verdndert).

Zeitraum Allgemeine Methodisch orientierte Bedeutende
Bezeichnung Bezeichnung Vertreter

600-450 v. Chr. ionische Periode eidetisch'-intuitiv THALES

(150 Jahre) PYTHAGORAS

HIPPOKRATES von Chios

450-300 v. Chr. athenische oder attische apodiktisch’-diskursiv PLATON

(150 Jahre) Periode

300 v. Chr.- jiingere hellenistische systematisch-deduktiv EUKLID

200 n. Chr. oder alexandrinische ARCHIMEDES

(500 Jahre) Periode

200-500 n. Chr. iltere hellenistische oder  systematisch-deduktiv HERON von Alexandria

(300 Jahre) alexandrinische Periode PAPPOS von Alexandria

Eidetik bezeichnet die Fahigkeit, Vorgestelltes anschaulich zu Vergegenwirtigen.
Als apodiktisch wird eine (wahre) Aussage bezeichnet, wenn als Beweis eine allgemeine, unumstoBliche
Wahrheit angefiihrt wird (apddeiktikos, griech.: ,,beweiskraftig®).

Die ionische Periode

Diese erste Periode der griechisch-hellenistischen Mathematik zeichnet sich durch die
Herausarbeitung der Kernfrage aller modernen wissenschaftlichen Mathematik aus: Es wird
nicht mehr nur nach dem ,,Wie* eines mathematischen Zusammenhanges gefragt, sondern
eben auch nach dem ,,Warum®. Innermathematische Begriindungen fiir gefundene Zusam-
menhinge gewinnen somit an Bedeutung. Dieser Anfang wissenschaftlichen Denkens ist
besonders verkniipft mit den in der Weltstadt Milet wirkenden Naturphilosophen, insbe-
sondere mit dem um 600 v. Chr. lebenden THALES (ca. 620 v. Chr. — ca. 550 v. Chr.). Milet
war damals reiche und groBte griechische Handelsstadt in Kleinasien und kulturelles Zent-
rum von lonien. Die Anhédnger der miletischen Philosophie waren iiberzeugt, dass im
Grunde der Welt eine Ordnung herrscht. Sie suchten nach einer rationalen Erklarung der
Welt und sahen den Urgrund, aus dem alle Dinge hervorgehen und in den sie zuriickkehren,
nicht wie damals iiblich in Géttern oder libernatiirlichen Méachten. THALES selbst sah diesen
Urgrund im Wasser, womit er zum Stammvater der materialistisch eingestellten ionischen
Naturphilosophie wurde. Er galt als einer der sicben Weisen der Antike und genoss ein
hohes Ansehen. SCHONBECK (2003, 29) beschreibt ihn als geschéftstiichtigen Kaufmann
und weltfremden Theoretiker, zugleich aber praktischen Ingenieur und weisheitsliebenden
Intellektuellen.

Das Charakteristikum der miletischen Philosophie, die Besinnung auf das Wesen der
Erscheinungen, setzte sich fort in der Mathematik. Vermutlich war es THALES, der auch
erstmalig nach dem inneren Grund mathematischer Zusammenhénge gefragt hat. , Mit
THALES beginnt die griechische Mathematik, sich von der dgyptischen und babylonischen
Mathematik abzusetzen und ihren eigenen Weg zu gehen (GERICKE 1984, 78). Seine Nie-
derschriften unterscheiden sich durch die Allgemeinheit der Formulierung von den prakti-
schen Aufgaben der babylonischen Geometrie. Die Frage nach dem ,,Warum* fithrte THA-
LES zu den ersten Beweisen, wenn diese auch noch nicht mit der strengen Axiomatik des
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EUKLID gefiihrt wurden. Vielmehr steht bei THALES die Gestalt, die sichtbare Erscheinung,
die Figur in ihrer konkreten anschaulichen Unmittelbarkeit im Zentrum der Betrachtungen,
so dass die ,thaletischen Beweise®, wie sie SCHONBECK (2003, 31) nennt, eher eine pha-
nomenologisch-anschauliche Vorform spéterer, logischer und axiomatisch-gefiihrter Be-
weise darstellen: ,,An einer (...) Figur, einem Bild, einer Zeichnung etwas gesehen zu ha-
ben, was sich ihm (THALES; MG) tiber den konkreten Einzelfall hinaus als Seiendes offen-
bart — darin konnte (...) das wesentliche Verdienst des THALES bestanden haben.” Seine
Arbeiten ermdglichten dariiber hinaus ein erstes logisches Ordnen des reichen Materials
mathematischer Erfahrungen und Kenntnisse. HIPPOKRATES von Chios war der erste Ver-
fasser einer zusammenfassenden und auf Definitionen, Sétzen und Beweisen (im
thaletischen Sinn) basierenden Darstellung der Mathematik — seine zum Ende der ionischen
Periode angefertigte Darstellung der Elementargeometrie ist jedoch verschollen. Sicherlich
leitete sie aber die neue apodiktisch-diskursive athenische Periode ein und kénnte durchaus
Vorlage oder Vorbild fiir die spéter entstandenen Elemente des EUKLID gewesen sein (vgl.
SCHONBECK 2003, 51).

Die athenische Periode

Die zweite Periode der griechisch-hellenistischen Mathematik erstreckt sich in etwa auf die
Zeit von 450 bis 300 v. Chr. — sie wird gewohnlich als athenische oder attische Periode
bezeichnet; SCHONBECK (2003, 57) spricht bemerkenswerterweise von der ,,voreuklidi-
schen Periode®. Diese Epoche hat das Wesen der antiken Wissenschaft stark gepragt. Der
Stadtstaat Athen hatte zusammen mit seinen Verbiindeten im griechisch besiedelten Raum
die fithrende Stellung erreicht. Ein ausgebreiteter Seehandel und ein grof3 angelegter Sil-
berbergbau markierten die wirtschaftliche Basis dieser politischen und militérischen Vor-
machtstellung — eine Zeit kultureller Hochbliite, in der sich auch die Wissenschaften und
die Mathematik giinstig entwickeln konnten.

Letztere wurde auf der einen Seite stark durch die Philosophie PLATONS beeinflusst,
fiir den die Mathematik ein wesentliches Element seines philosophischen Systems und ein
Beweis dafiir war, dass durch menschliches Denken allein ein Zugang zur Welt der Ideen
moglich sei. ,,Beispielsweise sei jedes hingezeichnete Dreieck nur ein mehr oder weniger
guter Abklatsch der — nach seiner (PLATONs; MG) Auffassung objektiv existierenden — Idee
,Dreieck’, die alle am Dreieck nur mehr oder weniger genau nachmessbaren Eigenschaften
in Vollkommenheit besitzt. Jedes Ausmessen der Winkelsumme am konkreten Dreieck
weicht eben ab von 180°, wihrend die Idee Dreieck genau 180° als Winkelsumme besitzt™
(WUBING/ARNOLD 1978, 14). Geometrische Gegenstinde erreichten einen neuen ontologi-
schen Status. ,,Hatten zunéchst die konkreten, die sinnlich wahrnehmbaren Figuren im
Blickpunkt der Geometer gestanden, so wurden jetzt die ,intelligiblen‘, die geistig wahr-
nehmbaren Figuren Ziel ihrer Untersuchungen. (...) Es ist deshalb wohl kaum als histori-
scher Zufall anzusehen, dass aus dieser Zeit die éltesten Existenz- und Konstruktionsprob-
leme {iiberliefert sind: die als selbststindige Aufgabenstellung nur dann Sinn haben, wenn
ihre Inhalte sich nicht allein auf die realen Gegenstinde der Aullenwelt beziehen* (SCHON-
BECK 2003, 47).

Auf der anderen Seite entwickelte sich wihrend der athenischen Periode ein neuer Typ
von Mathematik. Die pythagoreische Schule war kurz zuvor mit ihrer Grundauffassung, die
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Mathematik bestehe nur aus ganzen Zahlen und deren Verhéltnissen, gescheitert, denn mit
der leicht zu konstruierenden Diagonalen im Einheitsquadrat war eine Strecke gefunden,
die nicht im Verhéltnis ganzer Zahlen zur Lange einer der Seiten steht. Das Problem der
Existenz einer offenbar geometrisch relevanten Strecke ohne ein entsprechendes (ganzes)
Zahlendquivalent wurde zum theoretischen Grundproblem fiir die Mathematiker der atheni-
schen Periode, die sich deshalb von der vorangegangenen vor allem in methodischer Hin-
sicht unterscheidet. Die neu entdeckten, {iberraschenden Phdnomene waren eidetisch-
intuitiv nicht mehr zu begreifen. Sie gesehen zu haben reichte nicht aus, um sie unwiderleg-
lich zu wissen. Es bedurfte einer neuen Qualitdt des Argumentierens, welche sich vor allem
durch die Philosophie PLATONS, die wesentlich zu einem axiomatisch-deduktiven System
und so zum methodischen Ansatz der Elemente des EUKLID beigetragen hat, entwickelte
(vgl. SCHONBECK 2003, 57ff).

Fiir die endgiiltige Losung dieser intuitiv nicht mehr fassbaren Probleme — statt dem
Autfbau einer Theorie der irrationalen Zahlen als Ausweg aus der Krise, fiir den jedoch
zundchst der Unendlichkeitsbegriff hitte entwickelt werden miissen, konstruierte man spé-
ter eine geometrische Algebra — reichte es wihrend der athenischen Periode jedoch nicht
mehr. Zu plotzlich endete diese friedliche und fruchtbare Epoche mit dem Peloponnesi-
schen Krieg (431-404 v. Chr.) zwischen Athen und Sparta, der ganz Griechenland in Mit-
leidenschaft zog und schlieSlich mit dem Sieg Spartas endete, und der folgenden Eroberung
des durch den Krieg geschwéchten Griechenlands durch den mazedonischen Konig PHILIPP
(338 v. Chr.) — mit dessen Sohn, dem Eroberer ALEXANDER von Mazedonien (ALEXANDER
der GroB3e), begann schlieBlich das Zeitalter des Hellenismus (300-0).

Die zwei alexandrinischen Perioden

Im Hellenismus wurde, nach dem Zerfall des von ALEXANDER dem Grof3en in kurzer Zeit
eroberten Weltreichs und bis zur Eroberung durch die Romer unter Julius CASAR (47 v.
Chr.), die von ihm in der Nilniederung nahe dem Meer gegriindete und nach ihm benannte
agyptische Hauptstadt Alexandria Zentrum der antiken Wissenschaft. Man bezeichnet die
ersten 300 Jahre des Hellenismus infolge dessen auch als alexandrinische Periode. Ale-
xandria nahm einen beispiellosen Aufschwung. Die nach Art des sogenannten ,hippo-
damischen Stadtplans® entworfene Stadt war mit parallelen, einander rechtwinklig kreu-
zenden Strafenziigen, die regelméfige Quartiere und Stadtteile entstehen lieBen, mit grofB3-
zligigen Pléatzen und représentativen Bauwerken Muster einer wohlgegliederten Stadt. Die
Einwohnerzahl wuchs schnell auf rund 500.000 an, Alexandria entwickelte sich zur kultu-
rellen, literarischen und wissenschaftlichen Metropole des dstlichen Mittelmeerraumes.
Mittelpunkt des geistigen Lebens war das erste staatlich begriindete und unterhaltene
Forschungszentrum, das sogenannte Museion (Haus der Musen), eine ausgedehnte Gruppe
von Gebduden mit Horsédlen, Arbeitszimmern und Speiserdumen, umgeben mit zoologi-
schen und botanischen Gérten, Hofen, Wandelgédngen und einer angeschlossenen, riesen-
haften, etwa 400.000 Papyrusrollen umfassenden Bibliothek — andere Quellen sprechen
sogar von 700.000 Rollen. Eine moderne Universitit, ein ,,,Institute for advanced study’
der Antike* (SCHONBECK 2003, 4), welches an Einfluss die Schulen in Athen bald iibertraf.
Die Gelehrten konnten sich hier bei ansehnlicher Bezahlung und grof3ziigigen Arbeitsmog-
lichkeiten ausschlieBlich ihren wissenschaftlichen Neigungen widmen. Begiinstigt durch
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die Verbreitung der griechischen Sprache, den allgemeinen Wohlstand, die Einfithrung des
Pergaments und die Vereinfachung der Schrift entwickelte sich eine Zeit der Literatur und
der Biicher. Die Aufgabe der dem Museion angeschlossenen Bibliothek bestand darin, alle
wissenschaftlichen, philosophischen und schongeistigen Schriften der Volker des Mittel-
meeres und des Vorderen Orients systematisch zu archivieren — man begann, die literari-
schen Schitze zu sammeln. Jeder namhafte Fremde, der die Stadt besuchte, musste eine
Abschrift von jedem Buch, das er besal3, zuriicklassen. Bedauerlicherweise ist von all die-
sen Schitzen nur ein geringer Teil im Original erhalten. Grof3e Teile der grofiten und be-
rithmtesten Bibliothek des Altertums wurden in den Kriegen CASARS durch Feuer vernich-
tet. Gebliebenes wurde in der Anfangszeit des Christentums zerstort, den Rest besorgten die
Mohammedaner, als sie 642 n. Chr. Alexandria eroberten und mit folgender, beriihmt ge-
wordenen Begriindung des Kalifen Omar die Vernichtungsaktion starteten: Entweder wi-
derspricht der Inhalt der Biicher dem Koran, dann verdienen sie, vernichtet zu werden.
Oder aber er stimmt mit ithm iiberein, dann sind sie unniitz und kénnen ebenfalls vernichtet
werden (vgl. STORIG 2007, 88f). So sind wichtige Dokumente iiber die Frithgeschichte der
Mathematik verloren gegangen und alte Kenntnisse gerieten in Vergessenheit. Erst Jahr-
hunderte spiter wurden diese mithsam und durch Vermittlung arabischer Ubersetzungen
wiederentdeckt. Unser heutiges Wissen speist sich zu groBen Teilen aus diesen sehr viel
jingeren Quellen.

Dennoch ist die herausragende Bedeutung des Museion fiir die Entwicklung der Ma-
thematik unzweifelhaft. Wéhrend der ersten Jahrhunderte dessen Bestehens haben alle
bedeutenden Naturforscher und Mathematiker in Alexandria gewirkt oder dort ihre Ausbil-
dung erhalten: EUKLID, ARCHIMEDES, APOLLONIOS, DIOPHANTOS, ERATOSTHENES von Ky-
rene, HERON von Alexandria, PTOLEMAIOS, PAPPOS von Alexandria und viele mehr — die
griechisch-hellenistische Mathematik erreichte wahrend dieser Periode ihren Hohepunkt,
und dank EUKLIDs Elementen sind uns die umfassenden Ergebnisse dieser Zeit so bekannt.

In der sich anschlieBenden, letzten Periode der griechisch-hellenistische Mathematik
(200-500 n. Chr.) wurden nur noch kleine Fortschritte erzielt, die sich allerdings auf eine
Wiederbelebung der echt algebraischen babylonischen Traditionen und einen Aufschwung
der praktischen Methoden der Mathematik beschrénken. ,,Jm ganzen (...) handelt es sich in
dieser letzten Periode um eine Periode des Verfalls der Kultur, der Wissenschaften und
auch der Mathematik durch die um sich greifende Stagnation der 6konomischen Entwick-
lung der antiken Gesellschaft und die beginnende Zersetzung und Aufldsung des romischen
Weltreichs“ (WUBING/ARNOLD 1978, 17). Die griechisch-hellenistische Mathematik ging zu
Ende, aber nicht verloren. Sie ging ein in die Mathematik der islamischen Lénder. Im 14.
Jahrhundert schlieBlich gelangten die Ergebnisse der griechisch-hellenistischen Mathematik
aus dem arabischen Kulturkreis nach Europa, wo sie bis ins 17. Jahrhundert fiir wesentliche
Impulse fiir die Begriindung der modernen Mathematik sorgten.

1.1.3 EUKLID und ,,Die Elemente”

EUKLID von Alexandria: Leben und Werk

Was sicher iiber EUKLID bekannt ist, ldsst sich in wenigen Worten zusammenfassen: ,,EUK-
LID, der Verfasser der Elemente (und einiger anderer Werke) lebte — vermutlich (!) — um
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300 v. Chr. in Alexandria in Agypten* (SCHONBECK, 2003, 16). An gesicherten Kenntnis-
sen existiert tatsdchlich nicht viel mehr und einige Historiker zweifeln aufgrund dieser
bruchstiickhaften Faktenlage sogar an, dass es in hellenistischer Zeit einen Mathematiker
EUKLID iiberhaupt gegeben hat und dass die ihm zugeschriebenen Werke tatséchlich von
einem einzigen Autor verfasst wurden. Sehr wahrscheinlich scheinen diese Zweifel jedoch
nicht zu sein, denn EUKLID, der durch die Jahrhunderte hinweg bis heute angesehen wird
als Autor der ,,Elemente” (im folgenden schlicht Elemente), d. h. des wohl beriihmtesten,
einflussreichsten und am meisten verbreiteten Textes der mathematischen Literatur, zahlt
zweifelsfrei zu den Groflen der Weltgeschichte, ,,(weil) ohne (ihn) die Welt uns unvollstin-
dig schiene, weil bestimmte grofle Leistungen nur durch ihn innerhalb seiner Zeit und Um-
gebung moglich waren und sonst undenkbar sind“ (SCHONBECK 2003, 16).

Der Name EUKLID ist fest verbunden mit der pulsierenden Weltstadt Alexandria, in
der er gelebt und gelehrt hat. Dass er auch am dortigen Museion gewirkt hat ist sehr wahr-
scheinlich, jedoch nicht sicher belegt. ,,Es ist nicht mit Sicherheit iiberliefert, ob iiberhaupt,
wie oft und wie lange oder in welchen Jahren EUKLID in Alexandria sich aufgehalten und
gelebt hat, ob er dort geboren wurde oder dort starb, woher er vielleicht kam und welche
Reisen er unternahm, ob er erst in Alexandria seine wissenschaftlichen Werke verfasste
oder sie dort nur vortrug, wer seine Lehrer, Freunde und Schiiler waren, ob er am gesell-
schaftlichen oder politischen Leben in Alexandria sich beteiligte. Wir wissen nichts oder
nichts Genaues liber seine personlichen oder beruflichen Lebensumstiande, wir kennen kein
Bild von ihm und nicht seine Handschrift. (...) Uber EUKLID von Alexandria, den alle Ma-
thematiker der Welt kennen, ist nichts uns wirklich mit Bestimmtheit bekannt* (SCHON-
BECK 2003, 5). Schon der Name EUKLID stiftet Verwirrung: Offenbar war er im Altertum
sehr gebrduchlich. Mindestens ein Dutzend Triger dieses Namens sind bekannt, darunter
Politiker, Arzte, Handwerker, Wissenschaftler und Philosophen, was lange Zeit fiir Ver-
wechslungen sorgte.

Tabelle 2:  Zeittafel zu EUKLID (nach SCHONBECK 2003, 12; veréndert).

Jahr Ereignis

348/347 Tod PLATONS, SPEUSIPPOS wird Leiter der Akademie in Athen
um 340 v. Chr. Geburt EUKLIDS (Geburtsjahr unsicher, Geburtsort unbekannt)
339 XENOKRATES aus Chalkedon wird Leiter der Akademie

336 ALEXANDER wird Konig

332/331 ALEXANDER griindet Alexandria

um 325 Niederschrift der Elemente

323 Tod ALEXANDERS

322 Tod ARISTOTELES®

314 POLEMON aus Athen wird Leiter der Akademie

um 290 PTOLEMAIOS griindet das Museion und die Bibliothek in Alexandria
um 280 Tod EUKLIDS, vermutlich in Alexandria (Angaben unsicher)

EUKLID hat insgesamt iiber zehn umfassende Werke zur Mathematik und zur mathemati-
schen Physik geschrieben. Darunter befinden sich auch Schriften zur Geometrie (u. a. die
Elemente), zur Astronomie, zur Musiktheorie, zur Optik und mdglicherweise auch zur
Mechanik. Es sind jedoch nicht alle Werke erhalten, von einigen existieren nur Bruchstii-
cke, bei anderen ist nicht sicher, ob EUKLID tatsdchlich der Autor ist. Dies alles konnte
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seinen Ruhm jedoch nicht schmilern. Literarische Zeugnisse und bildnerische Darstellun-
gen aus sdmtlichen Epochen (vgl. Abb. 2) bestétigen dies (vgl. SCHONBECK 2003, 13).

Abbildung 2: Teilfresko EUKLIDs am Glockenturm der Kathedrale von Florenz
(Cattedrale di Santa Maria del Fiore, 1359).

EUKLIDs um 325 niedergeschriebene Elemente, ,,aus denen eine ganze Welt (...) Geometrie
gelernt hat (VAN DER WAERDEN in SCHONBECK 2003, 131), bilden zweifellos den Hoéhe-
punkt seines literarischen Schaffens von ,,nicht zu {iberschdtzendem Einfluss* (SCHONBECK
2003, 140). ,,Mit dem Werk EUKLIDs hatte die griechische Mathematik das erste wissen-
schaftliche System geschaffen und damit einen Hohepunkt erreicht™ (Popp 1999, 23). Sie
,,stehen noch immer als ein uniibertroffenes Muster eines guten Lehrervortrags da; sie zei-
gen uns in der groBten Einfachheit und notwendigen Abstufung ihrer Probleme, wie Ein-
gang und Zutritt zu allen Wissenschaften beschaffen sein sollten” (GOETHE in FALK 1832,
30). EUKLIDs Elemente nehmen ,,nach der Bibel den zweiten Platz der Welt-Bestsellerliste*
ein (RANDOW 1984, 15), sie gehdren mit Bestimmtheit zu jenen traditionsreichen Werken,
welche ,,die Welt verandert haben* (CARTER/MUIR 1969, 1), weil es ,,spiirbar das Denken
der Menschen beeinflusst hat (ebd., 8). ,,EUKLID und sein Werk ,Die Elemente® sind zu
einem Inbegriff von Mathematik schlechthin geworden. Die ,Elemente* stellen mit Abstand
das erfolgreichste mathematische Werk der Weltgeschichte dar. Langer als 2.000 Jahre war
es die Grundlage fiir die Mathematikausbildung, und noch in jlingster Zeit wurden in Eng-
land die ,Elemente‘ als offizielles Schulbuch verwendet (WUBING/ARNOLD 1978, 25).
Zudem unterstreicht die umfangreiche und beispiellose Literatur zu EUKLID und den Ele-
menten deren Bedeutung nachdriicklich. ,,So ist die Sekundérliteratur iiber EUKLID und die
,Elemente‘ mittlerweile fast uniibersehbar und wéchst noch stindig. All dies auch nur in
Kiirze zu referieren, wiirde allein ein Buch fiillen* (SCRIBA/SCHREIBER 2000, 49). Ahnlich
auflert sich SCHONBECK (2003, VIII): ,,Die zu EUKLID und zu den Elementen vorhandene
umfangreiche Literatur kann kaum ausgeschopft oder annidhernd vollstindig erfasst wer-
den.*

Nicht viele mathematische Schriften kénnen Vergleichbares von sich behaupten.
SCHONBECK (2003, 199f) nennt eine Top-Eleven mathematischer Schriften &hnlich promi-
nenten Ranges — die (freilich subjektive) Liste zeigt die beeindruckende Gesellschaft, in der
sich EUKLID mit seinen Elementen befindet. Bezeichnenderweise rahmen die ,,alten* Ele-
mente EUKLIDs und die ,,neuen® Elemente HILBERTs die iibrigen Schriften ein.
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