2 StutzgroBen statisch bestimmter Stabtragwerke

Wir kommen nun von den Kriften zu den Konstruktionen oder Werken, die sie tra-
gen: zu den Tragwerken. Was ist ein Tragwerk und was ist ein Bauwerk? Ein Trag-
werk ist eine statische Einheit, ein Bauwerk besteht statisch i. A. aus mehreren
Tragwerken. Beim statischen Entwurf eines Bauwerks setzen wir dieses also aus
einzelnen Tragwerken zusammen. Dabei wird es fast immer so sein, dass ein Trag-
werk sich auf einem anderen etwa tieferliegenden Tragwerk abstiitzt und gleichzei-
tig selbst ein etwa hoher liegendes Tragwerk stiitzt; mit anderen Worten: Es wird
von anderen Tragwerken belastet und belastet selbst andere Tragwerke.

Wir wollen deshalb in diesem Kapitel die verschiedenen Tragwerke kennenlernen
und diejenigen Krifte bzw. Momente bestimmen, die sie infolge angreifender Lasten
auf stiitzende Bauteile bzw. Widerlager — wir sprechen gesamtheitlich von Aufla-
gern — ausiiben.

Das 3. Axiom der Mechanik besagt nun, dass ein Auflager auf ein Tragwerk eine
Kraft ausiibt, die betragsméBig gleich und entgegengesetzt gerichtet ist derjenigen
Kraft, die das Tragwerk auf das Auflager ausiibt. Die erste wollen wir Stiitzkraft
nennen und die zweite Auflagerkraft. Diese Stiitzkrifte wollen wir nun bestimmen.
Zusammen mit den angreifenden Kréiften eines Tragwerks bilden die stiitzenden
Krifte ein vollstindiges Kraftsystem. Dieses vollstindige Kraftsystem muss nun,
wie wir frither gesehen haben, im Gleichgewicht sein, damit das Tragwerk unter der
Wirkung seiner Krifte in Ruhe bleibt.

Wie aus dieser Forderung die Stiitzkrifte bzw. StiitzgroBen der verschiedenen
Tragwerke bestimmt werden, zeigen die folgenden Ausfiihrungen.

2.1 Der Pendelstab

Nehmen wir an, in einem Punkt a wirke die Last F (Bild 26). Sie soll durch ein mog-
lichst einfaches Tragwerk tibertragen werden in den festen Korper K. Als Tragwerk
wihlen wir einen Stab, der durch ein Gelenk '* an den Kérper K angeschlossen wird:
Einen Pendelstab.

Wir gehen nun an die Berechnung der dabei auftretenden Stiitzkrifte. Bevor wir sie
berechnen konnen, miissen wir festlegen, auf welches Koordinatensystem wir sie
beziehen wollen. Wir wiéhlen das Koordinatensystem aus Abschnitt 1.3.1.3 mit den
Komponenten X und Y. Da es sich eingebiirgert hat, Stiitzkrafte mit A, B, C usw. zu

10 . . .
Realisiert etwa durch einen einzelnen Bolzen.
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bezeichnen, wollen wir sie mit A, und A;, bezeichnen. Gleichgewicht herrscht, wie
wir wissen, wenn die Krifte A, und A, etwa die Summe der Komponenten in zwei

Richtungen aller am System'' wirkenden Krifte zu Null machen ebenso wie die
Summe der Momente all dieser Kréfte um jeden beliebigen Punkt.

Zur Bestimmung der beiden Unbekannten A, und A, brau-
chen wir nur 2 der 3 sich daraus ergebenden voneinander
unabhingigen Gleichungen anzuschreiben. Die dritte kann
zu Kontrollzwecken verwendet werden. Welche wir dabei
als Bestimmungsgleichungen verwenden und welche als
Kontrollgleichung, bleibt uns tiberlassen. Wir bestimmen A,
Bild 26 und Ay, aus den Gleichungen

Der Pendelstab

dV=0: A,—F-siny=0— A, =F-siny

ZH=0: Ap,—F-cosy=0— A, =F-cosy
und kontrollieren das Ergebnis durch

ZMa=0: F-siny-s-cosy—F-cosy-ssiny=0

Zunichst stellen wir fest, dass die Komponenten A, und Ay

B“d,27 der Last F direkt proportional sind. Bestimmung der Die
gfu-sttzlm}?ng der Wirkungslinie der resultierenden Auflagerkraft

2, A2 ;
A= VAVTAL _ . ysin’ ycos’y g

v

fallt wegen = tan 7 stets zusammen mit der Stabrichtung. Diese Erkenntnis be-
h

nutzen wir und setzen in einer Kontroll-Rechnung die resultierende Auflagerkraft A
sofort in Stabrichtung an. Wir erhalten dann ZKZ =0:A-F=0—-A=F.

Graphisch 16sen wir die Aufgabe leicht durch Zeichnen des Kraftecks (Zentrales
Kraftsystem).

"' Das Tragwerk mit den darauf einwirkenden Kriften bezeichnen wir als ,statisches Sys-
tem™ oder kurz ,,System®.
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2.2 Der Stab-Zweischlag

Wir dndern Form und Lage des Verankerungskorpers in der nebenstehend gezeigten
Weise (Bild 28): Welches Tragwerk wiirden wir nun wahlen?

Krifteplan

Bild 28 Der Stabzweischlag

Vermutlich den skizzierten Zweischlag. Beim Ansetzen der noch unbekannten
Stiitzkrifte helfen uns unsere bisherigen Uberlegungen: Wir setzen die resultieren-
den Stiitzkréfte in Richtung der anschlieBenden Stdbe an. Bestimmt werden sie etwa
mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen

siny cosf

-B.-
cosa cosa

ZV=0: F-siny—A-cosoc—B-cosp=0— A=F-:

ZHIO: F-cosy—A-sina+B-sinf=0— A=F-Cf)ﬂ+B-s‘ILB
sina sina

Wir setzen die beiden Ausdriicke fiir A gleich und erhalten nach Umstellung der
Ausdriicke und Multiplikation beider Seiten mit dem Faktor sin o cos o

B (sin ot~ cos B+ cos o sin B) =F- (sin o.- sin y— cos o - cos ).

o F. cos(y+ o)
Daraus ergibt sich B=- sin(ot + )

hend erhalten wi A= poou-h
entsprechend erhalten wir = sin(o + )

wenn wir etwa die Gleichungen nach B auflésen und gleichsetzen.'

'2 Natiirlich hétten wir auch andere Bestimmungsgleichungen benutzen konnen. Die Glei-
chungen >M,= 0 und >M; = 0 z.B. hitten zwei entkoppelte Gleichungen geliefert, die
sich natiirlich wesentlich leichter auflosen lassen. Dafiir wire ihre Aufstellung etwas miih-
samer gewesen.
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Sehr einfach ist auch die graphische Losung, da es sich auch hier um ein zentrales
(ebenes) Kraftsystem handelt. Ist die Last F zahlenméBig gegeben, dann kann man
bei Wahl eines geeigneten Malstabes die Grofe der Krifte A und B unmittelbar
ablesen. Wir konnen jedoch dem Kréfteparallelogramm auch deren allgemeine Wer-
te entnehmen. Der Sinussatz liefert

AP ooy
sin(90—(B—vy)) sin(a+p) sin(o + )

-B _ F R - F. cos(aL+7)
sin(90—(a+7y)) sin(a+p) sin(al+B)

Das Ergebnis stimmt also mit dem oben errechneten {iberein. An der Zeichnung fallt
auf, dass die eine Kraft mit —B bezeichnet wurde. Das verhilt sich so: beim Zeich-
nen des Kraftecks stellt sich heraus, dass Gleichgewicht nur mit einer nach rechts
unten gerichteten (B) Kraft erzeugt werden kann. Da wir die Auflagerkraft B positiv
definiert haben in der entgegengesetzten Richtung, miissen wir diesen Kraftvektor
negativ in die Rechnung einfiihren.

Wir diskutieren das Ergebnis kurz. Wie man sieht, sind die Auflagerkrifte unabhéin-
gig von den Stabldngen s; und s, Sie hdngen nur ab von den Stabwinkeln o und 3,
von der GroBe der Last F und ihrem Angriffswinkel y. Die Abhéngigkeit vom Win-
kel vy stellen wir graphisch dar (Bild 29), und zwar fiir ein System mit o0 = 45° und B
=30° Wir sehen:

Beide Auflagerkrifte sind positiv fiir 45° <=y <,= 120°,

beide Auflagerkrifte sind negativ fiir 225°<,— y <,= 300°.

\—‘l‘ﬂ‘b

B
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3 6o 90 12 150 180 210 240 270 oo 330 36;;‘
Yy /
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Bild 29 Abhangigkeit der Stitzkraft-Werte von der Lastrichtung

Beiy= 45°wirkt F in Richtung von Stab 1, deshalb ist A=F und B=0
beiy= 120° wirkt F in Richtung von Stab 2, deshalb ist A=0und B =F
bei y= 225° wirkt F in Richtung von Stab 1, deshalb ist A=—F und B=0
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bei y= 300° wirkt F in Richtung von Stab 2, deshalb ist A=0und B=—F

Interessant ist noch, dass die Auflagerkrifte grofler als F werden konnen. Sie nehmen
jeweils den Wert 1,035 F bzw. — 1,035 F an, wenn F senkrecht zum jeweils abliegen-
den Stab wirkt, also den grotmoglichen Hebelarm um das jeweils andere Auflager hat.
Die dargestellten Linien zeigen den Einfluss der Richtung von P auf die Grofe der Auf-
lagerkraft A bzw. B; man nennt sie deshalb auch Einflusslinien. Mit der Bestimmung
solcher Einflusslinien werden wir uns spiter noch ausfiithrlich beschiftigen."

2.3 Der Einfeldbalken

2.3.1 Belastung durch Einzellasten

Bild 30 Der Balken auf zwei Stiitzen Bild 31 Der Balken auf zwei Stltzen

Wir kommen nun zu einer neuen Situation und wihlen zur Ubertragung der Lasten
F; und F, in den Verankerungskorper einen Biegebalken, der in der gezeigten Weise
(Bild 30) von einem Stabzweischlag und einem Pendelstab gestiitzt werde, etwa
Konfiguration I oder II.

Um die GroBe der drei Auflagerkréfte zu finden, miissen wir zwei Teilaufgaben 16sen:

1) Es miissen diejenigen Kréfte gefunden werden, die der Biegebalken auf den
Stabzweischlag und die Pendelstiitze ausiibt;

5 Dabei wird es dann mehr um den Einfluss des Angriffsortes der Kraft auf eine mechani-
sche Groe gehen, und nicht mehr um den Einfluss der Wirkungsrichtung dieser Kraft.
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2) es miissen diese Kréfte auf die beiden Stiitzkonstruktionen — die Widerlager —
aufgebracht und die dadurch hervorgerufenen Stiitzkrifte A;, A, und B bestimmt
werden.

Die zweite Teilaufgabe und ihre Losung ist uns bekannt aus den vorhergegangenen

Abschnitten. Wir wenden uns hier deshalb nur der ersten (Teil-) Aufgabe zu und

konnen dementsprechend auch, zeichnerisch eine Vereinfachung vornehmen:

y Unverschiebliche (= feste) — a
Auflager bezeichnen wir ‘?‘ é
durch eines der Symbole

:r

Verschiebliche  Auflager b b
bezeichnen wir durch ei- K é_}
nes der Symbole T

Wihrend beim festen Auflager die richtungsméfige Orientierung des Symbols be-
liebig gewihlt werden darf (man wird freilich i. A. die hier dargestellt Orientierung
wihlen), muss beim verschieblichen Auflager das Symbol unter einem ganz be-
stimmten Winkel angeordnet werden: Es muss ndmlich erkennbar sein, in welcher
Richtung Punkt b (Bild 31) verschieblich ist: Die (Doppel-) Basis des Dreiecks wird
dazu in diese Richtung gelegt. Die zugehorige Auflagerkraft B wirkt stets senkrecht
zu dieser (Doppel-) Basis.

Mit dieser Vereinbarung kommen wir nun zur Bestimmung der Stiitzkréfte (siehe
Bild 32). Im Auflager b ist die Stiitzkraft B unbekannt (ihre Wirkungslinie ist be-
kannt), im Auflager a die resultierende Stiitzkraft A und deren Richtung (Wirkungs-
linie). Bei einer zeichnerischen Losung dieser Aufgabe wird man i. A. diese drei
GroBen bestimmen. Bei einer rechnerischen Losung, zu der i. A. die Gleichge-
wichtsbedingungen ZV =0, ZH =0 und ZM =0 herangezogen werden, gibt

man eher Komponenten von A an: Die Horizontalkomponente A;, und die Vertikal-
komponente A,."* Wihrend man vertikale Stiitzkréfte stets nach oben wirkend posi-
tiv definiert, gibt es fiir horizontale Stiitzkréfte keine allgemein giiltige Vereinba-
rung. Wir werden in Anlehnung an den (noch zu besprechenden) Dreigelenk-
Rahmen im allgemeinen eine am linken Auflager wirkende Horizontal-Stiitzkraft
nach rechts wirkend positiv einfithren und eine gegebenenfalls am rechten Auflager
wirkende Horizontal-Stiitzkraft nach, links wirkend positiv definieren.

Hier nun die Berechnung der Stiitzkrifte, zundchst mit Hilfe
der Gleichgewichtsbedingungen Z H=0, Z V=0, Z M; =0,
dann mit Hilfe von D H=0, 2,V=0, 2. M,=0,

4 Bei Bedarf kann daraus A und der zugehérige Winkel ermittelt werden.
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dann mit Hilfe von D H=0, 2 M=0, 2 M,=0.
SchlieBlich zeigen wir ihre zeichnerische Bestimmung.

1. Rechnung 5N 4 kK o
a 60 b
H=0: A,—2,00=0; A,=2,00kN —D = :
Z h h é‘ 3 m .2ml 4 i_;'
~0: 300 3.46= . S 1
2 V=0: A,+B-3,00-346=0 S 306
D2 M=0: 5-A,—4-B-2-3,00=0 2,00 kN

. . A
Auflosen der zwei letzten Gleichungen nach "R Ty : B‘?
A, liefert Y

Ay=646-B und A,=120+0.8-B. Bijld 32 Zur rechnerischen Lésung

Diese beiden Ausdriicke werden gleichgesetzt, was B = 2,92 kN liefert. Einsetzen
dieses Wertes fiir B in eine der o. a. Ausdriicke flir A, liefert A, = 3,54 kN.

2. Rechnung

D H=0: A,—2,00=0; A,=2,00kN

D V=0: A,+B-3,00-346=0; B=646-A,=292kN

D My=0: 9-A,—6-3,00-4-346=0; A,=(18+13,84)/9=3,54kN
3. Rechnung

D H=0: A,—2,00=0; A,=2,00KkN

D M,=0: 9-B-5-346-3-3,00=0; B=(9,00+17,30)/ 9 =2,92 kN

D My=0: 9-A,—6-3,00—4-3,46=0;

A, = (18 + 13,84)/9 = 3,54 kN

Ein Vergleich dieser drei Rechnungen zeigt:

Bei der ersten Rechnung (beliebiger Bezugspunkt fiir die Momentengleichung) war
die Aufstellung der Gleichungen einfach; die zwei letzten Gleichungen waren durch
zwei unbekannte Grofen gekoppelt.

Bei der zweiten Rechnung wurde der Bezugspunkt fiir die Momentengleichung so
gewdhlt, dass (neben Aj) eine zweite Unbekannte keinen Beitrag zur Momenten-

summe leistete. Die zwei letzten Gleichungen waren durch nur eine unbekannte
Grolie gekoppelt. Bei der dritten Rechnung wurde anstelle der Gleichung ZV =0

eine zweite Gleichung vom Typ Z M = 0 angeschrieben, wobei der Bezugspunkt
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so gewihlt wurde, dass (neben A;) die dritte Unbe-
kannte A, keinen Beitrag leistete. Dies fithrte auf drei
vollstindig entkoppelte Gleichungen mit drei Unbe-
kannten.

Hier die zeichnerische Losung der Aufgabe (Bild 33).
Nach Anfertigung des Lageplanes wird der Krifteplan

Seileck gezeichnet (hier gewahlt: 1 cm 2 3,33 kN), der uns

Lageplan Grofle und Richtung der resultierenden Last liefert. Mit
Hilfe des Polplans und des Seilecks finden wir dann die

®) Lage (Wirkungslinie) der resultierenden Last im Lage-
53 plan. Diese Last wird nun zerlegt in zwei Komponen-

F‘T ?1(2 ten, die resultierende Stitzkraft A und die senkrechte

= Stiitzkraft B auf folgende Weise:
ﬁf BT Die Stiitzkrifte A und B konnen die resultierende Last
R nur im Gleichgewicht halten, wenn sich ihre Wir-
Bild 33 Zur zeichneri- kungslinien auf derjenigen von R schneiden. Die Wir-

kungslinien von R und B sind bekannt, ihr Schnittpunkt
S kann somit sofort bestimmt werden. Durch diesen
Schnittpunkt S und durch (Auflager-) Punkt a verlduft die Wirkungslinie von Stiitz-
kraft A, die damit ebenfalls bekannt ist. Damit sind wir in der Lage, im Krifteplan
parallel zu den Wirkungslinien von A und B diejenigen Stiitzkrifte einzutragen, die
der resultierenden Last R bzw. den beiden Lasten F; und F, das Gleichgewicht hal-
ten. SchlieBlich zerlegen wir noch die resultierende Stiitzkraft A in ihre beiden
Komponenten A, und A;, deren Werte sich ergeben zu A, = 3,5 kN und Ay, = 2,0 kN.
Die Stiitzkraft B ergibt sich zu B =2,9 kN. Wenn wir diese Resultate in einer besse-
ren Genauigkeit erhalten wollen, miissen wir in einem anderen Maf3stab zeichnen;

z.B.1cm2 0,5 kN.

schen Losung

2.3.2 Belastung durch Streckenlasten

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Stiitzkréfte bestimmt infolge gegebe-
ner Einzellasten. Wir fragen: Liefert das Eigengewicht des Balkens einen Beitrag zu
diesen Stiitzkriften? Diese Frage, die natiirlich bejaht werden muss, fiihrt zu einer
zweiten Art von Lasten: zu den Streckenlasten. Nehmen wir zunédchst an, der im
vorangegangenen Abschnitt behandelte Biegebalken habe einen (iiber die Balken-
achse) nicht-konstanten Querschnitt; der Querschnittsverlauf sei unregelméBig.
Dementsprechend unregelméBig ist dann natiirlich auch der Verlauf des Eigenge-
wichts. Wir kdnnen ihn in einem Koordinatensystem darstellen, indem wir etwa g(x)
iiber x auftragen. Auf ein kleines Balkenstiick von der (unendlich) kleinen Lénge dx
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wirkt dann die Last dG = g(x)- dx. Indem wir iiber die Balkenlénge / integrieren,
erhalten wir die resultierende Last (das Eigengewicht des Balkens)

I I g
G=[dG = [g(x)-dx £(x) j
0 0 Bild 34 iz "

Der Wert dieses Integrals kann berechnet werden, sobald die Belastungsfunktion
g(x) bekannt ist. Der haufig auftretende Sonderfall des gleichbleibenden Querschnit-
tes liefert mit g(x) = const. = g, den Wert

1 g
G=g, [dx=g [x] =g, I Bild 35a * €0
0

1l x

Der hin und wieder auftretende Fall des linear verdnderlichen Querschnitts liefert,
wenn wir den oben behandelten konstanten Anteil vorher abspalten, mit

g(x) = ? g, den Wert

! 2 . EL‘E‘-):}{'}L’—
G=g—° J-x-dx=g7"-{x—} =5 ! -{go
0

’ Bild 35b
/ 2 2
0 JP— 1%

In einem orthogonalen Koordinatensystem, solange die Lastintensitdt senkrecht zur
Stabachse auf getragen wird, lassen sich die Ergebnisse anschaulich deuten als Fla-
che unter der Belastungskurve.'> Man nennt sie dann auch die Lastfliche. Es sei hier
schon vorweg bemerkt, dass diese Deutung bei einem schiefwinkligen Koordinaten-
system nicht mehr moglich ist.

Neben der oben bestimmten Resultierenden einer Streckenlast interessiert uns das
Moment, das diese Streckenlast in Bezug auf einen beliebigen Punkt i ausiibt. Wir
nehmen an, dieser Bezugspunkt habe den (senkrecht zur Lastrichtung gemessenen)
Abstand e vom Koordinaten-Ursprung. Dann liefert die Last g(x)-dx den Beitrag
dM=g(x) - dx- (x—e). Wir integrieren diese Beitrdge tiber die Balkenlidnge und er-
halten

1 ] g
M=[dM = [g(x)- (x—¢)-dx. &) 1
0 0 ,.,L,.‘i ax
X ] b—

X

' Diese Fliche unter der Lastkurve wird deshalb von uns Bauingenieuren gern (senkrecht)
schraffiert.
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Der Wert dieses Integrals kann angegeben werden, sobald g(x) bekannt und e ge-
wihlt sind. Fiir den oben genannten Fall g(x) = g, erhalten wir

1) fiir e = 0 (Bezugspunkt in Stlitzpunkt a):

ngdgHgg $1||mm°mé
0 0 m 1 _T

2) fir e =/ (Bezugspunkt in Stiitzpunkt b):

! g

1 XZ 12 o

Mb:go"j(x_l)'dngo'[T_l'x} :_go'? Wﬂ
0 0 a b

i

g I g [x 1-x2 ! 2
2) fire=lL M, =22 |x=-[)x-dx=22| " | =—g,-—
) = !( ) l L ; } g

0
Im Vorgriff auf die in Band 2 dargestellten Schwerpunktsitze stellen wir hier fest:
Das Moment einer Streckenlast um einen Punkt i ist gleich dem Moment der (im
Schwerpunkt der Lastflaiche wirkenden) Resultierenden der Streckenlast um diesen
Bezugspunkt.
Mit diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun an die Ermittlung der Stiitzkréfte in-
folge einer — zunichst gleichmiBig verteilten — Streckenlast gehen.

1. Gleichstreckenlast wirkt entlang der ganzen Balkenlinge

H=0: A,=0 1kN/m
= ' T
>V=0:A,+B-1-9=0 W48 5,00m _1’:1_
A, B

> M, =0:9-B-1-92/2=0.
Bild 36 Gleichstreckenlast
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