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Gebrauchsanleitung

Ein einfithrendes Wort zur mathematischen Sprache, welche manchmal
etwas seltsam anmuten mag, jedoch durch ihre Prézision eine grofie Hilfe
im Umgang mit Mathematik und manchmal sogar im téglichen Leben sein
kann. Zum Beispiel sagen Menschen, die sich mit Mathematik beschéftigen,
vielleicht:

Es existiert genau eine gerade Primzahl,

was nicht nur bedeutet, dass es eine gerade Primzahl gibt, sondern zusétzlich
auch, dass es nicht zwei oder drei oder noch mehr solcher Primzahlen gibt
— also genau eine solche existiert. Aber es mag noch mehr ungewohnt sein:
Wihrend Schulmathematik oft beispielhaft bleibt (und wohl auch meistens
sein sollte), ist Hochschulmathematik wissenschaftlich. Die Darstellung ma-
thematischer Theorien erfolgt nach einem strengen Muster (Definition — Satz
— Beweis), das sich seit seiner Entstehung im Laufe der Jahrhunderte als
duBerst effektiv erwiesen hat, wenngleich die meisten Mathematikstudieren-
den diese wissenschaftliche Methode zu Beginn erst gewohnungsbediirftig
empfinden mogen, bevor sie diese letztlich Wert schitzen lernen.

Auch davon handelt dieses Buch. ..

Das Erlernen dieser Sprechweise ist nicht ganz unédhnlich dem einer Fremd-
sprache. Hier helfen Geduld und Aufgeschlossenheit, jedoch wird im Um-
gang mit Mathematik auch die Denkweise gefordert und geférdert: Hier
sind Konzentration, Wissensdurst und Neugier, Kreativitdt und Fantasie
unerldsslich. Wir verschweigen nicht, dass ebenso Begabung fiir die zu er-
klimmenden Gipfel der Mathematik notwendig ist! Und bevor nun der Leser
oder die Leserin bei dieser Aufzihlung von notwendigen Tugenden vor der
eigentlichen Lektiire an sich zu zweifeln beginnt, die richtige Wahl beim
Erwerb dieses Buches getéitigt zu haben, sei noch erwihnt, dass letztlich
erst das Praktizieren von Mathematik Aufschluss dariiber gibt, ob sich ei-
ne Freude an der Mathematik einstellt. Aus diesem Grund haben wir eine
Vielzahl von Aufgaben verschiedenen Schwierigkeitsgrades eingebaut:
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Mathematik ist kein Zuschauersport!

Von den zahlreichen Ubungsaufgaben werden die mit einem % gekennzeich-
neten skizzenhaft im abschliefenden Kapitel gelost; die Details bleiben
natiirlich der Leserin oder dem Leser zur weiteren Ubung selbst iiberlas-
sen!

Humor hilft wie bei vielen Dingen sicherlich auch beim Erlernen dieser
mathematischen Denk- und Sprechweise. Ohne weiteren Kommentar ein dies
illustrierender Witz:

Ein Physiker, eine Mathematikerin und ein Informatiker fahren im Zug
durch Schottland. Sie schauen aus dem Fenster und sehen, wie ein schwarzes
Schaf auf einer Weide grast. Der Informatiker schlussfolgert: ,Alle Schafe
in Schottland sind schwarz.‘ Der Physiker verbessert: ,Das ist nicht ganz
korrekt. In Schottland gibt es schwarze Schafe. Die Mathematikerin seufzt
und spricht: ,In Schottland gibt es auf mindestens einer Weide mindestens
ein Schaf, welches von mindestens einer Seite schwarz ist.*

1.1 Zum Aufwirmen: Was ist Zahlentheorie?

Am Anfang der Mathematik — sowohl vor einigen tausend Jahren als
auch in der ersten Klasse der Schule oder dem ersten Semester an der Uni-
versitdt — stehen die Zahlen im Mittelpunkt. In der deutschen Sprache sind
die beiden Worter Zahlen und zdhlen sehr dhnlich; dies kommt nicht von
ungefdhr: Die natirlichen Zahlen 1,2,3,... ermoglichen eine Sprache, Din-
ge des téglichen Lebens zu zdhlen oder auch Gegenstinde zu messen: ei-
ne Familie besitzt vielleicht ein Schwein oder zwei Hiihner; die Entfernung
Wiirzburg—Schweinfurt betriagt ca. 144.000 Fufl bzw. sechs (mittelalterli-
che) Meilen (ungefihr 45km). Die natiirlichen Zahlen verdienen sich ihren
Namen damit als Ordinalzahlen, wie sie eben beim Z#hlen vorkommen, und
auch als Kardinalzahlen, welche die Grofle einer Menge wiedergeben. Zahlen
zum Zihlen oder auch als Maflzahlen werden seit etlichen Tausenden von
Jahren verwendet. Seitdem hat sich das Zahlenuniversum jedoch erheblich
vergroflert — eine ,Evolution der Zahlbereiche' —, entsprechend den Aufgaben
mit denen die Mathematikerinnen und Mathematiker konfrontiert wurden:

N = Menge der natiirlichen Zahlen: 1,2,3,4,... ;

7Z = Menge der ganzen Zahlen: ...,—-2,-1,0,1,2,3,4,... ;
Q = Menge der rationalen Zahlen, wie etwa %, —é—% ;
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R = Menge der reellen Zahlen, z. B. \/§,ﬂ =3,14159... ;
C = Menge der komplexen Zahlen.

Die Menge der ganzen Zahlen erweitert die der natiirlichen Zahlen um das
jeweils Negative sowie die Zahl null. Negative Zahlen treten in Kaufmanns-
rechnungen z.B. im Zusammenhang fiir Verbindlichkeiten auf; so wurden
Schulden im Mittelalter als rote Zahlen in der ansonsten schwarz verfas-
sten Buchhaltung gefithrt. Die Null fillt aus dem Rahmen: Sie ist weder
positiv noch negativ. Tatséchlich ist die Null ein Kunstgriff indischer Ma-
thematiker vor mehr als eintausend Jahren; die erste gesicherte Erwadhnung
findet sich auf einer Steintafel siidlich von Delhi aus dem achten Jahrhun-
dert unserer Zeitrechnung. Thre Relevanz wird sich uns erschlieflen, wenn wir
(in Abschn. 3.5) eingehend die Struktur der obigen Zahlbereiche studieren
werden.

Die rationalen Zahlen bilden eine Obermenge der ganzen Zahlen, in der
sdmtliche Quotienten ganzer Zahlen zu finden sind (natiirlich ohne dabei
durch null zu dividieren). Die ,alten Agypter‘ zerlegten z.B. in ihren be-
merkenswerten Kalenderrechnungen Proportionen systematisch in Summen
von Stammbriichen, etwa,

9 1 1 1

20 27175
und entwickelten eine ganz eigene Arithmetik. Ein guter Kalender war be-
reits damals von grofler Wichtigkeit im Hinblick auf die Ernte und ihre
Abhiingigkeit von den Uberschwemmungen des Nils.! Noch fiir die ,alten

Griechen’ lieferten die rationalen Zahlen das Fundament ihres Weltbildes:
LAlles ist Zahl. ©

soll Pythagoras im sechsten Jahrhundert vor Beginn unserer Zeitrechnung
gesagt haben? und meinte damit, dass sich das Wesen der Welt in Zah-
len ausdriickt. Ein Beispiel hierfiir ist Pythagoras’ Harmonienlehre in der
Musik. In dieser Weltanschauung waren ausschlieBlich rationale® Zahlen ge-
meint und jede Naturgesetzméfligkeit sollte sich mit eben diesen rationa-
len Zahlen beschreiben lassen. Doch bereits Pythagoras’ Schiiler erkannten,

IDas Schaltjahr ist {ibrigens eine &gyptische Erfindung; Gaius Julius César adaptierte
diese Idee in seinem Julianischen Kalender lediglich.

2Und sein Schiiler Kroton fiigt prazisierend hinzu: ,, Und wirklich hat alles, was erkannt
wird, Zahl. Denn es ist unmdglich, daf$ ohne diese irgend etwas im Denken erfafit oder
erkannt wird ¢ (cf. [5], Seite 127).

3 ratio‘ ist lateinisch fiir ,Vernunft-.



4 1 Gebrauchsanleitung

dass die rationalen Zahlen alleine nicht ausreichen, die Welt zu erklédren:
Hippasos von Metapont entdeckte, dass die Diagonale im Einheitsquadrat
inkommensurabel ist, d.h. deren Linge v/2 ist keine rationale Zahl (siche
Satz 1.1 weiter unten). Diese Erkenntnis revolutionierte die Mathematik
der Griechen!*

Die Entdeckung der Irrationalitdten fiihrt direkt auf die in der Analy-
sis so wichtigen Menge R der reellen Zahlen, wenngleich die Mathematiker
mehr als ein Jahrtausend fiir diesen Schritt benétigten!® Tatséchlich brach-
te das rémische Reich aufler der Verpflichtung ausléndischer Mathematiker
zum Bau von Aquiddukten und dergleichen keinen nennenswerten Beitrag
zur Forderung der Mathematik zustande, sondern war mit seinen unprakti-
kablen Zahlsymbolen und den damit verbundenen Unannehmlichkeiten eher
riickschrittlich. Das erleichternde Dezimalsystem inkl. der Null verdanken
wir den arabischen Mathematikern und der arabischen Vorherrschaft auf
der iberischen Halbinsel vor gut eintausend Jahren.

Bei den reellen Zahlen treffen wir weitere alte Bekannte aus der Schu-
le, wie etwa e = 2,71828... (die Basis des natiirlichen Logarithmus) und
die Kreiszahl # = 3,14159.... Allerdings entziehen sich die Wurzeln der
einfachen Gleichung X2 + 1 = 0 auch den reellen Zahlen; erst mit Hilfe
der Menge C der komplexen Zahlen lésst sich diese und tatséchlich jede
polynomielle Gleichung mit reellen oder gar komplexen Koeffizienten 16sen
(wie der ,Fundamentalsatz der Algebra‘ besagt, den wir in Abschn. 8.1 be-
handeln werden). Wir haben also folgenden Turm von Zahlenuniversen zur
Verfiigung:

NczZcQcRcC.

Hierbei werden existente Zahlbereiche tatséchlich jeweils so um weitere Zah-
len erweitert, dass mehr und mehr (algebraische) Struktur entsteht! Alle
diese Zahlbereiche werden wir eingehend studieren (und dabei auch Aspek-
te kennen lernen, die jenseits des uns in der Schule vermittelten Wissens
liegen und trotzdem relevant sind). Insbesondere interessieren wir uns fiir

4Von einer Grundlagenkrise (wie in einiger Literatur) sollte man dabei nicht ausgehen,
sondern viel mehr von einem Startpunkt, aus dem sich Ideen und Theorien entwickelt
haben; siehe hierzu D. FOWLER, The Mathematics of Plato’s Academy, Clarendon Press
Oxford, 1999.

5 Weder das Tempo von Mathematikvorlesungen noch die Dicke der Lehrbiicher spiegelt
die Geschwindigkeit der Entwicklung dieser Theorien wieder. Insofern benétigt auch der
Stoff einer Vorlesung oder auch eines Buches wie diesem unbedingt eine Nachbereitung!
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die reellen Zahlen und dabei wiederum fiir die Unterschiede zwischen den
rationalen Zahlen und den reellen Irrationalzahlen.

Was ist Zahlentheorie?

FEin Beispiel hatten wir mit der Fermatschen Vermutung bereits im Vorwort
angesprochen. Hier wollen wir ein anderes Problem betrachten, das ebenfalls
auf Fermat zuriickgeht, dabei einen recht einfachen Einstieg in die Zahlen-
theorie liefert und uns nebenbei auch noch eine zeitlang beschéftigen wird.
Wir fragen, ob auf gewissen Kurven Punkte mit ganzzahligen Koordinaten
liegen und starten mit ganz einfachen Kurven.

Gegeben sei eine lineare Gleichung in zwei Unbekannten X und Y, etwa

2X —5Y =0;

diese Gleichung beschreibt geometrisch eine Gerade in der X — Y-Ebene
durch den Ursprung. Wir suchen nach Punkten (z,y) mit ganzzahligen Ko-
ordinaten, kurz ganzzahlige Punkte, auf dieser Geraden. Hier und im Fol-
genden beschreiben wir in Gleichungen Variable mit Groflbuchstaben und
Losungen zur Unterscheidung mit den entsprechenden Kleinbuchstaben —
eine hilfreiche Konvention, an die man sich schnell gewthnt. Wem die obi-
ge Problemstellung ohne weitere Motivation zu langweilig scheint, der mag
an eine Sammlung von Fingerabdriicken denken, in der von z Personen
samtliche Fingerabdriicke der beiden Hénde gesammelt sind. Diese Samm-
lung lasst sich unterschiedlich ordnen, etwa nach H&nden, aber auch nach
Fingern. Weil wir davon ausgehen, dass alle Personen zwei Hénde mit je
fiinf Fingern (Daumen, Zeigefinger usw.) besitzen, gelten die Gleichungen
5y = 10z und 2z = 10z fiir die Anzahl x der Fingerpaare und die Anzahl y
der Héande. Natiirlich ist zudem 5y = 2x bzw. 22 — 5y = 0 (durch Bildung
der Differenz); also liefern diese moglichen Anzahlen z und y Beispiele fiir
ganzzahlige Punkte auf unserer Geraden und umgekehrt.%

Zuriick zur eigentlichen mathematischen Fragestellung. Offensichtlich
ist die gegebene Gleichung ganzzahlig 16sbar, wie wir gesehen hatten etwa
durch x = 5 und y = 2; demzufolge ist (5,2) ein Punkt mit ganzzahli-
gen Koordinaten auf der obigen Geraden (siehe Abb. 1.1). Gibt es weitere
ganzzahlige Punkte auf dieser Geraden? Tatséchlich besitzt diese Gleichung
sogar unendlich viele Losungen, die sich wie folgt parametrisieren lassen:

6 Vielleicht liefert ein Seestern, wie er bei Schwammkopf Bob auftritt, mit seinen fiinf
Armen und zwei Augen ein besseres, wenn auch biologisch zweifelhaftes und realitdtsfernes
Beispiel?!
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Abbildung 1.1. Die Gerade Y = %X im ersten Quadranten

x =bm und y =2m fiir ganzzahliges m.

Der Begriff ,Parametrisierung’ bedeutet hier, dass es eine gewisse Grofle
gibt, der Parameter m in unserem Falle, mit dessen Hilfe sich durch Variieren
desselben sémtliche Losungen ergeben. Dass tatséchlich alle solchen x und y
die gegebene Gleichung 16sen, rechnet man leicht nach; dass es keine weiteren
Losungen gibt, benotigt schon ein wenig Nachdenken: Zunéchst nehmen wir
an, dass es eine Losung (z,y) in ganzen Zahlen gibt und stellen die Gleichung
um:

2z = by.

Weil wir es mit ganzen Zahlen zu tun haben, muss 5y eine gerade Zahl sein,
eben da diese gleich der wegen des Faktors 2 sicherlich geraden Zahl 2z ist.
Hier benutzen wir also die Unterteilung der ganzen Zahlen in gerade und
ungerade Zahlen, also in Zahlen der Form 2k bzw. 2k+ 1, wobei k eine ganze
Zahl ist. In dieser oder in variierter Form ist diese Einteilung ganzer Zahlen
in verschiedene Klassen ein sehr wichtiges Konzept der Zahlentheorie! Da
aber 5 ungerade ist, muss also y gerade sein, d.h. y = 2m fiir eine ganze
Zahl m. Also wissen wir

2¢ =5-2m.
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Kiirzen liefert nun die oben angegebene Parametrisierung. Das war recht
einfach, allerdings haben wir an einer Stelle einen wichtigen Satz der Zah-
lentheorie benutzt — fast ohne dies zu merken —, némlich, das so genannte

Lemma von Euklid. Teilt eine Primzahl ein Produkt
zweier ganzer Zahlen, so teilt sie mindestens einen der
beiden Faktoren

(als wir folgerten, dass y gerade ist). Mit einem Lemma bezeichnet man
iiblicherweise eine mathematische Aussage, die als Hilfssatz fiir den Beweis
tieferer Resultate benotigt wird.” Die Aussage des euklidischen Lemmas
klingt harmlos, ist womoglich intuitiv klar, trotzdem bedarf sie eines Bewei-
ses (den wir auch in Abschn. 3.4 spéter geben werden).

Auf diese Weise kann man alle moglichen Gleichungen der Form
aX —bY =0

behandeln, wobei a und b jetzt irgendwelche vorgegebenen ganzen Zahlen
seien. Zur Ubung mag man sich iiberlegen, wie zu argumentieren ist, wenn
weder a noch b eine Primzahl ist. Aber was ist mit Gleichungen der Gestalt
2X —5Y =1 etwa oder, wenn drei oder mehr Unbekannte auftreten? (Dies
wird spéter in Abschn. 3.2 noch unser Thema sein.) Wir sprechen hier von
linearen Gleichungen, da diese Gleichungen so genannte Hyperebenen im
Sinne der linearen Algebra definieren; das Attribut linear entstammt dem
lateinischen ,linea‘, was ,Linie‘ bedeutet.

Als néichstes Problem wollen wir quadratische Gleichungen untersuchen,

wie etwa
X2 —2y?2=0;
wiederum fragen wir nach ganzzahligen Losungen, mochten nun allerdings
die triviale Losung x = y = 0 ausdriicklich ausschlieBen. Ausgehend von
einer hypothetischen nicht-trivialen Losung (x, y) stellen wir diese Gleichung
um, so dass )
<E> =2 bzw. L +v/2
Y Y

entsteht; diese Umformung ist erlaubt, weil fiir eine solche Losung sicherlich
y # 0 gilt (da sonst ja auch x = 0 gelten wiirde, was wir ausgeschlossen
hatten). Wenn aber x und y ganze Zahlen sind, wobei y # 0, dann ist %

7,Lemma‘ ist iibrigens griechisch fiir ,Annahme°.
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eine rationale Zahl (ein so genannter ,Bruch‘, was wir im Folgenden aber
nur selten sagen wollen). Dem entgegen gilt folgender

Satz 1.1. /2 ist irrational.

Hierbei heiit eine Zahl irrational, wenn sie nicht rational (also kein ,Bruch*)
ist, und somit keine Darstellung 7 mit ganzen Zahlen a und b # 0 besitzt.
Ist 1 eine nicht-negative reelle Zahl, so existiert eine eindeutig bestimmte
nicht-negative reelle Zahl £, welche £ = 7 geniigt; dieses ¢ notieren wir
auch als Quadratwurzel aus 7, in Zeichen: § = /5. Dies diirfte aus der
Schule bekannt sein, wird uns aber spiter noch 6fter beschiiftigen.® Letztlich
ist die Quadratwurzel v/2 somit ein Symbol, welches eine bestimmte reelle
Zahl definiert, nimlich jene, welche der Gleichung £? = 2 geniigt und dabei
positiv ist. Tatséchlich sollten wir zunéchst jedoch eine gewisse Vorsicht
mit reellen Zahlen an den Tag legen, ist uns doch keine genaue (endliche)
Darstellung der reellen Zahl hinter dem Symbol /2 bekannt. (In Kap. 5
werden wir dies eingehend beleuchten.)

In der Mathematik verdient eine Aussage nur dann den Namen Satz,
wenn es eine stichhaltige Argumentation, einen so genannten Beweis, fiir
diese Aussage gibt (ein Thema, dass wir in Abschn. 2.1 vertiefen werden).
Hier kommt nun fiir Satz 1.1 ein

Beweis durch Widerspruch. Hierzu nehmen wir an, dass die Aussage des
Satzes falsch ist und fiihren dies zu einem Widerspruch, was dann wiederum
beweist, dass unsere Annahme falsch und daher die Aussage wahr ist: An-
genommen, v/2 ist nicht irrational, dann ist sie rational, also lisst sie sich
schreiben als v2 = 7 fiir gewisse ganze Zahlen a und b # 0. Wir diirfen
ferner annehmen, dass a und b teilerfremd sind, also keinen gemeinsamen
Primfaktor besitzen; ansonsten erzielen wir durch Kiirzen des grofiten ge-
meinsamen Teilers von Zahler und Nenner einen solchen Bruch (wie etwa

im Beispiel % = g—g = %) Dann liefert Quadrieren
2
a
2= 72 bzw. 2% = a?.

Soweit waren wir tm Prinzip schon; allerdings haben wir mittlerweile ge-
zeigt, dass die Irrationalitit von /2 dquivalent zur nicht-trivialen Losbar-
keit obiger quadratischer Gleichung ist. (Nun argumentieren wir ganz dhn-
lich wie im Falle der linearen Gleichung 2z = 5y oben:) Da die linke

8Lediglich die griechischen Buchstaben moégen ungewohnt erscheinen; hier hilft nur der
praktische Umgang mit denselben. Sprachlich liest sich unser Beispiel als zi Quadrat gleich
eta.
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Seite gerade ist, muss auch die rechte Seite gerade sein. Angenommen,
a sei ungerade, also a = 2k + 1 mit einer ganzen Zahl k, dann folgte
a? = (2k +1)% = 2(2k? + 2k) + 1, womit dann auch a? ungerade wire. Folg-
lich ist a gerade, d.h. a = 2k fiir eine ganze Zahl k und a? = (2k)? = 4k2.
Setzen wir dies in die obige Gleichung ein, zeigt sich

202 = 4k bzw. b = 2k>

nach Kiirzen des Faktors 2. Mit demselben Argument wie zuvor folgt nun,
dass auch b gerade ist. Dies widerspricht jedoch unserer Voraussetzung der
Teilerfremdheit von a und b. Also war die Annahme falsch, d.h. V2 ist

irrational und die Aussage ist bewiesen. o’

Damit haben wir unseren ersten formal korrekten Beweis gefiihrt (wenn-
gleich wir wiederum das bislang noch nicht bewiesene euklidische Lemma
benutzt haben). Das Ergebnis war — wie angemerkt — bereits den griechi-
schen Mathematikern der Antike bekannt als Inkommensurabilitéit von Dia-
gonale und Seitenlénge eines Quadrates (was wir in Abschn. 6.6 noch einmal
vertiefen werden). Heutzutage kénnen wir diese Erkenntnis auf einer Seite
zusammenfassen, aber wir sollten nicht vergessen, was fiir eine grofie Lei-
stung hinter einem ersten neuen Gedanken steckt! Zur Verdeutlichung sei
hierzu noch erwahnt, dass es damals iiberhaupt keine algebraische Formulie-
rung der Mathematik gab, was heutzutage ja bereits mit der Formelsprache
in der Schule eine Selbstverstindlichkeit ist; unser Kalkiil der Notation ma-
thematischer Formeln wurde tatséchlich erst beginnend mit Francois Viéte
und seinen Zeitgenossen im sechzehnten Jahrhundert nach und nach ent-
wickelt. '

Ubrigens: Der Beweis der Irrationalitit von /2 funktioniert nahezu
wortwortlich auch mit v/3 und /5 anstelle von \/5, aber natiirlich nicht mit
Va4 = 2: an welcher Stelle des Beweises ergeben sich Probleme im Falle /472

Aufgabe 1.1. Beweise die Irrationalitit von \/p, wobei p eine beliebige
Primzahl sei. Wieso funktioniert der Beweis micht fiir /42 Fir welche
natiirlichen Zahlen n ist die Quadratwurzel \/n irrational? Ist /2 (also
die reelle Losung der Gleichung X = 2) ebenfalls irrational?

Aus Platons Schriften wissen wir, dass wohl Theodoros von Kyrene der
Erste war, der iiber die Irrationalitiit von v/2 hinausgehend, Quadratwurzeln

9 Wir notieren mit dem Symbol e das Beweisende; andere schreiben ,qed‘ fiir ,quod erat
demonstrandum‘ oder dhnliches.
10Mehr zu diesem wichtigen Thema in [18], Band 1.
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natiirlicher Zahlen auf Irrationalitit untersuchte; bei Platon selbst findet
man ebenfalls Versuche, diese Irrationalitidten zu klassifizieren (ein Thema,
dem wir spéter in Kap. 6 wieder begegnen werden).

In Briefen an die besten Mathematiker seiner Zeit (17. Jhd.) stellte
Fermat folgende Aufgabe:'! Gegeben eine natiirliche Zahl d, finde man alle
ganzzahligen Losungen der Gleichung

X2 =dy?+1.

Fiir ein erstes Beispiel denke man hier etwa an d = 1. Dann kann die
Gleichung umgeformt werden zu

1=X2-Y?’=(X-Y)(X+Y)

(in der Schule wurde die zweite Gleichung oben mit dem Namen dritte
binomische Formel* bezeichnet). Da nach ganzzahligen Losungen x, y gefragt
ist, erlaubt diese Faktorisierung nur ganzzahlige Faktoren, und weil das
Produkt eins ist, gilt fiir diese

r—y=x+y==l,

was so zu lesen ist, dass entweder x — y und x + y gleich 4+1 oder beide
gleich —1 sind. Nach Addition beider Gleichungen ergeben sich als einzige
Losungen x = +1 und y = 0. Auf &hnliche Art und Weise kommt man fiir
alle Quadratzahlen d zum Ziel; man versuche sich etwa an d = 4 = 22. Aber
was ldsst sich fir etwa d = 61 sagen? Also:

X2 -61Y%=1.

Die Losungen, die wir fiir quadratische d gefunden haben, sind stets Losun-
gen (unabhéngig von d, wie man sofort nachrechnet). Allerdings sieht man
diese Losungen sofort, weshalb wir sie trivial nennen wollen. Aber gibt es
auch nicht-triviale Lisungen? Zunéchst wollen wir uns diese Problemstel-
lung geometrisch veranschaulichen. Den Losungen entsprechen ganzzahlige
Punkte auf einer Hyperbel (siche Abb. 1.2) und unsere Problemstellung
lautet folglich:

Eine solche Hyperbel enthdlt natiirlich viele Punkte, aber
liegen auch welche mit ganzzahligen Koordinaten auf ihr?

L ywir versuchen weitestgehend geschlechterneutral zu schreiben, jedoch scheint dies hier
unangebracht zu sein, da Fermats Korrespondenz ausschlieflich ménnlichen Adressaten
vorbehalten war, in einer Zeit, in der es nahezu gar keine Mathematikerinnen gab. Im
Folgenden wéhlen wir als Kompromiss wechselnd die ménnliche oder weibliche Form.
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Abbildung 1.2. Die Hyperbel X? —2Y? = 1; die ganzzahligen Punkte
sind fett eingezeichnet, wie etwa (x,y) = (3, 2).

Die Symmetrien der Hyperbel legen auch eine Symmetrie bei den Loésungen
der Gleichung nahe: Mit (z,y) ist auch (+z, £y) eine Losung, wobei hier jede
Kombination von Vorzeichen erlaubt ist, weil die Unbekannten quadratisch
in der Gleichung auftreten.

Wir werden also Hyperbeln der Gestalt

X?—dy*=1

untersuchen, wobei d eine beliebige natiirliche Zahl sei, jedoch kein Quadrat,
und auf Grund der Symmetrien diirfen wir uns zukiinftig auf Losungen in
natirlichen Zahlen beschrinken. Tatsdchlich existieren stets solche, wenn
V/d irrational ist (bzw. d kein Quadrat), was wir auch im Verlaufe dieses
Buches beweisen werden! Der Beweis hiervon ist keine leichte Aufgabe, wie
etwa das Beispiel d = 61 nahelegt, denn die kleinste Losung in natiirlichen
Zahlen ist hier erstaunlich grof3:

x = 1766319049, y = 226 153 980.

Auch wie man fiir eine Gleichung des obigen Typs nicht nur eine, sondern so-
gar die Gesamtheit aller Losungen explizit gewinnt, wird uns in Abschn. 7.1
beschiftigen. Ein Beispiel fiir das Auffinden weiterer Losungen illustrieren
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wir aber bereits jetzt an Hand der Gleichung (siehe Abb. 1.2):
X2 -2y? =1

Durch Ausprobieren finden wir die Losung z = 3 und y = 2 in natiirli-
chen Zahlen und erhalten weitere auf folgende erstaunliche Art und Weise:
Zunéchst Quadrieren wir unsere leicht modifizierte Losung und berechnen

(z+yv2)? = (3+2V2)2 =17 + 12V2;
dann ist z = 17 und y = 12 eine neue Ldsung:
172 —2.122 =289 —2- 144 = 1.

Die Zahlen 17 und 12 ergeben sich hierbei durch Separieren des rationalen
vom irrationalen Anteil (gewissermafen ein Koeffizientenvergleich). Durch
weiteres Potenzieren erhalten wir

(3+2v/2)% =99 4+ 70v/2

und wiederum ist x = 99 und y = 70 eine Losung. Alle diese Losungen

besitzen zudem eine interessante Eigenschaft, sie approximieren'? nimlich
v/2 sehr gut (tatsichlich zunehmend besser):

3 17 ~ 99

5= 1,5, T 1,416, el 1,41428571..., — /2 =1,41421356...

Wir konnen dies geometrisch wie folgt begriinden: Die ganzzahligen Punk-
te liegen auf den Asten der Hyperbel und mit wachsenden Koordinaten
x und y liegen diese Punkte immer weiter vom Ursprung entfernt; ebenso
nithern sich diese Aste den Asymptoten X = ++1/2Y der Hyperbel mit wach-
sendem Abstand an. Die Asymptoten der Hyperbel berechnen sich hierbei
iiber die Geradengleichungen, welche sich durch Faktorisieren der Gleichung
X2 —2Y? = 0 ergeben. Also bilden die Quotienten der Koordinaten von
Punkten auf der Hyperbel immer bessere Approximationen an die Steigung
der Asymptoten.

Ubrigens ist dieses Beispiel nicht ohne praktischen Nutzen: Das Léngen-

verhéltnis bei Din A4 betrigt
Lénge  29,7cm 99

Breite  2lem %;

warum diese Approximation an /2 eine so gute Wahl fiir unser Papierfor-

mat ist, werden wir in Abschn. 6.4 genauestens ergriinden, und auch den
Zusammenhang zur farbigen Abbildung auf S. V. Ebenso werden wir das

12 ,anndhern‘, von lat.: proximus, ,der Néachste’.
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Abbildung 1.3. Pierre de Fermat, * 1607/08 Beaumont-de-Lomagne —
t 12. Januar 1665 Castres; franzosischer Jurist und Mathematiker, der
nicht nur in der Zahlentheorie wichtige Akzente setzte, sondern auch
Mitbegriinder der analytischen Geometrie und der Differential- und In-
tegralrechnung war. Fermats Geburtsdatum ist unbekannt.

Phénomen der Approximation von Quadratwurzeln durch Lésungen obiger
quadratischer Gleichungen eingehend untersuchen.

Aufgabe 1.2. Untersuche die Gleichung X? —5Y2 = 1 und finde mit der
oben beschriebenen Methode rationale Néiherungen an /5, die mindestens
fiinf exakte Nachkommastellen besitzen.

Wir haben nun bereits einige Beispiele so genannter diophantischer
Gleichungen kennen gelernt. Dabeil handelt es sich jeweils um polynomi-
elle Gleichungen mit ganzzahligen oder rationalen Koeffizienten, die in gan-
zen oder rationalen Zahlen gelost werden sollen. Diese zahlentheoretische
Fragestellung entspringt der geometrisch motivierten Mathematik der grie-
chischen Antike. Die Namensgebung bezieht sich auf den griechischen Ma-
thematiker Diophant, der im dritten Jahrhundert in Alexandria lebte. Uber
sein Leben ist nur sehr wenig bekannt; seine Werke waren lange verschollen
und wurden erst im 16. Jahrhundert wiederentdeckt.

Ubrigens notierte unser alter Bekannter Fermat seine beriihmte Fer-
matsche Vermutung von der Unlosbarkeit der Gleichung X" +Y™ = Z" mit
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Exponenten n > 3 in natiirlichen Zahlen (vgl. Vorwort) in seinem Exemplar
des Lehrbuches Arithmetica von Diophant. Er schrieb

»Es ist unmaoglich, einen Kubus in zwei Kuben zu zerle-

gen, oder ein Biquadrat in zwei Biquadrate, oder allge-

mein irgendeine Potenz grifer als die zweite in Poten-

zen gleichen Grades. Ich habe einen wahrhaft wunder-

baren Beweis gefunden, aber dieser Rand ist zu schmal,

ihn zu fassen.
Ungliicklicherweise ist dieser ,Beweis‘’ jedoch nirgends aufgetaucht; heute
geht man davon aus, dass Fermat keinen stichhaltigen Beweis hatte. Auch
wenn die Bewéltigung dieses Fermatschen Problems Mittel bendétigt, die
jenseits dessen liegen, was wir in diesem Buch ansprechen wollen, werden
wir einige Aspekte dieses Problems im Laufe dieses Buches studieren.
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