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Vorwort

Mathematik ist anders als die meisten Menschen sie sich vorstellen!

Sie ist nicht leicht zu beschreiben; einfacher ist darzulegen, was sie nicht

ist: Mathematik ist keine Naturwissenschaft; ihre Ergebnisse bedürfen keiner

Experimente, sondern sie werden durch Beweise verifiziert. Entsprechend

stellen mathematische Theoreme letztlich Gesetze bereit, die unverändert

von Zeit und Raum allgemein gültig sind. Dies unterscheidet Mathematik

von beispielsweise Physik oder Chemie. Damit ist jedoch noch keineswegs

erläutert, was denn Mathematik tatsächlich ist. Um dies zu verstehen, –

besser noch: um dies zu erfahren –, muss man letztlich Mathematik selbst

betreiben!

Mathematik ist nichts Weltfremdes; sie ist in der heutigen hochtech-

nologisierten Welt an allen Ecken und Enden auffindbar, oftmals auf den

ersten Blick unsichtbar und trotzdem von zentraler Bedeutung! Insbesonde-

re gilt dies für die Zahlentheorie, welche das Hauptthema des vorliegenden

Buches bildet.

Dieses Buch ist aus Vorlesungen und angeschlossenen Tutorien entstan-

den, die wir für Studierende des ersten Studienjahres an der Universität

Würzburg angeboten haben. Im Besonderen sei hier die Veranstaltung glei-

chen Namens für Lehramtsstudierende des ersten Semesters der Schulfor-

men Grund-, Haupt- und Realschule in den Wintersemestern 2009/10 sowie

2012/13 erwähnt. Aber auch die regelmäßig angebotene Einführung in die

Zahlentheorie für die Bachelorstudiengänge sowie das gymnasiale Lehramt

aus den Sommersemestern 2010 bis 2014 hat unsere Darstellung und The-

menwahl maßgeblich beeinflusst.

Zahlentheorie eignet sich mit ihren einfach verständlichen Fragestellun-

gen in ganz besonderer Art und Weise dafür, das Mathematikstudium zu

eröffnen, auch wenn die Geschichte zeigt, dass viele zahlentheoretische Pro-

bleme letztlich schwierig sind und ihre Lösung, wenn überhaupt existent,

oftmals nur mit diffizilen Methoden, Tricks und tiefen Ideen gefunden wer-

den kann. Ein berühmtes Beispiel hierfür ist eine Frage des Juristen und
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Hobbymathematikers Pierre de Fermat aus dem 17. Jahrhundert. Die nach

ihm benannte Fermatsche Vermutung besagt, dass die Gleichung

Xn + Y n = Zn mit ganzzahligem n ≥ 3

nur triviale ganzzahlige Lösungen besitzt, also nur solche, die sofort sicht-

bar sind (wie etwa x = z = 5 oder 7 oder irgendeine andere ganze Zahl

und y = 0). Als einen Höhepunkt des vorliegenden Buches werden wir den

Spezialfall n = 4 beweisen; der allgemeine Fall wurde tatsächlich erst vor

zwanzig Jahren von Andrew Wiles erschöpfend behandelt unter Zuhilfenah-

me anspruchsvoller Methoden der Arithmetik, Analysis und Algebra (weit

jenseits dessen, womit wir uns beschäftigen werden). Im Gegensatz dazu

besitzt obige Gleichung für den Exponenten n = 2 unendlich viele nicht-

triviale Lösungen, z. B.

32 + 42 = 52, 52 + 122 = 132, . . . .

Auch dies werden wir untersuchen und dabei der Frage nachgehen, was denn

den Unterschied zwischen diesen beiden Fällen ausmacht. Nebenbei werden

wir allerhand über ganze Zahlen und insbesondere Primzahlen erfahren,

aber auch weitere Typen von Zahlen und verwandte Objekte kennen lernen,

und nicht zuletzt studieren wir Anwendungen in der Kryptographie und bei

den ISBN-Codes.

Das Attribut elementar im Titel dieses Buches bedeutet, dass wir nur

grundlegende Techniken verwenden; es ist jedoch elementar keineswegs mit

einfach gleichzusetzen. Analytische oder algebraische Methoden kommen

lediglich in einigen wenigen Passagen zum Einsatz vor dem Hintergrund,

Perspektiven nach dem ersten Studienjahr aufzeigen zu wollen.

Neben dieser elementaren Einführung in die Zahlentheorie soll dieses

Buch eine Brücke bauen zwischen der Schulmathematik und der Hoch-

schulmathematik und dabei auf weitere Themengebiete der Mathematik

vorbereiten. Insofern werden wir zunächst allgemein das mathematische Ar-

gumentieren und Beweisen ausgiebig behandeln und üben, um dann im wei-

teren Verlauf auch hier und da einen Ausblick auf weiterführende Mathe-

matik (wie Analysis, lineare Algebra und Geometrie) werfen. Wir möchten

mit diesem Buch sowohl Schülerinnen und Schüler als auch Lehrer und Leh-

rerinnen, aber natürlich nicht zuletzt auch Studierende der Mathematik (in

einem frühen Semester) ansprechen. Unser Zugang ist als eine Ergänzung

des üblichen Curriculums an deutschen Hochschulen gedacht, aber natürlich
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nicht als Ersatz für die bewährten Anfängerveranstaltungen Analysis und

lineare Algebra.

Sämtliche Zeichnungen entstammen der Feder von Nicola Oswald; Vor-

lage hierzu waren oftmals Bilder des MacTutor Institute History of Mathe-

matics Archive der University of St Andrews,1 welches sehr viele lesenswerte

Informationen zur Kulturgeschichte der Mathematik bereitstellt. Wir dan-

ken Nadja Harms und Markus Ruppert für Korrekturlesen und Aufstöbern

von Druckfehlern in einer sehr frühen Fassung des Skriptes. Dem Springer-

Verlag, und insbesondere Herrn Clemens Heine, gebührt unser Dank für die

freundliche Unterstützung und sehr entgegenkommende Zusammenarbeit.

Wir wünschen allen Leserinnen und Lesern viel Spaß mit der Lektüre.

Würzburg im April 2014 Nicola Oswald, Jörn Steuding

1 http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/∼history/
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