Ouvertiire: Kreise in gotischem MaBwerk

Wir beginnen unseren Spaziergang durch die Kreisgeometrie mit der Konstruktion einiger
interessanter und in der Kunst vielfach auftretender Figuren, die sich aus Kreisbogen zu-
sammensetzen. Die theoretischen Grundlagen, die wir hierfiir benotigen, sind sehr gering:
Es geniigt der Satz des Pythagoras. Zuvor werfen wir einen kurzen Blick auf die in diesem
Buch verwendeten Bezeichnungen (siehe Abb. 1.1).

Die Gerade g durch die Punkte A und B bezeichnen wir mit AB, die Strecke mit den
Endpunkten 4 und B mit AB. Jede Gerade ist die Tréigergerade der auf ihr liegenden Stre-
cken. Punkte P, O, R ... auf einer Geraden heillen kollinear. Jeder Punkt einer Geraden
AB teilt diese in zwei, in diesem Punkt beginnende Halbgeraden. Die in A beginnende
Halbgerade durch B bezeichnen wir mit AB™.

Die Linge der Strecke AB ist der Abstand der Punkte A und B, den wir als d (A, B)
schreiben. Da Missverstandnisse nicht zu befiirchten sind, werden wir bisweilen auch vom
Verhiltnis zweier Strecken sprechen, wenn wir das Verhiltnis ihrer Langen meinen. Der

Abb. 1.1 Grundbegriffe
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Abb. 1.2 Begriffe am Kreis

Abstand d(C, g) eines Punktes C von einer Geraden g ist die Linge der Strecke CF,
wobei F der FuBBpunkt des von C auf g gefillten Lotes ist.

Zwei Halbgeraden mit dem gemeinsamen Anfangspunkt S bilden einen Winkel mit
dem Scheitel S. Zwei Geraden durch S erzeugen somit vier Winkel, von denen je zwei
gegeniiberliegende (als Scheitelwinkel) gleich grof sind und zwei benachbarte sich zu
180° ergidnzen. Kennt man also einen Winkel, so kennt man alle. Wir sprechen daher kurz
vom Schnittwinkel zweier Geraden. Handelt es sich bei den Geraden um die Tangenten
zweier Kurven in einem gemeinsamen Punkt S, so ist dies auch der Schnittwinkel dieser
Kurven. Betrégt er 0° (oder 180°), so beriihren sich die Kurven.

In einer Ebene ist ein Kreis k durch seinen Mittelpunkt M und seinen Radius r fest-
gelegt als Ort aller Punkte der Ebene, die von M den Abstand r haben. Die Verbindungs-
strecke zweier Kreispunkte heifit Sehne des Kreises, ist sie doppelt so lang wie ein Radius,
auch Durchmesser (siehe Abb. 1.2). Besitzt ein Kreis den Durchmesser AB, so sprechen
wir kurz vom Kreis iiber AB. Jede Sehne teilt die Kreisfliche in zwei Segmente.

Einen durch zwei Radien MP und MQ ausgeschnittenen Kreishogen und dessen Linge
bezeichnen wir mit IB_Q (sieche Abb. 1.2). Es gibt davon zwei, die wir zueinander kom-
plementiir nennen. Die beiden Halbgeraden MP+ und MQ™ schlieBen den zugehorigen
Mittelpunktswinkel oder Zentriwinkel ein. Wihlen wir einen (von P und Q verschiedenen)
Punkt A auf dem zu einem Bogen ISQ komplementidren Bogen, so liefern die Halbgeraden
APT und AQ™ einen Umfangswinkel oder Peripheriewinkel iiber dem Bogen ISQ Wenn
klar ist, welcher Bogen mit den Endpunkten P, Q gemeint ist, sprechen wir bisweilen
auch vom Umfangswinkel iiber der Sehne PQ.

Schlieflich nennen wir zwei Kreise mit gleichem Mittelpunkt konzentrisch. Die Gerade
durch die Mittelpunkte zweier nicht konzentrischer Kreise ist deren Zentrale.
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1.1 Der bekannteste Kreis

Der wohl bekannteste Kreis ist nach Thales benannt, der etwa von 625 bis 547 v. Chr. in
Milet, einer Stadt an der Westkiiste Kleinasiens, lebte. In seiner weitestgehenden Formu-
lierung lautet der entsprechende Satz wie folgt.

Satz 1.1 (Satz des Thales) Das Dreieck ABC besitzt genau dann bei C einen rechten
Winkel, wenn der Punkt C auf dem (Thales-)Kreis iiber AB liegt.

Da die Winkelsumme im Dreieck 180° betrégt, ergeben in einem rechtwinkligen Dreieck
die nicht rechten Winkel zusammen 90°. Hat also das Dreieck ABC bei C einen rechten
Winkel, so kann man diesen durch eine Strecke CD so teilen, dass im Dreieck ADC zwei-
mal der Winkel @ und im Dreieck BCD zweimal der Winkel 8 auftritt (siche Abb. 1.3a).
Da ein Dreieck mit zwei gleichen Winkeln gleichschenklig ist, folgt hieraus

d(A, D) = d(C, D) = d(B, D),

weshalb die Punkte A, B, C auf einem Kreis mit Mittelpunkt D liegen.
Liegt umgekehrt C auf dem Kreis iiber AB, so gilt fiir den Mittelpunkt M der Strecke
AB
d(A,M)=d(B,M)=d(C,M)

(sieche Abb. 1.3b). Also sind die Dreiecke MCA und MBC gleichschenklig, weshalb ihre
Basiswinkel jeweils gleich grof3 sind. Somit gilt

o+ B =180°:2=90°.

A D B

Abb. 1.3 Der Satz des Thales
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1.2 Der gotische Spitzbogen

Mit der Gotik 16ste der Spitzbogen den romanischen Rundbogen ab. Er ermoglichte den
Bau hoherer Kirchen, deren Lichtarchitektur Gott, die Quelle allen Lichts, erfahrbar ma-
chen sollte. Die farbigen Fenster dieser Kirchen faszinieren den Betrachter bis heute. Als
erstes Bauwerk der Hochgotik gilt die Kathedrale von Chartres (siche Abb. 1.4). Begonnen
wurde mit ihrem Bau im Jahre 1194, nachdem ein Stadtbrand den romanischen Vorgin-
gerbau zerstort hatte. Offiziell eingeweiht wurde die Kirche erst 1260. Die Gesamtfliache
ihrer Fenster betriigt rund 5000 m?, was etwa der Fliche eines FuBballfeldes entspricht.

Ein gotisches Kirchenfenster besteht aus einem Rechteck, das nach oben durch die so
genannte Kdmpferlinie begrenzt ist (rot in Abb. 1.5). Ihre Endpunkte heilen die Kdamp-
ferpunkte. Dartiber erhebt sich das von zwei Kreisbdgen (mit gleichem Radius) begrenzte
Bogenfeld. Wir betrachten im Folgenden ausschlielich den Fall, der in Abb. 1.5a zu se-
hen ist. Hier fallen die Mittelpunkte der Kreisbogen mit den Kampferpunkten zusammen.
Diese Konstruktion der Spitzbogen kann man variieren, indem man die Mittelpunkte der
Kreise nach auBlen (iiberhohter Spitzbogen; siehe Abb. 1.5b) oder innen (gedriickter Spitz-
bogen; siche Abb. 1.5¢) verschiebt.

Das Bogenfeld ist meist reich mit MaBwerk, also durch die filigrane Arbeit von Stein-
metzen, verziert (sieche Abb. 1.6). Noch aufwendiger waren diese Verzierungen in den

Abb. 1.4 Die Kathedrale von Chartres (Olvr / Wikimedia Commons)
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Abb. 1.5 Kirchenfenster

Abb. 1.6 Bogenfeld in Font-
froide (bei Narbonne)

préichtigen runden, im Durchmesser bisweilen mehr als 10 Meter grolen Fenstern iiber
dem Hauptportal oder in den Fassaden des Querschiffes, die als Fensterrosen oder Roset-
ten bekannt sind. Die Abb. 1.7 zeigt ein reich verziertes Kirchenfenster mit einer Rand-
kurve, die aus dem Rahmen fillt. Im Kap. 10 werden wir auf diese Randkurve zuriick-
kommen.
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Abb. 1.7 Fenster in der Kathe-
drale von Bilbao

Wir sehen, dass sich das MalBwerk aus verschiedenen geometrischen Formen zusam-
mensetzt, bei denen der Kreis eine wichtige Rolle spielt. Wie sich solche Formen kon-
struieren und ihre Malle berechnen lassen, sehen wir uns in diesem Kapitel an einigen
Beispielen an.

Zunichst betrachten wir MaBwerk in einem Spitzbogen. Dabei gehen wir stets davon
aus, dass dieser Spitzbogen von der Kiampferlinie AB der Linge R und von zwei Kreisbo-
gen mit den Mittelpunkten A und B begrenzt wird.

Als erstes fiillen wir den Spitzbogen mit einem Kreis (sieche Abb. 1.8a). Wie lassen sich
der Mittelpunkt M und der Radius r dieses Kreises bestimmen?

Abb. 1.8 Einbeschriebener Kreis
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Abb.1.9 Einfache D
Konstruktion
P
M
A C B

Die Abb. 1.8b zeigt die Losung. Da der Mittelpunkt aus Symmetriegriinden auf der
Mittelsenkrechten der Strecke AB liegt, gilt fiir das gelbe rechtwinklige Dreieck nach dem

Satz des Pythagoras
R\’
(12—")2 = (5) +r2.

3
r=-R.
8
Wie man den Kreismittelpunkt leicht konstruktiv findet, sagt ein altes Anleitungs-
buch fiir Steinmetze (siche Abb. 1.9): Schneidet der Kreis mit dem Radius R um den
Mittelpunkt C der Kéampferlinie deren Mittelsenkrechte im Punkt D, so trifft die Mittel-
senkrechte m der Strecke AD die Mittelsenkrechte der Kiampferlinie im gesuchten Mittel-
punkt M.

Ist nimlich M der gesuchte Mittelpunkt, so hat dieser wegen

Hieraus folgt

d(A, M) = d(A, P) —d(M, P) = d(C, D) —d(M,C) = d(M, D)

von den Punkten A und D den gleichen Abstand. Also liegt M auf der Mittelsenkrechten
m der Strecke AD.

Wir fiigen nun in den Spitzbogen zwei weitere Kreise ein (sieche Abb. 1.10a). Um den
Radius s und die Mittelpunkte dieser Kreise zu bestimmen, wenden wir zweimal den Satz
des Pythagoras an. Zunichst zeigt das gelbe Dreieck in Abb. 1.10b

3 2 /3 203
x2=(§R+s) —(gR—s) =§Rs.

Da im blauen Dreieck die grofere Kathete die Linge

V(R —5)>—s2=+vR>—2Rs

besitzt, gilt ferner

2
X2 = (v/RZ—ZRS—E) = §R2—2RS—R\/R2—2RS.
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a b

Abb.1.10 Zwei weitere Kreise

Zusammen zeigt dies
7 5 e
_§S+ZR= R2—2RS.

Quadrieren liefert
R
s= g7+ 12+/2) .

Da s kleiner als %R ist, erhilt man schlielich
R R
= —0Q27—-12/2) =~ —.
5= 58 (ChaT
Nun setzen wir zundchst zwei Halbkreise (mit dem Radius %) auf die Kdmpferlinie
und anschlieBend in die Restfliche einen beriihrenden Kreis (siche Abb. 1.11a). Gesucht

sind der Radius r und der Mittelpunkt dieses Kreises.
Wenden wir wieder zweimal den Satz des Pythagoras an, erhalten wir (siehe Abb.

1.11b)
h —(R—I‘) _(_) —(r+_) _(_) .

==
Sk

Abb.1.11 Zwei Halbkreise
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Abb.1.12 Drei und vier Bogen

Hieraus folgt
3 1
“R*4+r2—2Rr =r*+ ERr,

4
was 3 5
~R*=ZRr
4 2
und schlieBlich 3
r=—R
10
ergibt.

Dass man auch mehr als zwei Halbkreise auf die Kdmpferlinie setzen kann, zeigen die
Spitzbdgen aus dem Kreuzgang des ehemaligen Klosters Fontfroide (bei Narbonne), die

in Abb. 1.12 zu sehen sind.

Nun setzen wir in den Spitzbogen erst zwei weitere Bogen mit halbem Radius und dann

einen Beriihrkreis ein (siche Abb. 1.6 und Abb. 1.13a).

b

-
/ R
2

; ; i
R R
2 2

Abb.1.13 Spitzbdgen im Spitzbogen

&=
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Die Abb. 1.13b zeigt, dass sich der Radius r dieses Kreises sehr einfach berechnen
lasst. Es gilt namlich

also

Der Mittelpunkt M des Kreises ist damit Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der Kamp-
ferlinie mit dem Kreis um einen Kampferpunkt mit dem Radius

R 3
S4r=:R.
277

1.3 Pdsse und Fischblasen

Die Kreise, die wir im vorigen Abschnitt in die Spitzbogen gesetzt haben, lassen sich na-
tiirlich weiter verzieren. In den Abbildungen 1.6 und 1.7 haben wir hierfiir bereits Beispie-
le gesehen. Ein weiteres Beispiel aus der Kathedrale von Narbonne zeigt die Abb. 1.14.

Besonders beliebte Motive waren dabei Fischblasen und Drei- oder Vierpisse. Mit ih-
nen werden wir uns in diesem Abschnitt beschiftigen.

Wir beginnen mit dem Vierpass und der vierschweifigen Fischblase. Dazu setzen wir in
einen Kreis k mit Radius R vier kongruente beriihrende Kreise (siche Abb. 1.15). Indem
man die Beriihrkreise geeignet abschneidet, erhilt man unterschiedliche Figuren. In der

Abb. 1.14 Pisse und Fischblasen
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Abb. 1.15 Vierpass und vierschweifige Fischblase

Mitte sehen wir den Vierpass, rechts die vierschweifige Fischblase. Beide Figuren sind
auch — reich verziert — in der Abb. 1.14 zu sehen. Wie grof} ist der Radius r der vier
Beriihrkreise?

Der Satz des Pythagoras liefert im gelben Dreieck der Abb. 1.16a

2r) =2-(R-r),
also
r>+2Rr = R?

oder
(r + R)? =r*+2Rr + R*> = 2R*.

Da r positiv ist, ergibt dies
r=—R+ RV2.

Abb.1.16 Berechnung und Konstruktion
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Die Abb. 1.16b zeigt, dass die Konstruktion dieser Grofe sehr einfach ist. Ein Bertihr-
quadrat des Kreises k hat die Seitenlidnge 2 R. Die halbe Diagonale des Quadrats hat daher
nach dem Satz des Pythagoras die Linge R+/2. Zieht man hiervon R ab, so erhilt man
nach unserer Rechnung den Radius r der vier Beriihrkreise. Der Kreis um eine Quadrat-
ecke, der den Kreis k von auflen beriihrt, hat somit den gesuchten Radius r. Auch der
Abstand R — r der vier Kreismittelpunkte vom Mittelpunkt des Kreises k 1ésst sich direkt
ablesen.

Die Abb. 1.6 zeigt, dass bisweilen auf die vier Kreise ein fiinfter gesetzt wird. Geht er
(wie der gestrichelte Kreis in Abb. 1.16b) durch die vier Beriihrpunkte der einbeschriebe-
nen Kreise, so ist er zu diesen kongruent (man betrachte im gelben Dreieck der Abb. 1.16a
die Hohe auf die Hypotenuse).

Wir kommen nun zum Dreipass und zur dreischweifigen Fischblase. Dazu setzen wir
in unseren Kreis k mit Radius R drei kongruente beriihrende Kreise (sieche Abb. 1.17).
Durch geeignetes Abschneiden enthilt man wieder unterschiedliche Figuren, in der Mitte
den Dreipass, rechts die dreischweifige Fischblase.

Wie grof3 ist der Radius r der drei Beriihrkreise?

Da ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge s den Umkreisradius %«/5 besitzt,
besitzt ein gleichseitiges Dreieck mit Umkreisradius R die Seitenlinge R+/3. Daher liefert
der 2. Strahlensatz (man betrachte in Abb. 1.18 die gelbe Figur)

(R—r):R:2r:R«/§.

Dies ergibt den Radius
r=@2v3-3)R

und die fiir die Konstruktion der Mittelpunkte interessante Grofe

R—r=(4-2V3)R.

Abb.1.17 Dreipass und dreischweifige Fischblase
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R R R R

Abb.1.18 Berechnung und Konstruktion

In der Abb. 1.18 sehen wir auch, dass sich beide Grof3en einfach konstruieren lassen.
Da die Hohe in einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlinge 4R die Linge 2R+/3
besitzt, liefert nach obiger Rechnung der rote Kreis mit dem Radius 3R den Radius r
sowie der blaue Kreis (mit dem Radius 2R ﬁ) die Grofle R —r.
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