Qualitative Behandlung des
Kontaktproblems - Normalkontakt
ohne Adhasion

Wir beginnen unsere Betrachtung von Kontaktphdnomenen mit dem Normalkontaktpro-
blem. Bei einem Normalkontaktproblem handelt es sich um zwei Korper, die durch An-
presskrifte senkrecht zu ihrer Oberfldche in Berithrung gebracht werden. Ein prominentes
Beispiel ist das Rad auf einer Schiene. Die zwei wichtigsten Zusammenhénge, welche die
Theorie eines Normalkontakts liefern soll, sind:
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1. Der Zusammenhang zwischen der Anpresskraft und der Normalverschiebung der Kor-
per, welcher die Steifigkeit des Kontaktes und somit die dynamischen Eigenschaften
des Gesamtsystems mitbestimmt und

2. die im Kontaktgebiet auftretenden Spannungen, die fiir den Festigkeitsnachweis erfor-
derlich sind.

Ohne Berithrung gibt es keine anderen Kontaktphdnomene, keine Reibung und keinen
Verschleif3. In diesem Sinne kann man den Normalkontakt als eine Grundvoraussetzung
fiir alle anderen tribologischen Phdnomene betrachten. Dabei ist zu bemerken, dass es im
Allgemeinen selbst bei einem Normalkontakt eine relative Bewegung von Oberflachen in
tangentialer Richtung geben kann — aufgrund der unterschiedlichen Querkontraktion kon-
taktierender Korper. Dadurch kommen auch beim Normalkontaktproblem Reibungskrifte
in den Grenzfldachen ins Spiel. Wenn wir berticksichtigen, dass die Reibungskrifte selbst
wesentlich durch den Kontakt zwischen Mikrorauigkeiten der Oberflichen bestimmt sind,
sehen wir, dass Normal-, Tangentialbeanspruchungen und Reibung bereits im einfachsten
Kontaktproblem auf verschiedenen Betrachtungsskalen auf komplizierte Weise verfloch-
ten sind. In einer ersten Néherung wollen wir uns von diesen Komplikationen abstrahieren
und untersuchen das reine Normalkontaktproblem, indem wir annehmen, dass in der Kon-
taktflache keine Reibungskrifte wirken. Auch die immer vorhandenen Anziehungskrifte
zwischen Oberflachen — Adhdsion — werden zundchst vernachlissigt.

Eine analytische oder numerische Analyse von Kontaktproblemen ist auch in den ein-
fachsten Féllen sehr kompliziert. Ein qualitatives Verstdndnis von Kontaktproblemen da-
gegen lédsst sich mit sehr einfachen Mitteln erreichen. Wir beginnen daher unsere Dis-
kussion mit Methoden zur qualitativen Analyse von Kontaktphdnomenen, die in vielen
Féllen auch flir zuverldssige quantitative Abschatzungen benutzt werden konnen. Eine
rigorose Behandlung der wichtigsten klassischen Kontaktprobleme folgt in weiteren Ka-
piteln. Wir werden eine Reihe von Kontaktproblemen zwischen Korpern verschiedener
Form untersuchen, die oft als Bausteine fiir kompliziertere Kontaktprobleme gebraucht
werden konnen.

2.1 Materialeigenschaften

Dieses Buch setzt die Bekanntschaft des Lesers mit den Grundlagen der Elastizitatstheorie
voraus. In diesem Abschnitt fassen wir nur Definitionen von wichtigsten Materialpara-
metern zusammen, die fiir eine qualitative Untersuchung von kontaktmechanischen Fra-
gestellungen von Bedeutung sind. Diese Zusammenfassung ersetzt nicht die allgemeinen
Definitionen und Gleichungen der Elastizitits- und der Plastizititstheorie.

a. Elastische Eigenschafien. In einem einachsigen Zugversuch wird ein schlanker Stab
mit konstantem Querschnitt 4 und der Anfangslénge /, um A/ gedehnt. Das Verhaltnis
der Zugkraft zur Querschnittsflidche ist die Zugspannung
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Ein typisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir viele Metalle und Nichtmetalle ist in
Abb. 2.1 dargestellt. Bei kleinen Spannungen sind diese proportional zur Deformation

o= E-. 2.3)

Der Proportionalititskoeffizient E ist der Elastizitdtsmodul des Stoffes. Mit der Langs-
dehnung hingt eine Querkontraktion des Materials zusammen, die durch die Poissonzahl
(oder Querkontraktionskoeffizient) v charakterisiert wird. Einem inkompressiblen Medi-
um entspricht v =1/2.

Auf dhnliche Weise wird der Schubmodul als Proportionalitdtskoeffizient zwischen der
Schubspannung und der von ihr verursachten Scherdeformation definiert. Der Schubmo-
dul hiangt mit dem Elastizititskoeffizienten und der Poissonzahl geméaf

G——L
2(1+v)

2.4)

zusammen. Das Verhéltnis der Spannung zur Volumenanderung bei allseitigem Druck
wird Kompressionsmodul K genannt:

E

KZXCE; 2.5)
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Im elastisch deformierten Korper ist potentielle Energie gespeichert, deren Energiedichte
E (Energie pro Volumeneinheit) sich wie folgt berechnet:

1 1 ., o
E=—co=—Fe" =—. (2.6)
2 2 2F
Bei Scherdeformation gilt
1 2 0'2
2 2G

b. Plastische Eigenschaften. Nach dem Erreichen der Flieffigrenze weicht das Spannungs-
Dehnungs-Diagramm abrupt von dem urspriinglichen linearen Verlauf ab und geht im
weiteren Verlauf fast horizontal: Der Stoff wird plastisch deformiert. Die plastische
Deformation wird dadurch gekennzeichnet, dass nach der Entlastung eine Restdefor-
mation bleibt.

Der Ubergang vom elastischen zum plastischen Verhalten ist in der Regel schnell aber
kontinuierlich, so dass sich keine eindeutige ,,FlieBgrenze™ definieren ldsst. Vereinba-
rungsgemdall wird als FlieBgrenze o, die Spannung angenommen, bei der die bleibende
Deformation 0,2 % betréagt.

Die Flieigrenze hdangt vom Deformationszustand des Materials ab. Fiir Reibungsphé-
nomene ist der stark deformationsverfestigte Zustand mafigebend, den man in der Oberfla-
chenschicht nach einer tribologischen Beanspruchung in der Regel findet. Das bedeutet,
dass wir in tribologischen Anwendungen unter der FlieBgrenze in der Regel den Grenz-
wert dieses Parameters im stark verfestigten Zustand verstehen. Dementsprechend findet
bei Deformation keine weitere wesentliche Verfestigung statt und das Material kann in
erster Ndherung als elastisch-ideal plastisch betrachtet werden.

Eine einfache Methode zur Bestimmung der FlieBgrenze eines elastisch-ideal plasti-
schen Mediums ist die Hdirtemessung. Sie besteht im Eindriicken eines harten Indenters
in die zu untersuchende Oberflache (Abb. 2.2). Das Verhaltnis der Normalkraft zur Flache
des Eindrucks ist die Eindruckhérte oder einfach die Hirte des Materials':

F,

e (2.8)

0'0:

! Die Hartewerte nach Vickers und nach Brinell stimmen mit der so definierten Eindruckhirte bis
zu einem konstanten Koeftizienten iliberein: Die Hérte nach Vickers ist gleich etwa 0,1 der oben
definierten Eindriickhdrte. Wir werden in diesem Buch nur die Definition (2.8) benutzen.
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Abb. 2.2 Hirtemessung nach F
Vickers und nach Brinell
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Tabor hat sowohl theoretisch als auch experimentell gezeigt, dass in den meisten Féllen
die Hirte etwa das Dreifache der FlieBgrenze betragt?:

oy ~30,. (2.9)

Die Hartemessung spielt eine zentrale Rolle in der tribologischen Charakterisierung von
Werkstoffen, da tribologische Prozesse im Wesentlichen durch Wechselwirkung von Mi-
krorauigkeiten bestimmt werden und diese nach ihrer Geometrie sehr dhnlich einem Hér-
tetest sind. Die Eindringhérte hangt von der Form des Indenters nur schwach ab. In erster
Néherung kann man diese Abhéngigkeit vernachldssigen.

Verschiedene Materialeigenschaften, die flir die Kontaktmechanik und Reibung von
Interesse sind, wie Elastizitditsmodul, Hérte, thermischer Dehnungskoeffizient und Ober-
flachenenergie weisen starke Korrelationen auf. Umfangreiche experimentelle Daten hier-
fir konnen im exzellenten Buch von Ernest Rabinowicz ,,Friction and wear of materials®
gefunden werden’.

2.2 Einfache Kontaktaufgaben

Am einfachsten konnen solche Kontaktaufgaben geldost werden, bei denen die Deforma-
tion eindeutig aus den geometrischen Vorgaben folgt. Das ist der Fall in den vier nachfol-
genden Beispielen.

2 Tabor, D. The Hardness of Metals, Oxford University Press, Oxford, 1951.
3 E. Rabinowicz, Friction and wear of materials. Second Edition. John Wiley & Sons, inc., 1995.



14 2 Qualitative Behandlung des Kontaktproblems — Normalkontakt ohne Adhdsion

Abb. 2.3 Kontakt zwischen A
einem elastischen Parallelepi-
ped und einer starren Ebene

1. Parallelepiped

Das einfachste Kontaktproblem ist der Kontakt zwischen einem rechtwinkligen Parallel-
epiped und einer glatten, reibungsfreien, starren Ebene (Abb. 2.3). Beim Anpressen an die
Ebene wird sich der Korper elastisch deformieren. Definieren wir die ,, Eindrucktiefe d
als die Strecke, die das Parallelepiped unter die Ebene ,,eindringen* wiirde, falls die Ebene
keinen Widerstand leisten wiirde.

In Wirklichkeit kann der Korper unter das Niveau der starren Ebene nicht eindringen
und wird um den Betrag d deformiert. Ist die Lédnge des Parallelepipeds viel grofer als
seine Breite, so liegt ein einachsiger Spannungszustand vor und die dabei entstehende
elastische Kraft ist gleich

F:EA% (2.10)

E ist hier der Elastizitdtsmodul, 4 der Flacheninhalt des Querschnitts, / die Léange des Par-
allelepipeds. Die Kraft ist in diesem Fall proportional zu der Eindrucktiefe d.

2. Diinne Schicht

Ist die Lénge des Parallelepipeds viel kleiner als seine Breite (Abb. 2.4), so kann sich das
Medium nicht in der Querrichtung deformieren und es liegt eine einachsige Deformation
vor. In diesem Fall folgt aus der Elastizitdtstheorie

F:EA% (2.11)

mit

E(l—v)

E=—r——
A+v)1—2v)

(2.12)
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Abb. 2.4 Kontakt zwischen Z
einer diinnen elastischen ‘
Schicht und einer starren d
Ebene f
Abb. 2.5 Kontakt zwischen Z A
einem elastischen sphérischen
Aufkleber und einer starren \i
Ebene ‘ ~
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Fiir Metalle gilt v ~1/3, so dass E =~ 1,5F ist. Fir Elastomere, die als fast nicht kom-
pressible Medien angesehen werden kdnnen, ist v =~ 1/2 und der Modul fiir einseitige
Kompression £ =~ K ist viel grofer £ (um ca. 3 Groflenordnungen):

E ~ K > E, fiir Elastomere. (2.13)

3. Sphdrischer Aufkleber

Als néchstes untersuchen wir den Kontakt zwischen einem diinnen, sphérischen, elasti-
schen Aufkleber auf einer starren Unterlage und einer starren Ebene (Abb. 2.5).

Die maximale Dicke des Aufklebers sei /, und der Kriimmungsradius R. Den Radius
des Kontaktgebietes bezeichnen wir mit a. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen,
dass in dem uns interessierenden Bereich der Anpresskrifte folgende geometrische Be-
ziehungen erfiillt sind: d <« [, [, < a. In diesem Fall wird sich jedes einzelne Element
des Aufklebers einachsig deformieren. Fiir die einachsige elastische Deformation ist der
Koeffizient der einseitigen Kompression £ (2.12) maBgebend.

Die Form eines sphérischen Aufklebers mit dem Kriimmungsradius R kann in der Nidhe
des Minimums als

2
s= R i p="_ (2.14)

2R
dargestellt werden. Der Abb. 2.5 kann man leicht entnehmen, dass der Zusammenhang

zwischen dem Radius a des Kontaktgebietes und der Eindrucktiefe d durch die Bedingung
d=a’/2R gegeben wird. Daraus folgt fiir den Kontaktradius

a=-/2Rd. (2.15)
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Abb. 2.6 Zylinder mit einer ZA
elastischen Schicht im Kontakt
mit einer starren Ebene R
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Die vertikale Verschiebung der Oberfliche bei der Koordinate rist gleich Al = d — % / 2R.
Die entsprechende elastische Deformation berechnet sich somit zu

2
ey =B _d=r 2R (2.16)
lO lO

Die Berechnungen der Spannung und der im Kontaktgebiet wirkenden Gesamtkraft er-
geben schlieBlich:

d—r*/2R

o(r) = E=(r), F = E [ 2mr z W:E;Rf. 2.17)
0 0 0

In diesem Fall ist die Kontaktkraft proportional zum Quadrat der Eindrucktiefe. Die groB3-
te Spannung (im Zentrum des Kontaktgebietes) ist gleich

- \1/2
EF

R

o) =E9 =

. (2.18)

4. Kontakt zwischen einer diinnen elastischen Schicht auf einer starren zylindrischen
Unterlage und einer starren Ebene

Ein weiteres System, das in vielerlei Hinsicht interessant ist, ist ein starrer Zylinder der
Lénge L, der mit einer diinnen elastischen Schicht (Dicke /,) bedeckt ist (Abb. 2.6). Unter
der Annahme, dass die Eindrucktiefe viel kleiner und der Kontaktradius viel groBer als die
Schichtdicke ist, haben wir es auch in diesem Fall mit einer einachsigen Deformation zu
tun. Die Verschiebung von Oberflichenpunkten berechnet sich zu u, = d —x?/2R. Fiir
die Deformation gilt

e(x)=-z=2"1 1% (2.19)
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Die gesamte Kontaktkraft berechnet sich dann zu

V2Rd
F=2 f EL
0

Die maximale Spannung (in der Mitte des Kontaktgebietes) betragt

d—x*/2R
ly

izl/z ELRV?

dx = d*?. (2.20)

~ \1/3
9F’E

0(0) = | ———
© 32L°RI,

(2.21)

2.3 Qualitative Abschdatzungsmethode fiir Kontakte mit einem
dreidimensionalen elastischen Kontinuum

1. Kontakt zwischen einem starren zylindrischen Indenter und einem elastischen
Korper

Betrachten wir nun einen starren zylindrischen Indenter in Kontakt mit einem elastischen
Halbraum (Abb. 2.7a). Am Beispiel dieser Aufgabe erkldren wir die wichtigste Idee, die
in der Kontaktmechanik fiir qualitative Abschitzungen benutzt wird.

Wirkt eine Spannungsverteilung auf ein endliches Gebiet der Oberflache mit einer
charakteristischen Lange D (Abb. 2.7b), so haben die Deformation und die Spannung

Abb. 2.7 a Kontakt zwischen A N
einem starren zylindrischen \b
Indenter und einem elastischen
Halbraum. b Stark deformier-
ter Bereich des elastischen
Halbraumes

im gesamten Volumen mit den Abmessungen Din allen drei rdumlichen Dimensionen
die gleiche GroBenordnung. AuBerhalb dieses ,stark deformierten Volumens® fallen
die Deformation und die Spannung nach dem Gesetz o r 2 ab. Das fiihrt dazu, dass in
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dreidimensionalen Systemen das genannte Volumen ~ D° den groBten Beitrag zu allen
energetischen oder Kraftbeziehungen liefert®.

Fiir eine erste grobe qualitative Abschidtzung reicht es daher anzunehmen, dass die
Deformation im genannten Volumen konstant ist und dass nur dieses Volumen deformiert
wird. Selbstverstdndlich ist das nur eine sehr grobe Darstellung der in Wirklichkeit kon-
tinuierlichen Verteilung von Deformationen und Spannungen im Kontinuum. Sie liefert
aber in den meisten Fillen bis auf einen konstanten numerischen Faktor der Gréfenord-
nung 1, der entweder durch analytische oder durch numerische Simulationen bestimmt
werden kann, den korrekten qualitativen Zusammenhang zwischen der Kontaktkraft und
der Eindrucktiefe sowie fiir den Kontaktradius.

Wenden wir diese einfache Abschitzungsregel auf unser Beispiel mit dem starren In-
denter an. Ist der Durchmesser des Zylinders gleich 2a, so ist ein Volumen mit den Ab-
messungen 2« in allen drei Richtungen stark deformiert. Da dieses Volumen um d einge-
driickt wird, schitzen wir die Deformation als € ~ d / 2a ab. Fiir die Spannung ergibt sich
o~ Eec~ FEd/2a. Fir die Kraft F ~ U(2a)2 ~ 2FEda: Die Kontaktkraft ist proportional
zur Eindrucktiefe und zum Kontaktradius a. Es ist interessant, diese Abschétzung mit der
exakten Losung der Aufgabe (s. Kap. 5) zu vergleichen. Das exakte Ergebnis lautet

F =2E da (2.22)

mit £° = —£ | Fiir metallische Werkstoffe (v ~ 1/3) betrégt der Unterschied zwischen
der Absché‘leilng und dem exakten Ergebnis nur 10 %. Dieses Beispiel zeigt eindrucksvoll,
dass die beschriebene Abschdtzungsmethode nicht nur fiir qualitative sondern auch fiir
relativ gute quantitative Abschétzungen benutzt werden kann.

Gleichung (2.22) besagt, dass die Eindrucktiefe proportional zur Normalkraft ist. Der
Koeffizient zwischen der Kraft F und der Verschiebung d wird Steifigkeit des Kontaktes
genannt:

c=2E a. (2.23)

Wir unterstreichen, dass diese Steifigkeit proportional zum Radius des Kontaktes ist (nicht
der Kontaktflache!).

4 Dass die charakteristische ,,Eindringtiefe* der Spannungen und Deformationen dieselbe GroBen-
ordnung haben muss wie die Abmessungen D des Druckgebietes folgt bereits aus Dimensionsgriin-
den. In der Tat enthdlt die Gleichgewichtsgleichung der Elastizitétstheorie keine Faktoren mit der
Dimension Lange. Die Losung einer beliebigen Gleichgewichtsaufgabe darf daher keine Langen-
parameter enthalten auller der Lénge, die durch die Randbedingungen vorgegeben wurde.
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