2

Stochastische Folgen

Wir kommen nun zum eigentlichen Gegenstand dieses Buches und definieren
stochastische Folgen als Folgen, deren Glieder positiv sind und sich zu Eins
summieren (Abschnitt 2.1). Jede Dirac—Folge ist eine stochastische Folge, und
jede stochastische Folge ist eine positive summierbare Folge. In diesem Kapitel
untersuchen wir die Eigenschaften der Menge aller stochastischen Folgen als
Teilmenge des Banach-Raumes ¢'. Wir zeigen zunichst, dass diese Menge
abgeschlossen und konvex ist (Abschnitt 2.2), und wir zeigen auflerdem, dass
ihre Extrempunkte gerade die Dirac—Folgen sind und dass die Menge aller
stochastischen Folgen die abgeschlossene konvexe Hiille ihrer Extrempunkte
ist (Abschnitt 2.3).

Ergénzend klédren wir die Bedeutung stochastischer Folgen in der Wahrschein-
lichkeitstheorie und geben eine Anwendung der Konvexitéit in der Versiche-
rungsmathematik (Abschnitt 2.4).

2.1 Definition und Beispiele

Eine Folge p € ¢! heiit stochastische Folge, wenn p > 0 und ||p[j; = 1 gilt;
diese Bedingung ist offensichtlich genau dann erfiillt, wenn pr > 0 fiir alle
k € Ng und auBerdem Y 7- (pr = 1 gilt.

Wir bezeichnen die Menge aller stochastischen Folgen mit
S

Alle Aussagen iiber die Konvergenz einer Folge von stochastischen Folgen
beziehen sich auf die Konvergenz beziiglich der Norm ||. ||; und damit auf die
Konvergenz in /.

Das folgende Lemma ist evident:

2.1.1 Lemma (Dirac—Folgen). FEs gilt D C S.

K. D. Schmidt, Stochastische Folgen, DOI 10.1007/978-3-662-46176-1 2,
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Wir geben nun einige weitere Beispiele stochastischer Folgen:

2.1.2 Beispiele.
(1) Binomialfolge: Fiir alle m € N und ¢ € (0, 1) ist die Folge p mit

Pi = <TZ> O (1—9)" "

(und damit p, = 0 fiir alle k¥ € N(m+1)) eine stochastische Folge. Diese Folge
wird mit
Bin(m, )

bezeichnet und heifit Binomialfolge mit den Parametern m und 9.
(2) Poisson—Folge: Fiir X € (0,00) ist die Folge p mit
LAk

k!
eine stochastische Folge. Diese Folge wird mit

Poi())

Pk =

bezeichnet und heifit Poisson—Folge mit dem Parameter \.
In der Tat: Aus der Definition der Exponentialreihe ergibt sich

- — A = A PN
DU SIS E RIS E
k=0 k=0 k=0
(3) Negativbinomialfolge: Fiir 8 € (0,00) und ¥ € (0, 1) ist die Folge p mit
k—1
Pr 1= (ﬂ+k ) (1-9)7 9"

eine stochastische Folge. Diese Folge wird mit

Neg(3,9)

bezeichnet und heifit Negativbinomialfolge mit den Parametern $ und 9.
(4) Geometrische Folge: Fiir m € N und 9 € (0,1) ist die Folge p mit

L kE—1 kE—m qm
Pk = (m—l)(liﬁ) Y

(und damit ps = 0 fiir alle k € {0,1,...,m—1}) eine stochastische Folge. Diese
Folge wird mit
Geo(m, )
bezeichnet und heifit geometrische Folge mit den Parametern m und 9.
(5) Logarithmische Folge: Fiir ¢ € (0,1) ist die Folge p mit

0 falls k=0
Pr = 1 *
m T sonst
eine stochastische Folge. Diese Folge wird mit
Log(?)

bezeichnet und heifit logarithmische Folge mit dem Parameter 1.
Die fehlenden Beweise verlaufen wie im Fall der Poisson—Folge.
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Aufgaben

2.1.A Sei p := Poi(\) und fiir alle m € N mit m > X sei q,, := Bin(m, A\/m)
und r,, := Neg(m, A/m). Dann gilt fiir alle & € Ny

lim gmr =pr = lim 7m
m— 00 m— 00

2.1.B  Sei a, € (0,00). Dann ist die Folge p mit

SN L _
A al \[8—1
= _— A d\
Pr / CRTEC

eine stochastische Folge und es gilt p = Neg(3,1/(a+1)).

2.2 Konvexitiat und Abgeschlossenheit
Mit Hilfe der Einheitssphdre
S(eY) = {x et ] x|} = 1}
des ¢! lisst sich die Menge der stochastischen Folgen auch wie folgt darstellen:

2.2.1 Lemma. Fs gilt
S= €1+ NSt

Aus dem Lemma ergibt sich der folgende Satz:
2.2.2 Satz. Die Menge S ist abgeschlossen und konvex.

Beweis. Nach Satz 1.3.4 ist die Menge E}F abgeschlossen und konvex.

Aus der Dreiecksungleichung |||x||1 — |ly]l1] < [|x—y|1 folgt, dass auch die
Menge S(¢') abgeschlossen ist, und wegen & = ¢4 N S(¢!) ist dann auch S
abgeschlossen.

Fiir p,q € S und n € (0,1) ergibt sich aus S C ¢} und der Konvexitét von
% zunéchst np + (1—n) q € £}, und wegen Satz 1.3.4 gilt

[np+ (1-n)dlr = [npl + [(1-1) alx
=nlplli + (1—n) |lal
=n+(1-n)

-1

und damit np+ (1-n) g € S(¢'); es gilt also np+ (1-n)q € £L NS(¢) = S.
Daher ist S konvex. O
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Aus dem Satz folgt sofort, dass jede Konvexkombination von Dirac—Folgen
eine stochastische Folge ist:

2.2.3 Folgerung. FEs gilt conv(D) C S.
Beweis. Es gilt D C S. Da S konvex ist, folgt daraus conv(D) C S. O

Die Menge conv(D) besteht gerade aus den endlichen stochastischen Folgen.
Wir kénnen die letzte Folgerung verschérfen und erhalten ein Analogon zu
Satz 1.3.6:

2.2.4 Satz. Die Menge conv(D) ist dicht in S.

Beweis. Die Menge S ist abgeschlossen und enthilt die Menge conv(D). Daher
enthiilt sie auch den Abschluss von conv(D) in £*.

Sei nun p € S. Dann gibt es ein m € Ny mit p,, > 0 und damit Z?:o p; >0
fiir alle n € N(m). Fiir n € Ny setzen wir

do falls n € {0,...,m—1}

P = Z Z sonst

i=0 Pi

Dann gilt {p, fnen, € conv(D), und fiir alle n € N(m+1) gilt

o

Ipn —plli = > [Pn — Pl

k=0

o0
= Z ‘pn,k _pkl
" o0
+ Z Pk

k=n-+1

—Z ’Opipk-i- Zpk

2 oPi k=n-+1

(oo}
=1—Zpi+ >
=0 k=n+1
o0
=2 Z Dk

k=n+41

—n Pk
zOZ

Daher gilt

lim |[p, —pll1 =0
n—oo
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und dies bedeutet, dass p im Abschluss von conv(D) liegt. Da p € S beliebig
war, folgt daraus, dass S im Abschluss von conv(D) enthalten ist.
Daher stimmt S mit dem Abschluss von conv(D) iiberein. O

Aufgrund des Satzes kann jede stochastische Folge beliebig gut durch eine
Konvexkombination von Dirac-Folgen approximiert werden.

2.3 Extrempunkte
Wir untersuchen nun die Extrempunkte der konvexen Menge S.
2.3.1 Lemma. Die Menge D ist die Menge aller Extrempunkte von S.

Beweis. Sei zunédchst p € D. Dann gibt es ein m € Ny mit p = §,, und fiir
alle q,r € S und 5 € (0,1) mit §,, = nq+ (1—n)r gilt dann q = §,,, = r.
Daher ist p ein Extrempunkt von S.

Sei nun p € S\ D. Dann gibt es 4, j € Ny mit ¢ # j und p; # 0 # p;. Fur

o0
q:= (pit+p;)d; + Z P O,
i,j#k=0

r:= (pitp;)d; + Z Pk Ok
,j#k=0

gilt dann q,r € S und q # p # r, und mit 7 := p;/(p;+p;) erhélt man
p=nq+(l-nr
Dabher ist p kein Extrempunkt von S. a

Der folgende Satz charakterisiert die Menge der stochastischen Folgen mit
Hilfe ihrer Extrempunkte:

2.3.2 Satz. Die Menge S ist die abgeschlossene konvexe Hiille ihrer Extrem-
punkte.

Die Aussage des Satzes folgt unmittelbar aus Lemma 2.3.1 und Satz 2.2.4.

2.4 Anwendung in der Versicherungsmathematik

Wir beschreiben nun die Bedeutung stochastischer Folgen in der Wahrschein-
lichkeitstheorie und geben dann eine erste Anwendung in der Versicherungs-
mathematik.
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Fiir das Verstéindnis dieses ergéinzenden Abschnitts sind Grundkenntnisse der
Wahrscheinlichkeitstheorie auf der Grundlage der Mafi- und Integrations-
theorie von Vorteil; vgl. Schmidt [2011]. Zumindest aber sollten Grundkennt-
nisse der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie vorliegen, vgl. Krengel [2002]
oder auch Schmidt [2009].

Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Eine F-B(R)-messbare Abbildung X : Q@ — R heifit Zufallsvariable. Im Fall
P{X > 0}] = 1 bezeichnet man X als positive Zufallsvariable, und im Fall
P{X € Ng}] = 1 bezeichnet man X als Zufallsvariable mit Werten in Ng.
Fiir jede Zufallsvariable X ist die Abbildung Px : B(R) — [0, 1] mit

Px[B] := P[{X € B}]
ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, das als Verteilung von X bezeichnet wird.

Sei nun X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny. Dann gilt fiir alle B € B(R)

Px[B]=P{X € B}| =P{X e BNNo}] = Y PH{X =k}]
ke BNNy

In diesem Fall ist also die Verteilung von X vollstdndig durch die Wahrschein-
lichkeiten P[{X = k}] mit k € Ny beschrieben. Die Folge p mit

pr = P{X = k}]
ist eine stochastische Folge und wir schreiben
X ~p

Da die stochastische Folge p die Verteilung der Zufallsvariablen X reprisen-
tiert, bezeichnen wir im Folgenden nicht nur das Wahrscheinlichkeitsmafl Py,
sondern auch die stochastische Folge p als Verteilung von X.

In der Versicherungsmathematik werden Zufallsvariable unter anderem dazu
verwendet, fiir einen Bestand von Risiken (oder Versicherungsvertrigen)

—  die zuféllige Anzahl der Schiden (Schadenzahl) oder

—  die zufélligen Hohen einzelner Schiden (Schadenhohen) oder

— die zufillige Hohe des Gesamtschadens eines Bestandes

in einem Versicherungsjahr zu beschreiben.

Fiir eine Darstellung der Grundlagen der Versicherungsmathematik verweisen
wir auf Schmidt [2009].

In allen Anwendungen stochastischer Folgen in der Versicherungsmathematik
betrachten wir ausschliefilich Zufallsvariable mit Werten in Ng.
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Inhomogener Bestand

Als Beispiel fiir eine versicherungsmathematische Anwendung stochastischer
Folgen betrachten wir einen inhomogenen Bestand, der zwei Arten von Risiken
(gute und schlechte) enthilt, ein zufillig ausgewihltes Risiko des Bestandes,
und die zufillige Anzahl der Schéden, die dieses Risiko in einem zukiinftigen
Versicherungsjahr erzeugt. Wir beschreiben die Anzahl der Schéden durch
eine Zufallsvariable N.

Wir nehmen an,

— dass fiir den Bestand die Anteile der guten bzw. schlechten Risiken be-
kannt sind,

— dass fiir die guten Risiken und fiir die schlechten Risiken die Verteilung
der Anzahl der Schiden bekannt ist, und

—  dass fiir ein zufillig ausgewéhltes Risiko nicht bekannt ist, ob es sich um
ein gutes oder ein schlechtes Risiko handelt.

Zu bestimmen ist die Verteilung von N und damit eine stochastische Folge p

mit N ~ p, also mit p, = P[{N = k}] fur alle k € Ny.

Die zuféllige Auswahl eines Risikos aus dem Bestand lésst sich durch eine nicht
beobachtbare Zufallsvariable A mit P[{A € {A1,A2}}] = 1 und A1, Ay € (0, 00)
sowie A1 < Ao beschreiben, wobei

—  das Ereignis {A = A1} die Auswahl eines guten Risikos und

— das Ereignis {A = A2} die Auswahl eines schlechten Risikos

beschreibt. Dann ist

1= PH{A =M}
der Anteil der guten Risiken und
1—n= P[{A = Ap}]

der Anteil der schlechten Risiken im Bestand. Die Zufallsvariable A wird als
Risikoparameter bezeichnet. Nach Voraussetzung ist 17 bekannt, und aufgrund
der Inhomogenitét des Bestandes gilt n € (0,1).

Des Weiteren lésst sich fiir ¢ € {1, 2} die bedingte Verteilung von N unter dem
Ereignis {A = \;} durch die stochastische Folge p; mit
{N=Ek}n{A=\}]

P[{A = Ai}]

pir = P{N=k}{A=\}] = Pl

beschreiben. Dann ist

—  p1 die bedingte Verteilung der Anzahl der Schiden eines guten Risikos
und

—  po die bedingte Verteilung der Anzahl der Schiden eines schlechten Ri-
sikos.
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Nach Voraussetzung sind p; und ps bekannt, und aufgrund der Inhomogenitét
des Bestandes gilt p; # po. Fiir die (unbedingte) Verteilung p der Anzahl der
Schéden eines zufillig ausgewéhlten Risikos gilt

pr = P[{N = k}]

=P{N=k}n{A=XM\}+P[{N=k}n{A= A}

= P[{N =Ek}{A = M} P{A = M} + PUN = EH{A = Ao} P[{A = Ao}]
=npik+ (1—n)pak

und damit

p=7np1+ (1-7)p2

Daher ist die Verteilung der Anzahl der Schiden eines zufillig ausgewahlten
Risikos eine Konvexkombination der bedingten Verteilungen der guten bzw.
schlechten Risiken, und die Gewichte der Konvexkombination sind gerade die
Anteile der guten bzw. schlechten Risiken im Bestand.

Eine derartige zweistufige Modellierung zur Konstruktion einer Verteilung ist
in der Versicherungsmathematik und auch in anderen Anwendungsgebieten
der Wahrscheinlichkeitstheorie recht hiufig anzutreffen.
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