Ein nulldimensionales Energiebilanzmodell

Wir formulieren hier das denkbar einfachste Klimamodell, das die Erde als Punkt im Weltraum mo-
delliert. Das Modell basiert auf der Strahlungsbilanz eines ,,nulldimensionalen® Korpers. Es wird
z.B. in [2, 3, 5] behandelt. Es ist eher von akademischen Interesse, zeigt aber bereits die Vorge-
hensweise bei der Aufstellung von Bilanzgleichungen, die Bedeutung von Modellparametern und
Methoden zu ihrer Bestimmung aus Messdaten. Wir betrachten zuerst den stationidren Gleichge-
wichtszustand und anschliefend ein zeitabhédngiges Modell, mit dem man Temperaturinderungen
simulieren kann. Dieses wird sowohl fiir endliche, diskrete Zeitschritte als auch in einer kontinuier-
lichen Zeit hergeleitet. Es liefert das erste Beispiel fiir eine mathematische Modellklasse, ndmlich
die der gewohnlichen Differentialgleichungen.

2.1 Die Strahlungsbilanz eines Korpers im All

Im nulldimensionalen Energiebilanzmodell wird die globale Energiebilanz der Erde auf-
gestellt, bestehend mittleren Temperatur auf der Erde in Beziehung gesetzt wird. Die
eingehende Strahlung wird von der Reflektivitit der Erdoberflache und auch der Wolken
beeinflusst. Die zuriickgestrahlte Energie wird durch den Treibhauseffekt vermindert.

Im stationédren oder Gleichgewichtszustand befinden sich die Energie pro Zeiteinheit,
die auf die Erde treffen und die von ihr abgestrahlt werden, im Gleichgewicht.

Die von der Sonne auf die Erde einstrahlende Energie pro Zeit (das ist physikalisch die
Leistung, Einheit W = Js™'), ist das Produkt aus der sog. Solarkonstante S multipliziert
mit der Fliche der Erde, die von der Sonne bestrahlt wird. Dies ist ein Kreis mit dem
Erdradius r, d. h. die Fliche ist gleich 2. Die Menge der eingehenden Strahlungsenergie
pro Zeit ist daher

ar’S.
Fiir die Konstanten gilt S = 1367 Wm™2, r = 6371 km. Der Erdradius ist dabei ge-
mittelt, denn die Erde ist keine Kugel. Ein Teil dieser Strahlung wird durch die Erde
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18 2 Ein nulldimensionales Energiebilanzmodell

reflektiert. Diesen Anteil o € [0, 1] bezeichnet man als Albedo. Die Albedo hingt von der
Oberfliche bzw. deren Farbe ab. Es gilt z. B. fiir frischen Schnee « € [0,8, 0,9], fiir Wald
a € [0,02,0,2]. Der iiber die Erde gemittelte Wert fiir die Albedo ist « & 0,3. Die auf die
Erde auftreffende Strahlungsenergie pro Zeiteinheit ist damit

Rin = 72S(1 — a). (2.1)

Zur Modellierung der von der Erde ausgehenden Strahlung beginnen wir mit dem Stefan-
Boltzmann-Gesetz fiir einen schwarzen Strahler. Dies ist ein Korper, der die gesamte auf
ihn einfallende Strahlung absorbiert. Fiir eine schwarzen Strahler ergibt sich die Riick-
strahlung pro Fliche als Funktion der Temperatur 7" als

oT*
mit der Stefan-Boltzmann-Konstante
0=567-10Wm2K™*.

Fiir die Riickstrahlung der gesamten Erde muss dieser Wert noch mit der Erdoberfliche
47 r? multipliziert werden:

Row = 4nr’o T (2.2)

Gleichsetzen von Rj, und R, ergibt die Bilanzgleichung

(1-a)S

oT*.
4
Die sich daraus ergebende Temperatur ist

4 (1 — Ol)S
40

T = ~ 255K ~ —18°C.
Dieser Wert entspricht nicht der zur Zeit tatsidchlich auf der Erde gemessenen mittleren
Jahrestemperatur, die ca.

Tn ~ 287K ~ 14°C

betrédgt. Die Ursache dafiir ist, dass die Erde eben kein schwarzer Strahler ist, sondern dass
ein Teil der von der Erdoberflache zuriickgestrahlten Energie durch den Treibhauseffekt
in der Atmosphire zuriickgehalten wird. Um dies zu modellieren, wird ein multiplikativer
Parameter, die Emissivitdt ¢, in (2.1) eingefiihrt. Damit ergibt sich die Bilanz

(1—-a)S _

1 eoT*. (2.3)
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Der Wert T, kann zur Bestimmung von ¢ benutzt werden, und es ergibt sich

1—a)S
e = & ~ 0,62.
40T}

Ubung 2.1 Plotten Sie die Temperatur, die sich aus dem stationiren Energiebilanzmodell

1. fiir Werte von « € [0, 1] und festes ¢ = 0,62
2. und fiir Werte von « € [0, 1] und € € (0, 1] ergibt.

Anmerkung 2.2 Andere, insbesondere nichtlineare und temperaturabhiingige Modellie-
rungen der Albedo finden sich in [7-9].

2.2 Dieinstationdare Form der Strahlungsbilanz

Sind eingehende und ausgehende Energie nicht gleich, so bewirkt dies eine zeitliche
Anderung der Temperatur des Korpers, in diesem Fall der Erde. Dies kann als eine Tem-
peraturdnderung in der Atmosphire oder im Ozean interpretiert werden. Je hoher das
Ungleichgewicht zwischen eintreffender und abgestrahlter Energie ist, desto stirker wird
die Temperatur sich pro Zeiteinheit indern. Aus dieser Beobachtung oder Annahme kann
ein zeitabhiingiges oder instationires Energiebilanzmodell hergeleitet werden. Dies kann
auf zwei Arten geschehen, die wir in den nichsten Abschnitten vorstellen: Die erste be-
trachtet endliche, diskrete Zeitschritte, wihrend in der zweiten die Zeit als kontinuierlich
angesehen wird.

Es ist in diesem einfachen Modell mit nur einer Gleichung einleuchtend, dass bei
R, > Ry die Temperatur auf der Erde steigen und im umgekehrten Fall sinken wird.
Das AusmaB der Anderung hiingt weiterhin von folgenden Dingen ab:

e vom betrachteten Zeitintervall, je groB3er dies ist, desto grofler die Temperaturdnderung.

e von dem betrachteten Volumen, fiir das die (dann dariiber rdumlich gemittelte) Tem-
peratur berechnet wird (z. B. Atmosphire oder Ozean): Je grofler das Volumen, desto
geringer die Temperaturdnderung. Wird die Erde wieder als Kugel angenommen, so
handelt es sich um das Volumen einer Kugelschale. Dies ist 4772 H, wenn H die Hohe
oder Dicke der betrachteten Schicht ist.

e von der Wirmeiibertragung in den Stoff, dessen Temperatur beschrieben wird (Luft fiir
die Athmosphire, Wasser fiir den Ozean). Diese ergibt sich als Produkt aus Dichte o des
Stoffes und seiner spezifischen Wirme C. Auch hier ist der Zusammenhang umgekehrt
proportional: Je groBer das Produkt o C, desto geringer die Temperaturdnderung.
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Daraus kann ein zeitabhingiges Modell der Form

Rin (t) - Roul (t)

T+ At)=T(t At
€+ 40 ®+ 4rr?HoC

2.4)

formuliert werden. Hier bezeichnet ¢ einen Zeitpunkt und A¢ > 0 das betrachtete Zeitin-
tervall oder einen Zeitschritt. Es handelt sich um ein zeitdiskretes Modell, und eine solche
Gleichung hei3t auch Differenzengleichung.

In Klimamodellen werden oft ,natiirliche” Zeitschritte wie ein Tag oder ein Jahr be-
trachtet. Da aber die GroBlen R;, und R, und auch die Parameter H, o und C in bestimm-
ten Einheiten angegeben werden, muss der Zeitschritt an diese GrofSen angepasst sein oder
die GroBen R;, und R,y und die Parameter eventuell entsprechend skaliert werden.

2.3 GrundgroBlen und Einheiten nach dem SI-System

Da das Problem der Wahl der Einheiten bzw. der Skalierung von Gréen und Variablen
in Modellen bei Klima- und anderen Modellen eine wesentliche Rolle spielt, wurde der
SI-Standard fiir Einheiten definiert. In ihm sind Grundgréen mit zugehorigen Standar-
deinheiten fiir physikalische und andere Groflen definiert. Wir geben in den Tab. 2.1
und 2.2 die hier benutzten Grundgréfen und Einheiten an, vgl. [10, Abschnitt 0.2].

Werden die Einheiten der Parameter in der Gleichung (2.4) in SI-Einheiten benutzt,
dann muss der Zeitschritt Az als eine Sekunde gewihlt oder die eingehenden Parame-
ter, bei denen eine Zeitabdngigkeit vorhanden ist, entsprechend umgerechnet (umskaliert)
werden.

Tab. 2.1 Liste der Grundg6Ben (oder Dimensionen) mit ihren symbolischen Bezeichnungen und
zugehorigen Einheiten nach SI-Standard. Nach SI-Standard werden Symbole fiir Dimensionen se-
rifenlos und solche fiir Einheiten nicht kursiv gesetzt

Grund- | Linge | Zeit Masse Temperatur Elektrischer | Licht- Substanz-

grofe Strom stirke menge

Symbol | L T M C] | J N

Einheit |Meter | Sekunde Kilogramm | Kelvin Ampere Candela | Mol

Symbol m S kg K A cd mol
0°C=273,15K

Tab.2.2 Liste der im Energiebilanzmodell verwendeten abgeleiteten Grofen mit zugehéorigen Ein-
heiten nach SI-Standard

Abgeleitete Grofe Kraft Arbeit bzw. Energie | Leistung
Dimensionelle Darstellung | MLT ™2 ML2T—2 ML2T—3
Einheit Newton Joule Watt

Symbol/Umrechnung N= kgmsf2 J=Nm=Ws W=1Js"!
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2.4 Formulierung als Differentialgleichung

Die oben angegebene Form (2.4) des Energiebilanzmodell als Differenzengleichung ent-
spricht mit einem gewihlten festen Zeitschritt A¢ der Anschauung. Unabhingig von der
Wahl des Zeitschritts und eventueller Umskalierungen der Parameter und universeller wird
das Modell, wenn die Schrittweite als gegen Null gehend betrachtet wird. Dazu dividieren
wir (2.4) nach Umstellen durch A¢, erhalten

T(t+At)—T()  Rin(t) — Rou(t)  7r’S(1—a)—4nr’eoT(1)*
At ~ 4mwr?HoC d7r2HoC '
und bilden auf beiden Seiten den Grenzwert Ar — 0. Die rechte Seite ist unabhingig

vom Zeitschritt, fiir die linke ergibt sich die Definition der ersten Ableitung von 7" am
Zeitpunkt ¢:

2.5)

dr . T+ A)—T(@)
T'(t) = —(@):= 1 .
==
Oft wird — vor allem in der Physik — auch der Punkt (T) fiir die Ableitung verwendet.
Diese Notation wurde von Newton eingefiihrt.
Damit kann nun folgende Differentialgleichung fiir die instationire Energiebilanz auf-
gestellt werden:

4nr*HoCT'(t) = nr’S(—a) — 4nr’eoT(t)*
N——
zeitliche Anderung eingehende, nicht reflek- zuriickgestrahlte
der Wirmeenergie tierte Strahlungsenergie Strahlungsenergie
pro Zeiteinheit pro Zeiteinheit

Ein Indiz fiir die Korrektheit einer so hergeleiteten Modellgleichung ergibt der Vergleich
der Einheiten. Fiir eine Grofe Q wird mit [Q] deren Einheit bezeichnet, also gilt z. B. fiir

den Erdradius [r] = m. Fiir die Einheiten der rechten Seite der Differentialgleichung gilt,
vgl. Tab. 2.3:

k J K J
[4nr’HoC T'(1)] = mm-2 2w
m3 kgK s

s
Fiir die rechte Seite gilt dies ebenfalls, was leicht zu iliberpriifen ist.

Tab. 2.3 Parameter im Energiebilanzmodell, angewandt auf die Troposphire

Variable = Wert und Einheit Bedeutung
r 6371km = 6,371 x 10°m | Erdradius
H 83km=283x10°m Dicke bzw. Hohe der betrachteten Schicht der Atmo-

sphére, hier: Troposphire (unterste Schicht, die den
GroBteil der Luft enthilt)

0 1,2kg m> Dichte von Luft

C 1037 kg_lK_1 Spezifische Wirme von Luft
N 1,367 x 103 Wm—2 Solarkonstante

o 5,67 x 10°8Wm 2K 4 Stefan-Boltzmann-Konstante
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Durch Kiirzen ergibt sich die Gleichung
I S 4
HoCT'(t) = Z(l —a)—eoT(t)". (2.6)

Die geometrischen Grof3en wie Erdradius und auch die Konstante 7 treten nicht mehr auf.
Diese Gleichung ist eine wesentlich priagnantere Darstellung als die Differenzengleichung
(2.4). Es handelt sich um eine nichtlineare (wegen T*) gewohnliche Differentialgleichung
(Ableitung nur nach der Zeit, keine partiellen Ableitungen) erster Ordnung (nur erste
Ableitung).

Wird diese Gleichung auf einem Zeitintervall oder fiir # > ¢, € R mit einem gegebenen
Anfangswert Ty = T (tp) betrachtet, so ergibt sich ein Anfangswertproblem (AWP).
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