2 Fisica molecolare

2.1 Esercizi

2.1.1 Problema

Una molecola biatomica ha distanza internucleare di equilibrio Ry, nuclei di massa

ridotta u ed energia del modo vibrazionale armonico 7. La matrice Vg fra gli stati

elettronici ¢ diagonale e i suoi elementi non nulli possono essere approssimati, per

R =~ Ry, con un vettore costante V =3 %, dove |B| < 1. La matrice V% ¢ anch’essa
0

diagonale con elementi non nulli uguali ad una costante 25, con |a| < 1.
0

a) Stimare le correzioni all’approssimazione di Born-Oppenheimer per I’energia
dello stato fondamentale della molecola, supponendo che tali correzioni siano
piccole.

b) Qual ¢ il criterio che assicura che tali correzioni siano piccole e quindi che sia
giustificata I’approssimazione di Born-Oppenheimer? N.B. Si ricordi che per un
oscillatore armonico unidimensionale, di massa y e pulsazione ®, (0| % 1) =

%‘1 , e che la funzione d’onda di un oscillatore tridimensionale si esprime
facilmente in termini di quella unidimensionale.

Soluzione

a) Siano @, (R, ry,...ry) le funzioni d’onda elettroniche per un valore fissato di R =
[R|, E;(R) le energie degli stati elettronici e F, (R) le corrispondenti funzioni
d’onda nucleari.

L’equazione per la funzione d’onda nucleare ¢

) [/dr]drz...drN@TNqsqu (R)| +[Es;(R) —E]F;(R) =0, (1)
q

dove
hz 2 2
Ty (PyFy) = _ﬁ [FqVRq'Jq +2(VrEy) - (VRPg) + CquRFq] : @)
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Tenuto conto che Vg e V& sono diagonali e delle ipotesi del testo, la (1) per
lo stato fondamentale elettronico (s = 0), si scrive

n” R n?
n R—S-VRFO(R) —_aFy(R)=0 (3)
0

h2
——V2+Ey(R)—E|Fy(R)— -
rTEo(R) 0(R) e

2u

con Eo(R) = Lpue? (R—Ro)?
L’ultimo termine al primo membro della (3) ¢ una costante additiva all’ener-
gia mentre il secondo termine va calcolato al secondo ordine. Per un oscilla-
tore armonico tridimensionale la funzione d’onda F (R) si pud decomporre nel
prodotto F (x) F (y) F (z) e quindi, vista la particolare forma della perturbazio-
ne (o Y;V;d;), si ha una correzione separatamente per ogni componente. La
correzione per la componente x ¢: (vedi appendice A.4)
2
a0 g
(AE )x - |: :| hio 2 m Vx ’

dove

(x]0) = (%)1/467% e (x]1)= (%)1/22“7%'

Analoghi risultati si ottengono per le componenti y e z.
La correzione totale all’energia dello stato fondamentale della molecola ¢ allora

n? a n?
AE=—(-=-V? ) =— a+pB?).
2u< Rj ) 2uR%< +F)

Tale correzione & piccola essendo piccoli |a] e | B].

b) |AE| < ho.
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2.1.2 Problema

1l potenziale interatomico della molecola O, ¢ descritto dalla funzione
2
UR) =4e[(5)" - (%)"].
Si calcoli:

a) La distanza di equilibrio Ry;
b) Il parametro m;

¢) La costante k;

d) L’energia €.

I dati del problema sono: I = 1.92x10 *0kgm?;6 = 0.973 A, wy = 0.1959 ¢V.

Soluzione
R _ 1 _ i _my _ —26
a) Dal= uRjsihaRy= \/;— 1.206 A essendo U = Tng = 1.328x107"%kg.
b) Imponendo che il potenziale alla distanza di equilibrio sia minimo e posto
X0 = R% si ottiene:
Z—% lx=x, = 2(x0)2’” Inxp — (x9)™ Inxg =0

2(x0)%™ — (x0)™ = 0 — (x0)™(2(x0)™ — 1) = 0 da cui m = flnlngo =3.22.

¢) k= w’u=1183.8 Jm2.

d) k= Em?20m=2)/m da cui £ = ka?m 22~ ("=2/M =520 €V.
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2.1.3 Problema

Per descrivere approssimativamente una molecola biatomica si usi un “toy model”
unidimensionale costituito da:

\* (b
i) un potenziale internucleare V (r) = Vp [() - (> ] ,
,

r

- : ) ry\2
ii) una funzione d’onda dello stato fondamentale v (r) = N (Z) e/’ con o
parametro variazionale.

Determinare I’energia dello stato fondamentale della molecola.
Soluzione

E necessario normalizzare la funzione d’onda; a tal fine

N2N4—2a1 2, 3
IZb“Z}’e bd}’:NbW,

da cui

40
N =—.
3b

Per quanto riguarda il valore d’aspettazione dell’energia cinetica e potenziale e,

conseguentemente, dell’energia totale si ha:

=

(T)= h2N2/ i (r%‘“%) 2dr— LZNZ i = h—zoﬁ
- 2mb*) |dr  2mb 4a3  6m b2’

o

o [ (2)'- (2 oo (- 5)

Il miglior valore di ¢ si ottiene minimizzando E (o) . Si ottiene

1 n?

2

= — 1—7
% 4( 2V0mb2>’

e I’energia dello stato fondamentale risulta

2
Vo >
E(o)=-2(1--" ).
(a0) 24( 2V0mb2)
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2.1.4 Problema

Si consideri il seguente potenziale a due corpi:

V(R) = —g + =5 +bIn(0.1R) (1)

dove a = 0.4u.a. e b =0.09u.a.

a) Dire se la formula (1) ¢ adatta a descrivere lo stato fondamentale elettronico di
una molecola biatomica. Giustificare la risposta.

b) Determinare se esiste una distanza di equilibrio Ry.

¢) Determinare la costante elastica associata.

d) Calcolare la correzione anarmonica fino all’ ordine O(R*) sullo stato vibrazionale
fondamentale e sul primo stato eccitato.

Soluzione
a) Il potenziale (1) non descrive un vero potenziale molecolare essendo divergente
per R — oo,

b) Dallo studio della funzione si nota che esiste una posizione di equilibrio Ry =
% = 2.98u.a. che si ottiene imponendo I’annullamento della derivata prima.

c¢) Per ricavare la costante elastica, occorre, come di consueto, sviluppare il po-
tenziale fino al secondo ordine. La derivata seconda, calcolata in R, fornisce il

. 2 2
valore della costante elastica k = dZR@ |R=Ry = % =0.02u.a..

d) Le funzioni d’onda dello stato fondamentale e del primo stato eccitato dell’oscil-
latore armonico su cui fare il valor medio dei contributi anarmonici sono

[Wo) = ()2 e yn) = (55) e P2,
con o = (uk)'/* e x=R—Ry.

Dato che entrambe sono funzioni di parita definita, & chiaro che il primo con-
tributo anarmonico non nullo sara del quarto ordine. Risulta quindi

3 3
(Yol & R o (R—Ro)* o) = 31 (25 ) (ol (R = Ro)* o) = oo = 2010

€

WLy 7 [y (R = Ro)* 1) = 4 (25) (v | (R~ Ro)*yn) =
1356 0.0096
“ (8a)2at T ot




2.1 Esercizi 143

2.1.5 Problema

Una molecola di H, F viene preparata al tempo ¢ = 0 nello stato di funzione d’onda
¢(0)=¢,= —e" «, dove r, ¢ la distanza dell’elettrone da uno dei due nuclei.
Questi ultimi sono tenuti fermi lungo I’asse z alla distanza di equilibrio.

a) Descrivere 1’evoluzione temporale di ¢ e calcolare in funzione del tempo il valore
di aspettazione del momento di dipolo elettrico. Usare I’approssimazione LCAO,
senza calcolare esplicitamente gli integrali.

b) Classicamente, un dipolo oscillante deve irraggiare alla sua frequenza. Quanti-
sticamente, con che probabilita la molecola inizialmente posta nello stato ¢ (0)
emette un fotone e su che frequenza? Qual ¢ il tempo 7; che la molecola impie-
ga per emettere spontaneamente 1’eventuale fotone? La distanza interatomica di
equilibrio ¢ Ry =2.49 u.a..

Soluzione

a) Poiché gli stati stazionari nell’approssimazione LCAO sono

_(¢a+¢b), _
¢~ Vrras: P
&, = (‘Pu (Pb) . E=g,

V2-2§5"

ed essendo lo stato in cui sono preparate le molecole ¢, si ha

Dy /2(148) + P, /2(1=5)
5 .

o (0) =¢a =
L applicazione dell’operatore di evoluzione temporale a ¢ (0) fornisce

o () = V225, (1) + /2 - 25P, (1)
- . -

V2425, (0) e 4 /225D, (0) e~iEut
_ : .

Tenuto conto che per simmetria (D, |z |Py) = (Dy|2|P,) = 0, (in quanto D, e
&, hanno parita definita per z che va in —z), il valore di aspettazione del dipolo
€, in unita atomiche

d(t)=+1-82 <¢g‘z\q§u>cos(wg7ut),

con Wy, = &, — & corrispondente alla differenza fra gli stati antilegante e legante
della molecola. La frequenza del dipolo ¢ anche quella dei fotoni emessi.
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b) Quantisticamente I’irraggiamento avviene sempre a frequenza @, ,, ma solo
con probabilita % che la molecola sia eccitata. La probabilita per unita di

tempo di emissione spontanea di un fotone nella transizione u — g ¢ W, =

2 . . .
3% ®*|r,|” (vedi 1.3), dove a & la costante di struttura fine. In questo caso,
3c? 8
2 2 . R ,
rug|” = |(Dg|2|Pu)|". ed il fotone sara emesso dopo un tempo 7, = (W )"
L’elemento di matrice della transizione tra lo stato legante ed antilegante si scrive

Tug = 2\/177 <¢a+¢b|Z|¢a >_

= WU%IZI%HWHZWA — (Qal 2l 90) — (90| 2]0s)} -

Poiché
(0l z|0i) = (9l (z—zi) |9) + 2 (@il ) ,
posto z; = j:R—ZO, si ottiene (¢;|z|¢;) = :l:%.
Pertanto, essendo @y ¢(Ro) = 0.276 u.a.,(vedi 2.3)
1 4

o
Wie =1 203 |ruel” =2.145x 1078

. 242x10—17 1
“\2wsxi08) T
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2.1.6 Problema

Si consideri la molecola H2+ nell’approssimazione LCAO. Usando orbitali atomici
normalizzati del tipo ¢ (r) = %e’“’ , dove o & un parametro varia-
zionale dipendente dalla distanza internucleare R, calcolare la migliore approssi-
mazione all’energia dello stato fondamentale per lo ione Het (R = 0) e per I’atomo
di H(R — ).

Valgono le seguenti relazioni:

<¢ (l”a)| % |¢ (ra)> = %* % (1 +OZR)€_2(XR

<¢ (I’a)| % |¢ (rb)> = a(] JrOtR)e_aR

Soluzione

L’Hamiltoniana e lo stato legante della molecola H2+ sono, rispettivamente,

VZ
S R

2 ra Tp
By = ——— (0u+ )
S 2t

L’energia di legame ¢

Y= (9al H 19a) + (9| H 195) +2 {9a| H |01)

e poiché per simmetria (¢,|H |9,) = (@| H |¢p) si ha

E— <¢a|H‘¢a> + <¢a|H|¢b>
B 1+S ’

Il primo elemento di matrice si pu0 scrivere, per il teorema del viriale

vZ o 2

_7_5_

o

1 1
<¢a|H|¢a>:<¢a| *|¢a>— ) _O‘_<¢a‘*|¢a>-
rp rp

Ponendo w = «R, dalle relazioni suggerite nel testo, si ha

2
(GulH10) = 5 —a= 2+ Z (14w)e ™, 1)

Il secondo integrale &
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V2
(9l H |90) = <¢a|———i—i+3—%\¢b>:

Taq
1
:—*S <¢u‘7|¢b> <¢a|a|¢b>,

dove, per convenienza, si € sommato e sottratto il termine %. Dalle relazioni
suggerite nel testo si ottiene

2
(Gl H|g9) = = =5+ o (0 =2) (14 w)e ™. @

Raccogliendo i termini in a® ed « negli elementi di matrice (1) e (2) si ottiene

1 [, .
- 1+S{“ [2 3 Fl+we }J“
1 1 —2w —w
—o|l+———(1+w)e ™ +2(1+w)e .
woow

Nel limite R — 0 ovvero w — 0 e S — 1 si ha!

2
E(O)é%—Z(x.

11 miglior valore di & &
duE(0)=0=0—2 dacui a=2.

Nel limite R — o, § — 0 dunque

Il miglior valore di & &

OpE (0)=0=0—1 dacui a=1.

—2w 1

! 11 termine singolare % - % (I+w)e si puo trattare a parte e scrivere, per w < 1, come ;- —
L (14+w) (1—2w) = 1+ 2w, che nel limite w — 0 vale 1.
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2.1.7 Problema

Si consideri lo ione molecolare H; nello stato fondamentale.

a) Provare che I’orbitale molecolare LCAQO costruito con orbitali atomici normaliz-

zati 1s dell’atomo di H non soddisfa il teorema del viriale (T') = —%.
b) Per quale valore del parametro ¢ inserito nella funzione d’onda dell’orbitale ato-
32 —ar

mico dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno e
(T) = —(V) /2 & verificata?

Valgono i seguenti risultati in u.a.(vedi 2.3):

I’'uguaglianza

1 1 1
(al +~la) =1 (a] - |a) =0.3776; (al - |b) = 0.289; §=0.4607,
a

a

dove (r|a) e (r|b) sono gli orbitali atomici dello stato fondamentale centrati rispet-
tivamente sui due nuclei di H, , a e b.

Soluzione
a) L’Hamiltoniano del sistema ¢ H = —%2 — i — i + E =T +V; il calcolo dei
valori medi conduce a:
Energia cinetica:
1 1
(T) = 57— (a+b|Tla+b) = [(a| T |a) +(a| T |b)] =

2(1+9) (1+5)

1
= E E
1+S{ 1s + 1sS+<a| b>]

1
1+5

{Els (S—1)+ (a| — |b>} =0.3823 u.a.,

dove E;;, = —0.5u.a.;
Energia potenziale:

1 1
) = mmmwam ~ g (lVia+ (vl =
1 1 1 1 1 S
— s |-l E 0~ el )l 1o+ 5 -
1 1+S 1 1
15| () -l - Gl b -20al 1),
da cui si ottiene <2> —0.4687 u.a..
Dunque (T) = —% non ¢& verificata.
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b) Come suggerito dal testo, si introduca il parametro ¢ nella funzione d’onda,
V7] a3/? 1
+

= V2(its) vV
imponendo Nz%s [(e=%a 4+ e=) dr=1.

Per un generico operatore O risulta

(e=%a 4 e~ ). 11 fattore di normalizzazione si determina

A (X3 1 —ar, —or A —Qrg —or
<O>:72(1+S)E/(e Wate )0 (e ¥ +e “b)47rr2dr.

A 2
Se O = —% si ottiene

Se O = V si ottiene

Imponendo
(7 (@) =Y
s rova (V) 0.4687
C2(T) 03823

D’altra parte (E (o)) = (T (a)) +(V («)) = & (T) +« (V) e la minimizzazione
di (E (a)) rispetto ad o conduce allo stesso risultato.
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2.1.8 Problema

Una molecola di H; si trova in un campo elettrico uniforme F, parallelo all’asse in-
ternucleare z. Si schematizzi, per semplicita, 1’effetto del campo nel modello LCAO
per una data distanza internucleare R.

a) Qual ¢ il criterio che assicura che il campo ¢ una piccola perturbazione?

b) Ci si aspetta che I’effetto Stark per campi piccoli sia lineare o quadratico?

c¢) Trovare i livelli in presenza del campo. Verificare le risposte a) e b) e di-
re se ’effetto Stark comporta un aumento o una diminuzione della frequenza
fondamentale.

d) La soluzione comporta la polarizzazione della molecola da parte del campo. Da
quale aspetto della soluzione si riconosce questo fatto ovvio?

Soluzione

a) Se W =~ FR, R ¢ la distanza internucleare e AE = EY — ER ¢ la distanza fra i
livelli imperturbati, deve essere W < AE.

b) L’effetto Stark ¢ quadratico, perche gli stati imperturbati hanno parita definita.
¢) Sono descritti tre metodi risolutivi.2

I° metodo

Nel caso in esame H = Hy +zF, dove Hy = — 5 — - — -
Si calcolino gli elementi della matrice Hamlltomana usando come funzioni di
base gli orbitali atomici non ortogonali (r|a) e (r|b) centrati sui due nuclei di
Hj.
R

Hy, = (a|Hy+ Fzla) = (a|Hp|a) + F {(a|z|a) = (x—FE.
L’integrale (a|z|a) si pud ottenere con semplici considerazioni di simmetria evi-
tando il lungo e tedioso calcolo che utilizza le coordinate confocali ellittiche.
Infatti (a|z|a) = (a|z+ 5§ |a) — % = —% in quanto il primo integrale del secondo
membro ¢ nullo in ragione della parita definita degli stati atomici. Analogamente
si ha:

R
Hpyp =0+ F e Hyp = Hpq = (a|Ho|b) + F (a|z|b) = B,

dove

2 Nel metodo variazionale lineare, se ¢ = Y; ¢;@; & la funzione di prova e <¢,\¢ j> =§;; ¢ 'integrale
di sovrapposizione tra le funzioni di base, gli autovalori e gli autostati si ottengono risolvendo il
problema secolare

Hce = ESc

Se gli stati sono ortonormali la matrice di sovrapposizione viene sostituita dalla matrice identita
(vedi appendice A.3).
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2zap = {a|z|b) + (b|z]a) = (a+b|z]a+b) — ({a|z|a) + (b| z|b)) = 0.

Infatti (a|z|a) = —%, (b|z|b) = § e (a+b|z|a+b) = 0 poiché se si scambia z
in —z,a — be b — a, ovvero |a+ b) ha parita definita.

Nota I’Hamiltoniana, essendo le funzioni di base non ortogonali, si puo scrivere
I’equazione secolare come

o—W—E B —SE
B —SE a+W-—E

dove W = £f ed S = (a|b) & I'integrale di sovrapposizione.
I due autovalori si calcolano facilmente e sono:

(o~ BS)F 1/ (@~ BS)> — (1 - 8) (@2 — B2 —W?)
- -2 '

Ey
Essendo (per W = 0)

0o_a+P 0o_a—P

E0 = E0 =
+T xS ST g

la soluzione del determinante secolare puo essere riscritta

EQ+EY 1 ) AW?
Ei:+2:F2\/(E2—E0) T

Questo risultato conferma le risposte di cui ai punti a) e b). Infatti, per W piccolo,

W2

_ =0
Ee=EiF - gyag

[AE = (E° —EY) > 0] e la frequenza cresce.

II° Metodo

|a)£[b)
2(1+8)

infatti (®x|Ho|®s) = B = £ ¢ (®.|Hy|D5) = 0.

Poiché S;; = §;j, il determinante secolare diviene

Si parte dalla base @4 = . In questa base I’Hamiltoniana Hy ¢ diagonale,

ES-E - X

1-52

la cui soluzione ¢
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EQ+E° 1 ) 4W?
EL=—"F_"—4 E? —E° )
T2 2\/( Ve

III° Metodo (approssimato)

Se W ¢ piccolo si pud applicare la teoria delle perturbazioni al secondo ordine (il
primo ordine non da contributo).

La correzione ¢ E =Y F? ‘Z"" (vedl appendice A.4). Ci sono solo due stati,

E? ed E°, pertanto:

2
O o (el W2
+ E9 —E° (1-S2)AE
E? ~ F2|<¢7|2|¢+>| w2
- EY—EY (1-$2)AE
In definitiva )
w
Ey ~EY
BT T AE

d) Ai due autovalori corrispondono due autovettori. Ad esempio, nel caso della base

(|a),|b)) avremo W) = |a> + c |b> Le ampiezze sui due atomi sono diverse
e la molecola risulta polarlzzata
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2.1.9 Problema

Calcolare I’energia cinetica dello stato fondamentale della molecola H; nell’ipotesi
in cui la funzione d’onda dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno sia una

gaussiana.

Soluzione

I‘a 0 rb

a R2 R2| b

X

Fig. 2.1 Definizione delle coordinate usate per lo ione molecolare idrogeno

L’ orbitale 1s normalizzato dell’atomo di idrogeno & dunque: v (r) = ( 7“ ) 3 4 —ar?,

Integrale di sovrapposizione

Poiché

R , R* ,

r,—— =r onde r, = — +r"+Rrcosy
2 4
R R?

rb+§ =r onde }’Z:Z-‘FVZ—RFCOS%

sommando membro a membro si ottiene r2 + rb = 2 + 212 e quindi

S = (w0 (ra) W0 (1)) =

3/2
( ) /d re~ ra+rb —
3/2
= () 47t/dre +2r 267“%.
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Energia cinetica

[\
~ N

— (:)3/4[ (—2are=) +9, (—Zare""z)] _

3/4
<2a> : <76O£e_m2 +4O€2rze_m2).

T

Lo stato fondamentale normalizzato della molecola €

Dy =N[Wo(ra) + o (rp)],

dove N = \/z(llTS) e pertanto il valor medio dell’energia cinetica sullo stato fonda-

mentale ¢

T = (@4 |T[Py) = =N [(Wo (ra) | V*[Y0 (ra)) + (Yo (ra) [ V2 [0 (r))]

I due integrali si calcolano separatamente:

(w0 (ra) | V2 o (ra)) =

3
20\ 2
= (:) /dre’arg (4a2rge7w‘2’ —6066‘70”‘%) =3« (1

dato che dr, =dr.

3
2
)| 921 (05)) = (22 ) [ e (s - saree) =

g\ 2 :
= (ﬂ) (4052 /drrﬁefa"%e*“r% —6oc/drea’5e“r1%) =

20\ 2
= <:> 4052/a’rr§e7w‘24e7w’% —60S. @)

L’integrale nell’ultimo termine vale:
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R? —a B2
/drrie_“’f%e_o"g = /dr (4 +7% —Rrcos y) e a( T2 ) =
2 R2
—e 0% /dr <4 +1? — Rrcos y> e 20

e [ mye 3 e
e [4 (2oc) +2(206)5/2 ’ 3

Il termine contenente cos Y fornisce contributo nullo essendo cos?y = sin 0 cos @ +

sin O sin ¢ 4 cos 6. In virtu delle (1)-(3) si ottiene

a[3+5(3—ar?)]
2(1+5)

T =N?(3a+6aS— a’SR* —3as) =
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2.1.10 Problema

Sia a = 1421.8 MHz la separazione iperfine dello stato fondamentale dell’atomo
di idrogeno. Anche per le molecole conviene eprimere I’interazione di contatto
elettrone-protone in unita di a.

a) Scrivere I’Hamiltoniano di spin Hp;, per il termine elettronico fondamentale di
H," usando la funzione d’onda del modello LCAO.

b) Calcolare la separazione iperfine dei livelli rotazionali corrispondenti a momenti
angolari L pari e dispari della molecola.

Soluzione

a) Nell’atomo di idrogeno Hypin = C|yis (0)|ZS -1 da luogo alla separazione a =

2 . _ a
Clyis (0)I°, dacui €= .

Per la molecola
2 2
Hqpin = C| @4 (0,R)|"S - 1s +C|Pg (R,0)["S - I, e
dove A e B indicano i due nuclei e si & fatto uso della seguente notazione

Vis (ra) + W5 () e
s\Fa) = . 2
s o) = @)

(Dg(ruarb) =

Al solito r,, r; ed R sono, rispettivamente, i raggi vettori che dai nuclei A e
B descrivono I’elettrone ed il vettore congiungente i nuclei; S = 0.46 ¢ I'in-
tegrale di sovrapposizione. Va da sé che la (2) ¢ funzione di una sola varia-
bile, poiché r, —r, = R. Assumendo la distanza internucleare di equilibrio
Ry =2.49 u.a. (vedi 2.3), dalla (2) risulta

P, (0,Ry) = 0.357.
Per ragioni di simmetria la (1) puo essere riscritta

|2 (0.R)[?

H;pin :C|(I), (OaR)|ZS(IA+IB) =a
: vi5 (0)?

S-1, 3
dove I ¢ lo spin nucleare totale.

b) Dovendo la funzione d’onda molecolare essere antisimmetrica per lo scambio
dei protoni, lo stato para (I = 0) ha L pari, mentre lo stato orfo (I =1) ha L
dispari. Nello stato para non c’¢ separazione; nello stato orto, indicando con F
la somma degli spin elettronici e nucleari si ha

FZ_IZ_SZ

S-I=
2 9
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che vale 1 /2 per F =3/2 e —1 per F = 1/2. Pertanto la separazione &

— 3ﬁ |(P£’ (OvR)|2
2 lllfls (O)‘z
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2.1.11 Problema

a) Stimare la costante dell’accoppiamento iperfine (in MHz) dovuta all’interazione
di contatto per lo stato fondamentale di H;". Assumere la distanza di equilibrio
Ro =2.4%u.a.

b) Tenendo conto dei possibili stati di spin nucleare, descrivere 1’effetto delle
interazioni iperfini calcolando le eventuali frequenze di transizione.

c) Spiegare perché non si hanno transizioni fra livelli di singoletto e tripletto
nucleare.

Soluzione

a) Nel modello LCAO, lo stato fondamentale dello ione Hz‘L ¢ descritto, in unita
atomiche, dall’ orbitale molecolare

¢a + ¢b e ' —R < R(2)>
P, =———, dove)y=—= ¢ S=¢ 1+Ry+—" ).
& 2(1+9) 0a NG 073

Si trova ‘qﬁg (0,Rp) ]2 = 0.1278, mentre per I’idrogeno atomico

lwis (0)]* = 0.3183.

La costante di accoppiamento per 1’interazione di contatto ¢

4
a = 3 HogiHpHN Iy (0),

dove gy ¢ il fattore di Landé del nucleo, py il magnetone nucleare, p il magne-
tone di Bohr e p la permeabilita magnetica del vuoto. La costante di accoppia-
mento a ¢ proporzionale alla probabilita di trovare 1’elettrone ns sul nucleo. Per
lo stato fondamentale dell’atomo di idrogeno si calcola a = 1421.8 MHz e quindi
per lo ione molecolare idrogeno (H2+ ) si ottiene

2
o | @, (0, Ry)| . 0.1278
2 w1, (0)]? 0.3183

a~571 MHz.

b) L’Hamiltoniano di spin & Hypin = a (I, + 1) -S; a seconda del valore di I =1, +1,
si ha:

I =0, lostatoha F = 1/2, Hypi, =0 e non si ha separazione;

I =1, lostatoha F =3/2,1/2 ed ¢ sei volte degenere.
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Essendo
I S_F(F+1)—I(I+1)—S(S+1)
= 5 ;
il quartetto F = 3/2 sale di a/2 e il doppietto F = 1/2 scende di —a. La

separazione ¢ %aH; =856 MHz. Questa ¢ la sola frequenza di transizione.

¢) Non si hanno transizioni fra stati con / diverso perché I’operatore di dipolo ma-
gnetico che causa la transizione ¢ lineare nelle componenti di I e commuta con
e
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2.1.12 Problema

L’accumulo di carica negativa tra i due nuclei di una molecola biatomica assicura la
formazione del legame. Questa carica non ¢ ascrivibile all’uno o all’altro atomo ma
si puo pensare messa a disposizione dai due atomi per formare il legame. Mostrare,
nell’approssimazione LCAQO, che la densita di carica non ¢ additiva fra i due atomi.
Calcolare la frazione di carica su ciascun atomo e la frazione di carica di legame nel
caso della molecola di idrogeno (H).

Soluzione

Lo stato legante di H>, che ospita i due elettroni della molecola, ¢

1
b, = m(¢1+¢2)~

La densita di carica €

p(r) =2 [ =5 1+s><"’1+¢2> s (97 + 03 +2010n).

La carica totale risulta

1
r)dr=——(1+1+25)=2,
[pwdr = (1+1+25)
come ci si aspetta. L’integrale di sovrapposizione S(Ry) = 0.75, essendo Ry = 1.4
u.a.la distanza internucleare di equilibrio. Questo significa che una frazione di carica
1/(1+S) si trova sull’atomo 1, una pari frazione sull’atomo 2, mentre la frazione
25/ (1+S) si trova tra i due nuclei ed & quella che determina il legame. Pertanto si
ha
285/ (148)=6/7 e 1/(1+S)=4/7.

Circa il 42.8% della carica totale si trova tra i due nuclei e il rimanente 2 x 28.6% =
57.2% sta sui nuclei.
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2.1.13 Problema

Si considerino due configurazioni elettroniche della molecola di idrogeno, la prima
in cui i due elettroni si trovano nello orbitale legante (a) e la seconda in cui ambe-
due gli elettroni si trovano nell’orbitale antilegante (b). Siano u; = yx* (k = a,b)
¢li spin orbitali. Combinando linearmente le due configurazioni (interazione delle
configurazioni - CI) si migliora I’energia dello stato fondamentale della molecola.

a) Scrivere la matrice Hamiltoniana in presenza di tale interazione in termini degli
integrali rilevanti.

b) Calcolare gli autovalori e gli autovettori nell’ipotesi che la differenza tra gli
elementi di matrice diagonali sia molto maggiore del termine non diagonale.

Fig.2.2 Le due configurazioni elettroniche della molecola di idrogeno componenti la base
minima nella teoria della Interazione delle Configurazioni

Soluzione

a) La funzione d’onda interagente ¢ data da |®) = c| |ad) + 2 ‘bl_9>, dove ogni ket
¢ un determinante 2 x 2. Il problema variazionale richiede la soluzione dell’equa-
zione agli autovalori He = €c¢, con

(aa|H|aa)  (aalH |bb) 20y +Jaa Kup
H= = )
(bb|H |a@)  (bb|H |bb) Kup 2y +Jpp

dove gli elementi diagonali sono le energie delle due configurazioni non intera-
genti. Posto & = 21, + Juu, B = 21, + Jpp € ¥ = Ky, la diagonalizzazione di H
fornisce gli autovalori

q2= g |0 Byl prrar).

b) Secondoiltesto y< |aa— | =B —acona<0ef <0e|c| > |B]; sviluppando
la radice al primo ordine si ottiene

81722;(a+ﬁ:|:06$ﬁ:|:o‘2_yzﬁ>



2.1 Esercizi 161

OVVero . .
R

L autovalore & corrisponde all’orbitale legante ed & all’orbitale antilegante
di H,. Come si vede, mentre lo stato legante si lega ulteriormente, lo stato
antilegante si slega della stessa quantita. Gli autovettori si calcolano dal sistema

& =0—

{ ocy+Ycr = €1pC

Yei+Ber = €120

Nell’ambito dell’approssimazione suggerita dal testo, & = ﬁ < 1 e gli auto-
vettori normalizzati risultano

D = \/ﬁ(L_é) € ¢+: “ 1_‘:’:_252(1761)7

da cui si vede che (@, @") = 0. Esplicitando la base

7= e (laa) ~& [bh)) ~ (1 %) lad) — & [0)
Ot =/ (jaa) + & bb)) = & |aa) + (1- 5 ) 0b)

Si noti come la configurazione |bb> contribuisca poco a @~ e molto a @ e
viceversa per la configurazione |aa).
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2.1.14 Problema

Si consideri I’Hamiltoniana della molecola H,, H = le + fzg + rl_zl, dove h & ’Ha-
miltoniana di singolo elettrone.

a) Scrivere la matrice H sulla base dei singoletti ®y = % [|ab) — |ab)] , &y = |aa) ,
D, = |b15>, dove a e b denotano gli spin-orbitali centrati sui protoni a e b e |ab)
¢ un determinante di Slater. Si indichino con ¢ gli integrali di tipo (a| k2 |b), con U
gli integrali spaziali di tipo (uu| i |uu) e si assumano per semplicita nulli tutti
gli altri integrali spaziali a due corpi e I’integrale di overlap.

b) Calcolare I’energia dello stato fondamentale della molecola e dire per quale
valore di U si realizza I’approssimazione di Heitler-London.

Soluzione

a) L’Hamiltoniana della molecola ¢ H = le + fzz + rle = 0 + 0,. Si calcolino gli
elementi di matrice sulla base dei singoletti cominciando da @y:

(@) H| o) = 3 ((ab] ~ (ab]) (01 + 0s) (|ab) ~[ab}) =

I
—~
S

ab| (01 +02) [ab) — (ab| (01 + O) |ab)
Il primo termine vale:
<al_7| (01 +02) |al_7> = <al_7’ 01 |al_)> + <al_7| 02 |al_7> =
. A 1
= (alhla) + (b|h[b) + 3} (mnl|mn) =

m,n

—2Ey+ %Z(<mal|’"a> +{mblimb)) =

—2E+ % ((aal|aa) + (bal|ba) + (ab||aB) + (Bb| b)) .
Dato che il modello richiede che siano diversi da zero solo i termini (uu|uu) si ha
(ab| (01 + 05) |ab) = 2E,.
Il secondo termine vale
(ab| (01 + 05) |ab) = (ab| O\ |ab) + {ab| O, |ab) = (abl|ab) = 0.

Pertanto
(Po|H | Do) = 2Ey.

Per quanto riguarda il secondo ed il terzo singoletto, si ha



2.1 Esercizi 163
I 1
(Do) | H |Py(2)) = (uit| O1 + Oz |uit) =2 (u| h|u) + 52 (mn||mn) =
m.n

1
— 26 + 1 (G )+ )+ () + (] 7)) =
=2Ey+ (uu|uuy = 2Ey+ U,

dove u = a,b. Rimangono i termini fuori diagonale. E’ immediato verificare che
(P1|H|P,) =0, mentre per gli altri (tutti uguali) si ha:

(Po|H |P1) = (Po| H | D) =

= = (abl (01+0) ad) + 1 (01 +02) aa).

dove i bra e ket determinantali differiscono per uno spin-orbitale e pertanto (vedi
1.3)

1 R . B
7 2<b|h\a>+;<bn||an>+;(bn\|an> =
! ba|a alad)) = = alaa)) =
:;5(%+QMM@%%MWM»—\E(%+2®| )) = V2.

In definitiva

2E0 V2t V2t
H=|Vv2t 2E,b+U 0

V2t 0 2Ey+U

b) Dall’equazione secolare si trovano gli autovalori

U U?
M =2Ey+U; 12_,3:§+2E0:|: 7+4t2
e lo stato fondamentale e
Jiri6( L)
1—y/141 (7) .
+ U

Lo stato fondamentale nell’approssimazione di Heitler e London ¢ (vedi 2.3)

U
A =Ep=2E+ 5

Epp =2Ey+ / + K
A A
Dalle approssimazioni proposte nel testo siricavaJ = K = § = 0 e dunque Ey =
2Ey. Si vede che per U > t, cioe nel caso in cui la doppia occupazione del sito ¢
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sfavorita, A3 = Eyy.
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2.1.15 Problema

L’energia totale dello stato fondamentale della molecola H>, calcolata col metodo
LCAO semplificato (tipo Hiickel), ¢ Ey = 2¢. L’approssimazione, tuttavia, sotto-
stima la correlazione elettronica. Per migliorare questo schema si pud aggiungere
all’energia totale un termine, detto di Hubbard, che tien conto dell’interazione Cou-
lombiana U che nasce quando i due elettroni si trovano sullo stesso sito atomico. In
tal caso I’energia della molecola puo essere scritta Eg = 2¢ + pU, dove p rappresenta
la probabilita che i due elettroni si trovino sullo stesso sito.

Assumendo una funzione d’onda della forma ¥y = N(P.oy + ¢Pipn), con g = 0.23,
e sapendo che Ey = —0.147u.a., si chiede di:

a) Esprimere &, e ®;,, per mezzo delle funzioni d’onda atomiche centrate sui siti
e determinare N;

b) Calcolare I’energia di interazione a due corpi U;

¢) Dimostrare che p = ¢?;

d) Calcolare ¢.

Soluzione

a) ¥ = N(Peov + qDion), dove Doy = %(ab +ba) e Djpy = %(aa—kbb).

Y si pud riscrivere nella forma equivalente ) = co@y + ¢1 (@1 + ¢2), con
@y = ab+ba, ¢; = aa e ¢, = bb, a patto di porre N = v/2¢p e g = f—(l)

Il fattore di normalizzazione &, di conseguenza, (¥p|%h) = N*>(1 +¢*) =1, da cui
1

Vit

2 2
b) U= %fdrler—Wlx(rl)Ll!;l’ls(lb)\ = 1% u.a..

c¢) Per definizione, p ¢ il quadrato del coefficiente che determina il peso della par-
te ionica (comunque si scelga di scrivere ) rispetto alla parte covalente, cio¢
p=¢q*>=(0.23)> = 0.0529.

d) Noto il valore di Ey, ¢ facile determinare

t=1(Ey—pU) = 1(—0.147 — £0.0529) = —0.082u.a. = —2.22¢V.
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2.1.16 Problema

Due atomi di idrogeno si trovano a distanza R. L’Hamiltoniana del sistema ¢

P B )
ra R rip ra
dove H; ed H, sono le Hamiltoniane degli atomi isolati. Determinare I’energia
di interazione tra i due atomi nel caso R > ap. Si assuma valida, per sempli-
citd, I’approssimazione |E;| > |E,| per ogni n # 1, dove E; ed E, sono, rispet-
tivamente, le energie dello stato fondamentale e degli stati eccitati dell’atomo di
idrogeno.

Soluzione

[
L

Fig. 2.3 Coppia di atomi di idrogeno separata da una distanza R

Con I’aiuto della figura si puo verificare che valgono le seguenti relazioni:
rip=ria—R, rma=r3p+R, rp=rp-ris+R,
e quindi
ria = (x1,y1,21), g = (x1,51,21 —R),

rp = (x2,y2,22), T4 = (x2,y2,22 +R)
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1 I
rp [x%+y%+(z1—R)2} 1/27

1 1

124 [x% +33+ (22 +R)2} v

1 I

ro 172

[(xz —x1)+ 2=y’ + (22— 21 +R)’

n(n+l)

R>>apedatoche (1+€)"=1—ne+ €2+ ..., siha

1 1 1

ne o [G4i+3+R-2aR]"? [} —2uR+R"

_ 1 1(1_ A—Zle 3zl>
=T 2w IR
Analogamente
1 1(, Bp+2R 33
A R 2R2 2 R2 ’
1 1

2
"2 [P+ + R =2(xixa+yiyv2 +2122) + 2R (22— 21))] /
1

1
R [1 + r%A+r%372(xlx2+)’IYZ+Zl12)+2R(227ZI):| 12
R2

~1 1_rle+r%3—2(x1X2+y1)’2+1122)+2R(12—Zl) n
R 2R?
+§(Z2—Zl)2
2 R?
Dunque

H,:l_'_l_ r%A+r§B—2(x1x2+Y1y2+Z112)+2R(12fZ1)_~_

R R 2R3
+§(z2—zl)2 L 2R 37 1 r3p+20R 35
2R3 R 2R3 2R3 R 2R3 2R3

_ Xty tan  jun Xn +yiy2 —2z122
B R3 R R3
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Nota I’Hamiltoniana d’interazione, si puo calcolare I’energia tramite la teoria delle

perturbazioni. Lo stato fondamentale & descritto dalla funzione d’onda |15 (1) 15 (2)).
Al primo ordine (1s(1)1s(2)|H’|1s(1)1s(2)) = O per parita. Il secondo ordine
fornisce

(L H mm)” 1

E(Q) = = — (1112|H/\n1n2> 2 =
ny,n |E171 _Enl-,ﬂz‘ 2E, 11§2| ’
= L (1112|H/|n1n2> <n1n2|H/\1112> = L <1112|H/2|1112>
2E, 5, 2E,

La somma primata pud essere sostituita dalla somma su tutti gli stati grazie al
risultato del primo ordine e conseguentemente si puo fare uso della relazione di
completezza. Il solo contributo non nullo viene dai termini

1
(1s]x%|1s) = (1s]y?|1s) = (1s] 2 [1s) = <ls|r2|1s>:§l

Q| =

e si ottiene

£ 1 (12 P 12> 1 31

= — | — — f—|= —— = — —
2E1R \ 9 i 9 N 9 3E\ RS E RS’

poiché I = (1s|r*|1s) = 3.
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2.1.17 Problema

Si consideri un semplice modello unidimensionale di una molecola in cui avviene
una transizione ottica con trasferimento di carica. Sia y; (x) I’orbitale iniziale della
transizione con ampiezza costante in un intervallo di larghezza a centrato in x = 0.
Come orbitale finale ¥ (x) si usa la stessa funzione d’onda traslata di R. Calcolare
I’intensita della transizione e discuterne 1’andamento in funzione di R.

Soluzione

Le autofunzioni normalizzate sono:

=
|
STRS

L’elemento di matrice di dipolo, diverso da O per R < a, si scrive

a/2
o . __e ot _ _eR[ R
po=-e [ v ma= - Xk
R—a/2

e si puo interpretare come dovuto allo spostamento di una carica efficace —5 [1 — Iaj]
ad una distanza R.
L’intensita della transizione ¢ proporzionale a

Foc |igl* = ==

2R? R1?
i .

a

Essa & nulla per R = 0 perché lo spostamento ¢ nullo e per R = a perché ¢ nulla la
carica efficace, mentre & massima per R = a/2.
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2.1.18 Problema

Un atomo di elio ed un protone si trovano a distanza R > 1 u.a. lungo ’asse z, e la
sovrapposizione fra le funzioni d’onda fondamentali dell’idrogeno e dell’elio ¢ tra-
scurabile. Un’onda elettromagnetica polarizzata lungo tale asse eccita la transizione
fra gli stati fondamentali elettronici He +H™ — He™ + H.

a) Qual ¢ I’energia minima che deve avere il fotone perché la transizione sia
possibile?

b) Usando una semplice funzione d’onda per 1’orbitale dell’elio, scrivere la forza
dell’oscillatore, f, della transizione in funzione di R.

c¢) Calcolare esplicitamente f all’energia minima, limitandosi ai termini dominanti
per R> 1.

Soluzione

a) L’energia di ionizzazione dell’atomo di elio ¢ Iy, = 0.9u.a. = 24.6 ¢V, mentre
per I’atomo di idrogeno Iy = 0.5 u.a. = 13.6 €V, quindi I’energia della radiazione
ehw>04ua =10.9c¢eV.

b) La forza dell’oscillatore & f = 222 |(z )|* dove I’elemento di matrice, essendo

Ve = \/7 ~ZerHe con Z, = 27/16, e Wy = \/Te "H  siscrive

3/2

dr=t— 7% HeTTH

Esprimendo I’elemento di matrice in coordinate confocali ellittiche, & = et
n ="M dacuiz=5En, siha
2P R
@=% /ﬁ/me o) Eme Fme ()

Inserendo nella (1) rge = (E+M)R/2 e ry = (& — M) R/2, I'esponente diventa
—p&—qn,conp=(Z,+1)R/2,qg= (Z,— 1) R/2. Pertanto

<>—2z”2( ) /éé/ﬁn n?) EnerEan.
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c¢) Nel calcolo dell’integrale si trascurano le potenze —3 e —4 di p e ¢; i termini
dominanti sono quelli in e 74 = ¢~ R, molto pit grandi di quelli in e =779, Si
arriva cosi a

a0 2o H G368 G -3

. <R>4Z3/2eR [p+q] _ 4z RR
2) ™ P¢ (22 —1)°

Sostituendo i valori numerici si ottiene f ~ 5R%e~2K.
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2.1.19 Problema

Il metodo FEMO (Free Electron Molecular Orbital) ¢ una semplice approssimazione
ai livelli di valenza dovuti a legami 7 in idrocarburi a doppi legami coniugati. La pre-
scrizione ¢ quella di  considerare una  scatola  unidimensio-
nale di lunghezza L = [N+ 1]a A, dove N & il numero atomi di carbonio coniu-
gati ed a = 1.24 ¢ la distanza di legame C — C; ogni C contribuisce con il suo
elettrone p,. Determinare la frequenza della transizione fondamentale dello spettro
di assorbimento ottico del butadiene CH, = CH —CH = CH,.

Soluzione

Per la molecola in esame N =4 ¢ L = 6A 22 11.3 u.a.. Poiché E, = %nz i primi
tre livelli sono:

Ey =0.03%9 u.a.,
E, 20.155 u.a.,
E; = 0.351 u.a..

Dei quattro orbitali delocalizzati & che si possono formare dalla combinazione li-
neare dei quattro orbitali p, centrati sugli atomi di carbonio, i primi due sono occu-
pati dai quattro elettroni p;; il terzo ¢ vuoto e costituisce I’orbitale antilegante. La
frequenza fondamentale di assorbimento ¢ data da

AE =E3—E» =0.196 u.a. =5.3eV

OVVEro
V=AE/h=128x 105",
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2.1.20 Problema

Si consideri la reazione H, + H — (HHH)* — H + H,. 11 complesso attivato,
(HHH)", consiste di tre atomi di idrogeno allineati. Sapendo che la barriera di at-
tivazione della reazione ¢ 10.5Kcal /mole e che I'integrale di salto per la molecola
H, vale t = —0.5¢V stimare, nell’approssimazione di Hiickel, I’integrale di salto ¢/
del complesso attivato.

Soluzione

La reazione di scambio di un atomo di idrogeno avviene previa formazione di un
complesso attivato la cui energia ¢ di 10.5Kcal /mole rispetto a quella del sistema
molecola-atomo di idrogeno isolati. E necessario determinare le energie totali dei
due sistemi e si puod scegliere come zero dell’energia quella dello stato fondamentale
dell’atomo di idrogeno, Ey = 0.

Sistema H, + H :

L’energia totale, in questo caso, ¢ Eyyp, = Ey + Ey, = Ey,. L'applicazione del
modello di Hiickel alla molecola di idrogeno porta all’equazione secolare

—& 1
=2 -1?=0
t —&€
e quindi & » = £r da cui Ey, = 2¢.
Sistema (HHH)" :
Analogamente 1’equazione secolare
- ¢ 0
! —e 1| =& —2e"=0,
0o 7 -—e

permette di determinare 1’energia totale del complesso attivato:

=0

&3 = :f:\ﬁl‘/,
da cui Eypp) = 24/2¢'. Si pud a questo punto calcolare il valore di . Essendo
AE =2/2t' — 2t = 10.5 Kcal /mole, si ha

, 2+ AE
2v2

dove si & fatto uso della conversione 1 Kcal /mole = 0.043 eV [atomo.

= —0.194 eV,
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2.1.21 Problema

Si consideri una ipotetica molecola composta da tre atomi monovalenti posti ai ver-
tici di un triangolo equilatero. Calcolare I’energia della molecola nell’ambito del
modello LCAO. Determinare inoltre la frazione di carica su e tra ogni atomo nello
stato fondamentale della molecola. L’ orbitale di valenza dell’atomo i-esimo ¢ ¢;,
e I'integrale di sovrapposizione ¢ S = (¢;,¢;). L’integrale di salto, ¢, soddisfa la
condizione < oS, con ¢ = (¢, Hp;) .

Soluzione

L’equazione secolare ¢

oa—€ t—Se t—S¢e
t—Se a—¢e t—S¢g|=0

t—Se t—8S¢ a—¢

(a—£)3+2(t—Se)3 —3(a—¢) (t—S,s)2 =0,
le cui soluzioni sono:

o+2t o—t

& =86 = ——.

g =——:;
T 1 52s TS

Pertanto 1’energia della molecola ¢

o+1(1-28)

E=2 =3——
A T T

Per determinare le frazioni di carica su e tra gli atomi ¢ necessario determinare gli
autostati normalizzati. Si verifica che questi sono

1
uy = ——=(1,1,1) per I’autovalore €
3(1+425)

_ 1 _
Uy = m(laoa 1)

-1 (_ _
uz = 6(1-5) ( 1a2a 1)

per gli autovalori & e &;3.

Questi stati sono espressi nella base, non ortogonale, di sito (¢;, ¢, @3) . Perché uy
ed u3 sono degeneri, si calcola la densita di carica per le due configurazioni (2u;u;)
e (2uju3) e poi si media:
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2ui = 2NT ($1+ 92+ ¢3)° =

- ﬁ 07+ 93 + 05 +2 (4162 + 0193 + 9295) ]

1
2(1-5)
13 = N3 (=1 +202 — 3)° =

= ﬁ (07 +495 + 03 — 40102+ 26103 — 40203 ,

3 = N3 (91— ¢3)° = [6F + 03 — 201 93]

dove N sono le costanti di normalizzazione. La densita di carica ¢

1 1 1
0= E(Zu%—i—u%—i—%t%-&-ug) =5 (4M%+M%+M%) :2’4%4’5(”%4‘“%)'

Per determinare la frazione di carica sul singolo atomo basta calcolare il coefficiente
di uno dei ¢?, mentre per la frazione di carica tra gli atomi quello di una coppia ¢;¢ i
e moltiplicarlo per S. Si trova:

1

(1—8)(1+25)
S(1-25)

(1—S)(1+25)

sugli atomi:

tra gli atomi:

Un modo equivalente di arrivare al risultato ¢ il seguente: gli stati u ed u3 sono
degeneri e quindi conviene dar loro una forma pitl simmetrica, ovvero

- 1
v = \ﬁ(uﬁua)
W3 = \%(uzfua)-

In questo caso w2 = w2. Posto u; = v, la densita di carica diviene
q 2 3

1
p:21;/12+1//22:2w12+w32:2u%+§(u§+u§),

dato che (up,u3) =0.
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2.1.22 Problema

Trovare i livelli di particella singola e I’energia Ey dello stato fondamentale della
molecola Liz in cui gli atomi sono disposti secondo le geometrie riportate nel dise-
gno (triangolo equilatero e lineare). Si proceda secondo un approccio alla Hiickel
considerando solo gli elettroni di valenza e le sole interazioni tra primi vicini attra-
verso I'integrale di salto t < 0. I termini diagonali dell’Hamiltoniana possono essere
posti uguali a 0, fissando cosi I’origine delle energie. Quale struttura ¢ piu stabile
secondo questo semplice modello?

2

) by |2 3
| 3 ©&e—© ©

Fig. 2.4 Geometrie della molecola Liz: a) triangolo equilatero, b) lineare
Soluzione

a) L’equazione secolare &

At ot
t =LAt |=-A4312 428 =0.
r ot —A
Prendendo A = —¢ il determinante ¢ evidentemente nullo: rimane da risolvere

’equazione di secondo grado A2 — At —2¢> = 0, ed & facile determinare tutti e
tre gli autovalori:
l] = —l,lz = —1,2,3 =2t.

L’autovalore piu basso € 2¢; esso puo ricevere due elettroni, mentre il terzo si

dispone in uno degli stati con autovalore —¢. Pertanto E(()A) =3t.
b) Nel caso della molecola lineare 1’equazione secolare ¢

At 0
t—A t | ==A42A2=0.
0o +r —A

Le radici sono A; = —1v2,A =0,A3 =12 e pertanto EO(_) =22t
La molecola ¢ meno legata nella geometria lineare.
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2.1.23 Problema

Una struttura molecolare ideale ¢ costituita da quattro atomi uguali con un elettrone
per atomo disposti ai vertici di un quadrato e un’altra struttura da un disposizione a
piramide a base triangolare. Detto t < 0 I’integrale di salto, dire:

a) Quale delle due strutture ¢ piu stabile;
b) Quale lo ¢, nel caso in cui si ionizzi il livello occupato piu esterno. Discutere il
risultato.

N.B. Si usi un approccio alla Hiickel.
Soluzione
Il modello LCAO in cui I’integrale di sovrapposizione ¢ una delta di Dirac porta alle

seguenti matrici Hamiltoniane:
Caso della struttura quadrata:

0 ¢t 0 ¢t
t 0 ¢t O
Hy = 0t 0 ¢t
t 0t O
Caso della piramide:
0O r t t
t 0 t t
Hy = t t 0 t
t t t 0

La diagonalizzazione fornisce i seguenti autovalori:
{E;} = (21,0,0,—21)
{E,} = (3t,—1,—1,-1).

Essendo ¢ < 0 e disponendo gli atomi di un solo elettrone, I’energia totale ¢, per
ambedue le strutture: Er = 4¢. In altre parole gli atomi tendono a disporsi indif-
ferentemente nell’una o nell’altra struttura. Tuttavia la ionizzazione porta ad una
diversa situazione; I’energia totale per la struttura planare risulta ancora Ez(,) = 4,
perché si estrae un elettrone da uno stato non legante, mentre per la struttura pira-
midale E7(,) = 5¢. Dunque subito dopo la ionizzazione, in assenza di barriera di
attivazione, la struttura quadrata si trasforma nella struttura piramidale.
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2.1.24 Problema

a) Calcolare, nell’ambito del modello LCAO, i livelli e gli orbitali della molecola
lineare BeH,, trascurando I’interazione tra i due atomi di idrogeno e tutti gli inte-
grali di sovrapposizione. Assumere come livelli imperturbati Ey = —13.6eV per
il livello 1s dell’idrogeno e Ep, = —9.3eV per il livello 2s del berillio e scrivere
la matrice Hamiltoniana trascurando 1’ibridizzazione.

b) Vi sono transizioni permesse di dipolo per radiazione polarizzata lungo I’asse
della molecola?

¢) Trovare i numeri di occupazione dei livelli e, in funzione di #, ’energia di
formazione della molecola.

Soluzione
a) Detto ¢ I’integrale di salto tra primi vicini, I’equazione secolare ¢

Eyg—¢ t 0
t Ep—€¢ t |=0 )
0 t Eg—¢

da cui
(Ey —¢€) [(En — €) (Ep. — €) — 21*] = 0.

Gli autovalori della (1) sono:

& =Egy

&3 =

1
3 |:EH + Ep, £+ \/(EH 7E3e)2 + 82‘2:| .

Ad g corrisponde lo stato non legante y; = \% (1,0,—1), mentre ad &3 gli

&3—En
1

stati antilegante e legante y» 3 =N (l, , 1) con fattore di normalizzazione

2 _ 12
2t2+(8213—EH>2 '

b) Se z ¢ I’asse internucleare, lo stato non legante ¢ dispari per z — —z, mentre gli
stati legante ed antilegante sono pari. Le transizioni ottiche sono permesse solo
tra stati di opposta parita.

¢) Ci sono due elettroni nello stato legante e due in quello non legante. Questi ultimi
elettroni non contribuiscono all’energia di formazione molecola che ¢

1
2Ep. +2Ey — 25 |:EH + Ep, — \/(EH 7EBe)2 +8t2| —2Ey =

=FEpg,—Eyg+ \/(EH —E35)2+8t2 > 0.
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2.1.25 Problema

La molecola triangolare C3H3 contiene orbitali 7 delocalizzati e pud essere trattata
col metodo di Hiickel. Determinare:

a) Ilivelli di energia in funzione dell’integrale di salto #;

b) L’energia totale della molecola;

¢) Gli orbitali molecolari;

d) La simmetria degli orbitali molecolari stabilendo se hanno nodi e dove si trovano.

Soluzione

a) Scrivendo I’energia di un orbitale molecolare E = o 4 2t coska con « integrale
di Coulomb, ¢ integrale di salto e k = %n (n=1,2,3), si calcolano gli autovalori

Ei=oa—t, E=a-—t, Ey=a+2t.

Siccome ¢ < 0, lo stato fondamentale della molecola & E3 e contiene 2 elettroni
di spin opposto, mentre E; ed E; sono degeneri e contengono I’altro elettrone.

b) L’energia totale della molecola ¢ Er =20 +4t+ o —t =30+ 3t.

¢) Gli orbitali molecolari in forma complessa sono
s ikal S I
v =Y e Mo =Y e g,
I=1 I=1
con n che corre da 1 a 3. Esplicitamente:

3
_j2z _j2zm _j4n i
yi=Ye g =T gr+e T gyt gy =
i=i

1 V3 1, .V3
= <212> ¢1+<2+12>¢2+¢3

|
I
| —
z
S
S~—
=
+
|
i_
S
S~——
N
+
5

3
ll/3 — 267127“(?[ — @72ﬂ1¢] +€74ﬁl¢2+876ﬂ1¢3 — ¢] _|_¢2+¢,5
=1
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d) Gli stati degeneri si possono combinare linearmente a formare due stati reali.

/

Vi =i+ =203—¢1 — P
1
v, = ;(W2*W1):\f3(¢1*¢2)

e normalizzando si ottiene:
1
7 (203 — 01— ¢)
1
v, v (01— )
1
\73(¢1+¢2+¢3),
dove (R) segnala che sono in forma reale.

Gli orbitali IV{R) e l[/éR) hanno un piano nodale mentre 1[/§R) non ha piani nodali
come si addice allo stato fondamentale.

(98]
(%]
(¥

y(R) ya(R) ya(R)

Fig. 2.5 Simmetria degli orbitali molecolari della molecola triangolare C3H3
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2.1.26 Problema

Nel caso di gusci pieni, la densita di carica di una molecola si puo scrivere:
p(r)=2 /2 |w.(r)]? dove y,(r) sono gli orbitali molecolari.

Se w,(r) =Y, cvadv(r), dove @y (r) & una opportuna base, & facile verificare che
pPO=X v Puvu(r)¢y(r), dove Pyy = 222]/ 2 CpaCyq, € detta matrice densita.

Nel caso della molecola di Benzene, nell’ambito dell’approssimazione di Hiickel:

a) Scrivere le espressioni degli orbitali molecolari nella forma y,(r) =Y., cva @y (r),
e dire quali sono quelli occupati.

b) Dire che dimensione ha la matrice densita.

¢) Quanti elementi indipendenti occorre calcolare?

d) Scrivere tutti gli elementi della matrice densita Py .

Soluzione

a) Nell’ambito del metodo LCAO i primi tre orbitali molecolari occupati del Ben-
zene corrispondenti, rispettivamente, agli autovalori o + 28, o+ B, o+ 3
SOno:

1L 1 .z
V== Y ovo=—2Y 3oy, ys =
k=0

! —iTk
— Y e 5oy
\@kzo \/ak:()

b) Essendo sei gli orbitali atomici, ¢y, la matrice densita ¢ una matrice 6x6.

¢) Poiché la matrice ¢ hermitiana, gli elementi da calcolare sono 21. Tuttavia, con-
siderando la simmetria esagonale della molecola, ci si pud convincere che sul-
la diagonale principale e sulle diagonali superiori gli elementi di matrice sono
uguali fra loro.

d) Calcoliamo i 21 elementi di matrice. Gli elementi sulla diagonale sono:

Pi1=2Y,clyc10=2] 73 =1

Pn=2Y, CiaCZa _ 2(% + ein/Sg—iﬂ/S + gin/Sz—inB) —1

P33 = Pyq = Pss = Pop = 1

Gli elementi della prima diagonale superiore sono:
in/3 in/3

Piy =2, ¢1a¢3, = 2(§ + S + “5-) = $(1+2cos(n/3)) =
in/3 in/3

Py =2F, €265, =24 + - + €¢0) = 11+ 2c0s(n/3)) =

Psy = Pis = Pss = 3

Gli elementi della seconda diagonale superiore sono:

Pi3 = 2%, clacly = 2(E+ o2 4 2By — 1(1 4 2c0s(2m/3)) = 0
% im/3 —in/3

Py =2Y,C2aCh, =2(3 — S~ — ) = 1(1 —2cos(n/3)) =0

P35 =Py =0
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Gli elementi della terza diagonale superiore sono:
Pu=2Tec1c, =255 -1 =~}

1 ir/3 i2m/3 —in/3 ,—i2n/3
Pys =2Y,c24¢5, =2(5+ ¢ /g / +¢ /g / )=—
i2m/3 ir/3 —i2n/3 ,—in/3
Py6 =2, C3aC5, =2(1+ ———+—F%—)=—
Gli elementi della quarta diagonale superiore sono:
1271/3 —i2n/3

W= G

P]5:22a6‘1a0§a:2( ¢ 4+ ¢ 5 ):O
Py = Pis
Infine: s /3

17[ *17[
PIG—ZZaCIaCm—Z(’_T_ 6 ):%

Scrivendo gli elementi di matrice nella forma:

2 iz (u— 2
Puv = §Xa=01,-1€'3 (n=v)a — & (142cos((n—v)3))
si ottengono molto rapidamente gli stessi valori sopra calcolati.
In alternativa, si possono usare gli orbitali molecolari espressi in forma reale.

Wi = (01 + 02+ 93+ ¢4+ @5 + ge)
v=F(3-%-0-5+%5+0)
V3\2 T2 21772 6

= 5(01+ 02— 94 — ¢5)

121 elementi della matrice densita sono:

Py =2(é+ﬁ+%)=1

Py =2(% +12+ =1

P33—2(% D =1=Pyu=Ps=Pe=1

Gli elementi del a prima diagonale superiore sono:
P12—2(% pti)=3

Pa=2(}+1)- §
Py = (* $)=5=Ps=Ps
Gli elementi dell a seconda diagonale superiore sono:

Pi3 = (* - ) 0

Pu=2(3+ -1 =0

Pis=2(;—1)=0=Pi=0

Gli elementi della terza diagonale superiore sono:
oyl _ 1 _1y_ 1

Pu=2(g—15—3)=—

ol _1y_ _1
Py =2(g—3)=—3
Gli elementi della quarta diagonale superiore sono:
P15—2( —1—12 7)20
Pzﬁzz(%—é)zo
Infine:
Pe=2(3+3%) =13

2 Fisica molecolare
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2.1.27 Problema

Dato il gruppo molecolare (allile) rappresentato nella Fig. 2.6:

Fig. 2.6 Struttura dell’allile

a) Calcolare nell’approssimazione di Hiickel gli autovalori e le autofunzioni dei
livelli di valenza determinati dagli elettroni 7;

b) Calcolare I’energia dello stato fondamentale della molecola;

c¢) Discutere la simmetria delle funzioni d’onda rispetto alla riflessione nei piani zx
e zy e rispetto alla rotazione di 180° intorno all’asse z.

Soluzione

a) Indicando con « e ¢ rispettivamente gli integrali di Coulomb e di salto, secondo
il metodo di Hiickel, per calcolare gli autovalori occorre risolvere il determinante

secolare:
a—E t 0

t a—FE t =0
0 t a—F

che ha soluzioni £ = o + ﬂt, E,=a E3=0— V/2t. Essendo ¢ < 0 lo stato
fondamentale ¢ £ .

Detti ¢; gli orbitali atomici ortogonali (2py);, con 'usuale procedimento, si
determinano gli orbitali molecolari y;:

vi = 3o +%¢2+ 303
Y = %‘Pl - %%
Vs =501 — %052-&- 103
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b) L’energia totale della molecola ¢ E =3 + 2/2t.

c¢) Le operazioni di simmetria trasformano le funzioni di base nel modo seguente:

ze:¢l_>¢3a ¢2_>¢27 ¢3_>¢1
Oy 01— —@1, 2 = —@2, 93— — @3
Gt 01— =03, 2= — ¢, ¢3— —01.

N

Pertanto yi,y3 sono simmetriche e Y, ¢ antisimmetrica sotto Oy, € vice-
versa sotto Cy(;), mentre sono tutte antisimmetriche sotto oy.. Y e 3 appar-
tengono alla rappresentazione By e Y, appartiene alla rappresentazione A, del
gruppo Cay.
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2.1.28 Problema
Sia data la molecola di s-cis-butadiene in cui gli atomi di carbonio giacciono sullo
stesso piano. Usando il modello di Hiickel calcolare:

a) gli orbitali molecolari e la loro energia;
b) la frazione di carica associata ad ogni sito di C. Discutere il risultato.

Fig. 2.7 Molecola di s-cis-butadiene

Soluzione

a) Il determinante secolare nell’ambito del modello di Hiickel, indicando con ¢ < 0

I’integrale di salto, ed introducendo il parametro € = %, e

e 1 0] |1 0 0
=—g|1l —& 1|-|]1 —& 1]|=¢g*-3e2+1=0,

onde

E:ir(li\fs).

+1.618

=t e gli stati si trovano risol-
i0.618} 1234 € &

Gli autovalori sono Ejp34 =t {

vendo il sistema di equazioni:

—Eci+tc; =0
tci—Eco+tc3 =0
tco—Ec3+tcy =0
tc3—Ecy4 =0



186 2 Fisica molecolare

da cui
c) = &Cq
c3 =] (82—1) .
c3 = EC4

Posto c; = 1, si ottengono i quattro orbitali ortonormalizzati espressi sulla base
delle ampiezze sui siti:

1
u = T@[17 1618, 1618, 1]
W= [, —1.618, 1618, —1]
2_269 ; . s 1. )
1
=——71,0.618, —0.618, —1
u3 1.662[ ,0.618, —0.618, ]

1
W= e[l —0.618, —0618, 1].

Gli orbitali u; e us, corrispondenti rispettivamente agli autovalori €] ed €3, sono
occupati dagli elettroni.

b) La frazione di carica sul sito j ¢ data da (vedi appendice A.11)

occe

Pj :22|Uj’,u|2: 1.
u
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2.1.29 Problema

Una molecola AB,, dove A e B sono atomi monovalenti, viene descritta nell’ap-
prossimazione LCAO trascurando I’overlap fra gli orbitali atomici. Gli elementi di
matrice fuori diagonale dell’Hamiltoniano H sono tutti uguali a t = —1 €V, ed i
livelli atomici sono E4 = —2 ¢V ed Eg = 0.

a) Qual ¢ lo spin della molecola nello stato fondamentale? Quali valori dello spin
sono possibili considerando anche gli stati eccitati?

b) Calcolare I’energia di formazione Ej, della molecola rispetto agli atomi separati.

¢) Calcolare I’energia delle transizioni elettroniche e stabilire se la molecola nel
secondo stato elettronico eccitato pud dissociarsi come segue:

cl): ABb —-A+2B
c2): ABy - A+B»

d) Calcolare la frazione di carica su ciascuno degli atomi nello stato fondamentale.

B B

Fig. 2.8 Molecola AB;

Soluzione

a) Poiché ogni atomo ¢ monovalente, una volta completato I’Aufbau, lo stato fonda-
mentale conterra un solo elettrone spaiato e quindi lo spin & 1/2. Gli stati eccitati
sono doppietti e quartetti e quindi lo spin sar, rispettivamente, 1/2 ¢ 3/2.

b) Per calcolare I’energia di legame della molecola ¢ necessario determinare i livelli
a singola particella.
L’equazione secolare &

—2—& -1 -1
-1 —& —1|=0
-1 -1 -

Sviluppando il determinante si ottiene 1’equazione —&3 — 2% + 3¢ = 0, le cui
radici sono €, = -3 eV, & =0¢eV, &3 =1¢€V.
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L’energia dello stato fondamentale risulta E, = 2¢; + & = —6 eV e, poiché I'e-
nergia totale degli atomi separati ¢ 2Ep + E4 = —2 eV, I’energia di formazione
della molecola AB, ¢ Ej, = —4 €V.

c) Le energie delle transizioni elettroniche sono (Fig. 2.9(a)) : 1 eV, 3 eV, 4 €V.

cl) L’energia della seconda transizione elettronica (3 eV ), non ¢ sufficiente
per dissociare completamente la molecola perché essa ¢ legata —4 ¢V (Fig.
2.9(b)).

c2) Gli stati di singola particella della molecola B; si calcolano dall’equazione

1 -2
2(—1) = —4. L’energia della seconda transizione elettronica & ampiamente
sufficiente per la dissociazione ABy — A + B; (Fig. 2.9(b)).

secolare : ‘ =0esonoA;»==1eV.Quindil’energiadiA+By ¢ -2+

y 3 — E(A+2B)=0

—— E(A+By)=-4eV

3eV
0
-1 ———— E(AB;)=-6eV
(a) Livelli di singola (b) Livelli a molti corpi

particella

Fig. 2.9 Livelli della molecola AB,

d) Gli autovettori normalizzati, sulla base dei siti, sono
e =1; ¢.=(0,1,-1)/v2
=05 @u=(-1,1,1)/V3
&=-3; ¢=(21,1)/V6

e la configurazione fondamentale pud essere, ad esempio, |@,a@,B@,p0). Gli
orbitali occupati sono

1 1
= — (204 + @1 + b = —= (—@a + Q1 + Op2) .
Dp \@( QA+ 01+ 0p2) € Py \@( O+ Q1+ 0p2)

Sommando i moduli quadrati delle loro ampiezze sui singoli atomi si trova:
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(405 + 03+ 95,) 1
6 +

p=21@ +|@w|* =2 (93 + 031 + 0p) =

W

5 2 2
= g‘PX*’ g‘Pz%l + §(P§2

cioe le frazioni di carica valgono 5/3 sull’atomo A e 2/3 su ciascuno degli atomi
B.
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2.1.30 Problema

Si consideri, nell’approssimazione di Hiickel, una ipotetica molecola X4, dove X
¢ un metallo alcalino (un elettrone di valenza), avente una struttura quadrata con
integrali di salto fra primi vicini ugualiat = —1.5¢V.

a) Qual ¢ lo schema dei livelli, e quale la loro occupazione nello stato fondamenta-
le?

b) X, sarebbe bianca, rossa o azzurra? Qual ¢ il colore di X, ammettendo che il
valore di # non cambi?

¢) Quanta energia ci vorrebbe per spezzare la molecola in due dimeri X,?

1 2 o ‘

4 3 &—@

Fig. 2.10 Dissociazione della molecola X4

Soluzione

a) La matrice Hamiltoniana per la molecola Xj ¢:

0O r 0 r
t 0 ¢t O
i = 0 ¢t 0 ¢t
t 0 ¢t O
che, possedendo due coppie di righe uguali, ha due autovalori nulli. Infatti, ri-
solvendo il problema secolare, si trovano gli autovalori: A; = —2¢, A, = A3 =0,
7L4 =2t.

Due elettroni si accomodano nel livello 2¢ e due nel livello 0 (come mostrato
nella Fig. 2.11), e ’energia dello stato fondamentale &

E=4t=—-6¢V.

b) La frequenza assorbita vale 2t = 3 eV. Questa cade vicino all’estremita vio-
letta del visibile (che va da 1.55¢V a 3.1¢V circa). Pertanto, tenuto conto del
diagramma di cromaticita, la sostanza ¢ rossa.
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—H_o
—H— =

Fig. 2.11 Configurazione dello stato fondamentale della molecola X4

()

e gli autovalori sono A, = =£t. Pertanto ’energia del primo salto quantico &
ancora 2t, ed il colore € rosso.

Per il dimero

¢) Le due molecole X, hanno energia 4¢. Non occorre fornire energia per separare
la X4 in due dimeri. La ragione ¢ che in Xy ci sono due elettroni in orbitali non
leganti.
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2.1.31 Problema

La porfirina, mostrata in Fig. 2.12, si puo assimilare ad una molecola quadrata pla-
nare. Se si considerano i soli orbitali di tipo 7 e si assume che gli elettroni siano non
interagenti, la Hamiltoniana di singola particella della molecola si pud schematiz-
zare come una buca di potenziale quadrata bidimensionale a barriera infinita.
Sapendo che ci sono 26 elettroni 7 e che il lato della buca di potenziale & L = 9.5224,
determinare:

a) Gli autovalori di singola particella;

b) Lo spin totale dello stato fondamentale e del primo stato eccitato. Discutere il
risultato.

¢) A quale valore dell’energia la molecola comincia ad assorbire?

Fig. 2.12 Molecola di porfirina

Soluzione

a) Nel modello considerato gli autovalori sono in u.a. :

LA
E(m,n) = ﬁ[m +n”
e, secondo I’ Aufbau, i 26 elettroni 7 occupano, nello stato fondamentale, i se-
guenti stati (indicati con la coppia di numeri quantici (m,n)):
(LD A2)2,1) (2,2) (13)(3.1) (23)3.2) 3.3) (1.H4.]) (24)(4.2)
Le coppie (m,n)(n,m) con n # m sono 4 volte degeneri.

b) Nello stato fondamentale lo spin totale ¢ zero.
Nel primo stato eccitato un elettrone viene promosso dall’ultimo livello occupato
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ad uno dei livelli non occupati degeneri (34)(43). Non essendo presente 1’intera-
zione Coulombiana tra gli elettroni, lo stato di singoletto ¢ degenere col tripletto
e pertanto lo spin ¢ indefinito.

¢) La molecola inizia ad assorbire ad un’energia pari alla separazione fra ’HOMO
e il LUMO che vale

5 2
AE =25 —0.0761.a.=2.07 eV
202
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2.1.32 Problema

L’antracene (A) e il fenantrene (B) hanno la stessa formula bruta C14Hy ma diver-
sa struttura (vedi Fig. 2.13). Si trova che il calore di formazione ¢, rispettivamente,
AH} = 126.7 kJ mole™" ¢ AH} = 110.4126.7 kJ mole™". Applicando il modello
di Hiickel alle due molecole si ottengono i seguenti autovalori in elettronvolt:

€A Ep
-2.89706 -2.92172
24 -2.34075

-1.69706 -1.81953
-1.69706 -1.56696
-1.2 -1.37086
-1.2 -0.922862
-0.497056 | -0.72627
0.497056 0.72627
1.2 0.922862
1.2 1.37086
1.69706 1.56696
1.69706 1.81953
2.4 2.34075
2.89706 292172

Tabella 2.1 Autovalori delle molecole di antracene (€p) e fenantrene (€g)

a) Scrivere formalmente le due matrici hamiltoniane;
b) Trovare quale molecola ¢ piu stabile;

c¢) Dire se il modello ¢ in grado di riprodurre il dato sperimentale e, se si, con quale
precisione;

d) Inviando una radiazione elettromagnetica di 9860 cm~!, dire quale molecola
viene eccitata.

NB. Si definisce calore di formazione di una molecola il calore a pressione costante

che viene scambiato nella formazione della molecola a partire dai suoi elementi nel
loro stato standard. Lo stato standard ¢ la forma stabilea P =1 atrme T =298 K.

(b)

(a)

Fig. 2.13 Molecole di antracene (a) e fenantrene (b)
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Soluzione

a) Numerando gli atomi in modo opportuno, otteniamo per le due molecole le se-
guenti matrici:

0700000000000 ¢ 0700000000000 ¢
t0:00000000000 t0:00000000000
0070000000700 0010000000700
000000000000 0007000000000
0007000070000 0007000000000
0000070000000 0000707000000

H,—|00000707000000|  _|00000r0r000000

A7 1000000000000 B=1000000:0:00000
0000000070000 00000007070000
0000000702000 0000000007000
00000000070700 0000000070700
0000000007070 0000000007070
0000000000070¢ 0000000000070 ¢
t00000000000¢0 t00000000000¢0

Matrice A Matrice B

b) Sistemando i 14 elettroni sui 7 livelli piu bassi, lo stato fondamentale delle molecole

)

¢, rispettivamente,

Ef} = —23.1765 ¢V e EE = —23.3379 ¢V.

La molecola piu stabile ¢ il fenantrene con una differenza di energia pari a 0.1614
ev.

Il dato sperimentale si ricava dalla differenza del calore di formazione che, per defi-
nizione, & proprio la differenza di energia tra lo stato fondamentale della molecola e
la somma delle energie degli atomi isolati che compongono la stessa molecola. Per

: : : 5 126.7-1104__ _
ogni molecola il valore sperimentale sara +=>5¢0>5 107 = 0.1692 eV.

0.1692-0.1614] __ 4 ¢ 13

Il modello riproduce il dato sperimentale con precisione 01693

d) La differenza tra HOMO e LUMO ¢, per le due molecole, rispettivamente, AN =

0.99411 eV e A® = 1.45254 ¢V. Con una radiazione elettromagnetica di 9680
em~ ! = 1.2 eV solo la molecola di fenantrene verrd eccitata, se la transizione &
permessa dalla simmetria degli orbitali molecolari iniziale e finale.
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2.1.33 Problema

a) Determinare il numero di stati di spin di 6 elettroni non equivalenti permessi dal
principio di Pauli. Quanti stati contengono 1 spin gil, quanti 2 spin giu e quanti
3 spin giu?

b) Quanti stati di multipletto esistono per ogni valore permesso dello spin totale S?

¢) Supponendo che i 6 elettroni siano quelli degli orbitali p, del C della molecola

CgHg, denominati a,b,c,d, e, f nella Fig. 2.14, determinare lo spin totale dello
|abedef)— |ai_1cdef>

stato ¢ = 7 .

Fig. 2.14 Disposizione esagonale degli orbitali p, del C nella molecola di benzene
Soluzione

a) Avendo a disposizione n scatole distinguibili ed un certo numero di palline bian-
che e nere ed avendo la possibilita di collocare una pallina per scatola, & possibile
formare 2" configurazioni. Nel caso del problema le scatole equivalgono ai siti
a— f esono 6 (vedi Fig. 2.14). Il colore delle palline corrisponde allo spin e quin-
di il numero delle configurazioni risulta 2® = 64. Di questi stati (?) = 6 hanno

uno spin giu, ((2’) = 15 hanno due spin gil, (g) = 20 hanno 3 spin git.

b) Il massimo S & 3 (settetto) a cui appartiene anche lo stato con Mg = 2. Quindi
dei 6 stati con uno spin gitt (Mg = 2), 5 hanno S = 2 (quintetti). I 15 stati con 2
spin gitt hanno Ms = 1. Di questi 1 appartiene al settetto e 5 ai quintetti, pertanto
ne rimangono 9 con S = 1 (tripletti). Si ha 1 X745 X% 549 x3 =59 e quindi
rimangono 64 — 59 = 5 singoletti (S = 0).

c¢) Si vede dal ket che Mg = 2, quindi S pud essere 2 o 3; pero lo stato con § = 3,
che si ottiene applicando 1’operatore di shift allo stato |3,3), & la combinazione
simmetrica dei determinanti con uno spin giu, quindi ¢ possiede S = 2.

In dettaglio:
13,3) = |abcdef)
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S_[3,3) = V6(3,2) = |abcdef) + |abedef) + |abede ) +
+ |abedef) + |abedef) + |abedef)
da cui
1
V6
+ |abedef) + |abedef) + |abedef)) # ¢.

3,2) = —=(|abcdef) + |abede ) + |abede f) +
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2.1.34 Problema

Nella molecola piramidale NH3; I’atomo di N ed il piano di atomi H3 possono, per
effetto tunnel, invertire la loro posizione reciproca se la molecola viene opportuna-
mente eccitata. Il potenziale che descrive approssimativamente il moto dei nuclei,
Vix) =V (1- 2—2), presenta minimi in -a e a separati dalla barriera Vy (vedi Fig.
2.15(a) e Fig. 2.15(b)). Per analogia con lo ione molecolare H2+ , gli stati vibraziona-
li si possono determinare con il metodo variazionale lineare e una scelta opportuna
delle funzioni di base.

a) Scrivere la funzione d’onda di prova dello stato fondamentale;
b) Determinare la separazione dello stato fondamentale che sarebbe doppiamente
degenere nel caso di una barriera infinita.

Dati: Vo = 2072cm ™', a = 0.38A.

. \"w../.
V(%)
' A
B B\,
B -a 4
(a) (b)

Fig. 2.15 Inversione della molecola di ammoniaca (a); corrispondente potenziale molecolare e
livelli vibrazionali (b)

Soluzione

a) Se in -a e a ci fossero due oscillatori disaccoppiati, lo stato fondamentale di
ognuno di essi sarebbe descritto dalla funzione d’onda normalizzata yy(x) =
(0‘72) 1/4=0%2 )2 opportunamente centrata. La funzione di prova, come suggerito

dal testo, si puo allora assumere della forma

(I)(x) — Cl‘lfo(x*a) +Czl[/0(x+a) — (0672)1/4(616—(12()(—11)2/2 +C2€—a2(x+a)2/2).

b) Il principio variazionale lineare conduce al seguente problema secolare:

(a|Hla)—E {(alH|—a)—SE

(a|H|—a) — SE (—a|H|—a) —E =0,
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dove S = (a| — a) & I’integrale di sovrapposizione, i & la massa ridotta, k & la
costante di forza dell’ oscillatore e (a|H|a) = (a|T|a) + (a|V]a).

In dettaglio:

S={a|—a)= ff— —?(x—a)*/2 -0 (x+a)* /2 _ p—0Pa’,

(a|T|a) = 2uff dx e~ % (x—a)?/2 L;ixzzefaz(x a?/2 _ %;

(a|V]a) = *f dx e’o‘z(x*“)zﬂv(x) e @ (—a)?/2 — %ﬁaz)’

(a|T|—a) = Z“If dxe” o (x—a)?/2 %e—a (x+a)?/2 _ 74(;26‘7“ a2(2a2 2 —1);
(alV | —a) =& 7 dre a2y (x) o @2y ala® AL,

Gli autovalori, come noto, sono:

(alH|a)x(alH|—a)

Eip= T£S

Inserendo i valori numerici

a=0.717u.a. MN—14OO7uma My = 1.008u.m.a.,
Vo= 20212451028 — 9 44 510 Sua., k=% = 0.147u.a., 0 = YKl =5.079u.a.,

si calcola:

S =1.740 x107 (a|T|a) = 1.423 x 10 3u.a., (a|V|a) = 1.464 x 10 3u.a.,
(a|T| —a) = —6.318 x10 8u.a., (a|V| —a) = 1.526 x10~3u.a.

E| =2.88695 x103u.a.,E; = 2.88705 x 10 3u.a..

La separazione dei livelli risulta essere:

A=FE)—E; =0.0232 cm™ ! =2.87ueV.

Si potrebbe procedere in modo pil rapido notando che § < 1 e quindi che le
funzioni di base sono di fatto ortogonali. In tal caso il problema agli autovalori si

semplifica e basta calcolare gli elementi diagonali ottenendo

A =2|{a|H|a)| = 0.0210 cm~!
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2.1.35 Problema

Lo spettro di assorbimento nella regione delle microonde delle molecole di '*NHj
e "YNDs consiste di una serie di righe i cui primi tre numeri d’onda sono, rispetti-
vamente, (in cm™'): 19.95,39.91,59.86 e 10.32,20.63,30.95. Calcolare la distanza
di legame NH (ND) e ’angolo 0 tra i legami HNH (DND) delle molecole. La
molecola ¢ una trottola simmetrica.

Soluzione

La molecola di ¢ una trottola simmetrica (oblata in questo caso) le cui energie
rotazionali sono date da (vedi 2.3)

n? wiro1\ o,
E,=—JJ+1)+—(———]A%
i (+)+2<1 IL)

Siccome le righe sono equispaziate, le transizioni sono rotazionali pure. Le regole
di selezione sono:
A—A e J—J+1

La separazione di due righe consecutive ¢ dunque data da

h2
AE (em™) =25 U+1)=2B(J+1),
1

come nel caso del rotatore lineare. Dai dati forniti dal testo si calcola
B(NH3) =9.977 cm™' e B(ND3) = 5.158 cm™ !,
da cui si determinano i due momenti d’inerzia
I, (NH3) =2.804 x 10 Y Kgm* e I, (ND3) = 5.424 x 10~ Kg m*.

Il momento d’inerzia di una molecola piramidale AB3 rispetto all’asse baricentrale
perpendicolare all’asse ternario ¢

mamg

I, =mpR*(1 —cos0) + R*(1+42cos0),

my + 3mp

dove R ¢ la distanza di legame A — B e 6 ’angolo BAB. Mettendo a sistema
I’espressione dei momenti di inerzia delle due molecole si determina

R=1.014 ¢ 0 =106.4°
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2.1.36 Problema

Data la molecola lineare C>H; si consideri la distanza di equilibrio fra i due ato-
mi di carbonio dcc = 1.2 A. Sapendo che la separazione energetica fra lo stato
fondamentale ed il primo stato rotazionale & 2.35 cm ™! :

a) Calcolare la distanza di equilibrio C — H assumendo che la molecola sia un
rotatore rigido;

b) Sostituendo uno dei due atomi di idrogeno con un atomo di deuterio, calcolare
I’energia del primo stato eccitato.

Soluzione

a) Il momento di inerzia I della molecola rispetto al suo asse di simmetria ¢:
2 2 )
% =my (d‘j‘ —i—dCH) +mc (d‘T‘) . Posto A = hT e x = dcp si trova I’equazione
di secondo grado in x:

2 o
CHdex+ [(mm—; + 1) dfTC — zmhle} = 0 che ammette la soluzione x = 1.074 A.

b) Nel caso in cui un atomo di H € sostituito con un atomo di deuterio, € necessario
preliminarmente calcolare la posizione del centro di massa della molecola che ¢
data da:
my (dy +dc1) +medcy = mp (dy +dcz) +medca, dove dey +dca = dec e mp =
2m H -

Segue

my (dg +2dcc — 3dc1) = me(2dc1 — dcc)

_ medectmy 2dectdy) g
de1 = Ime3my =0.662 A

der =1.2—0.662 = 0.538 A.

11 momento di inerzia risulta essere:
Ip = my (dy +dc1)* +me(d2, +dE,) +2my (dy +dc2)* = 2.81 10~ *Ckg m?

Fig. 2.16 Molecole lineari C;H, e C,HD
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La separazione tra i livelli rotazionali ¢ allora:

342
=1 = LUV 30210 =245 eV = 1.98cm ™.

L’energia del primo livello rotazionale eccitato (J = 1) € 2BJ(J+ 1) = 2B.
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2.1.37 Problema

La molecola di benzene CgHg € planare e descritta da una trottola simmetrica. Dette
rcc ed rey le distanza di legame C — C e C — H, si calcolino:

a) i momenti d’inerzia lungo gli assi principali;

b) ’energia dei livelli rotazionali nei casi in cui la componente del momento
angolare elettronico sia A =0e A # 0;

c) il grado di degenerazione e 1’energia di legame dei livelli.

Soluzione

a) I, e Ij sono, rispettivamente, i momenti di inerzia lungo i due assi principali nel
piano della molecola e lungo I’asse principale perpendicolare a tale piano.
Essi si calcolano facilmente e sono:

3 3

I = ke 4Mcréc + 4 X 4My (rcc +ren)” =
=3 [Mcréc +My (rec + rCH)z}

IH =6 [Mcréc + My (VCC+rCH)2] .

Essendo [ | > 1L I’ellissoide di inerzia della molecola ¢ schiacciato (oblato).

b) I livelli rotazionali di una trottola simmetrica sono dati da (vedi 2.3)

12 ”/1oo1
E=—JU+)+—=(———)A?
21, 1)+ 2 <1” 1L> ’

conA =0,+1,£2,...£J.

c) Per A =0 la degenerazione dei livelli ¢ 2J 4 1. Per A # 0, i livelli hanno dege-
nerazione doppia pari a 2 (2J + 1), per via della dipendenza da A%. L energia dei
livelli decresce al crescere di A.
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2.1.38 Problema

Una molecola biatomica omonucleare viene posta all’interno di un cristallo che vin-
cola il moto dei nuclei al piano z = 0. L’Hamiltoniana che descrive la sua rotazione
eH= % +U(¢), dove L & il momento angolare intorno all’asse z, I & il momento
di inerzia, e I'energia potenziale U (¢) =V [1 — cos2¢] dipende dall’orientazione
dell’asse internucleare rispetto ad un asse cristallino ortogonale all’asse z.

a) Sotto quali condizioni si pud trattare U come una piccola perturbazione, o
potremo considerarla grande?

b) Supponendo U grande, determinare i livelli rotazionali pilu bassi della molecola.

¢) Supponendo U piccola, determinare la correzione ai livelli del rotatore piano.

d) Quale spettroscopia si potrebbe usare per determinare sperimentalmente il para-
metro V, e perché?

Soluzione

a) Ilivelli imperturbati sono della forma E0 2 7 ® e laloro separazione ¢ w

Quindi U ¢ una piccola perturbazione se V < 2;; d’altra parte, U ¢ grande se

2
V> x 2’;’ , condizione verificata se V > 2,, purché m non sia troppo grande.

Quest’ultima condizione richiede anche V > kgT.

b) Se U ¢ grande, la molecola compie piccole oscillazioni intorno a ¢ = 0. Si puo
allora sviluppare al secondo ordine I’energia potenziale, ottenendo

U(¢) =2V¢?,
scrivere I’Hamiltoniana nella forma approssimata

W d?
H~ — 2V
21 do? +2Ve?,

e concludere, dal confronto con I’Hamiltoniana dell’oscillatore armonico li-
neare, che

con @ = 47‘/. Questo vale per E,, < V.

¢) Le autofunzioni imperturbate, (V = 0), sono ¥, = ﬁei’”q’, con m intero; gli

stati m e —m sono degeneri. L’elemento di matrice di U (¢) &
<m\U|n>: /d¢ (m— n+2¢+ez(m n— 2)¢}:

= V5mn - z {671,111-'1-2 + 8n,m—2} .
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Ad eccezione della coppia m = %1, si vede che gli stati degeneri non sono accop-
piati dalla perturbazione e pertanto si puo applicare la teoria delle perturbazioni
per gli stati non degeneri. Gli elementi diagonali non dipendono dallo stato, non
influenzano quindi lo spettro e valgono V.

Per il caso m = *1, a causa della degenerazione, ¢ necessario risolvere 1’equa-

zione secolare
V—e -

(SIS

—0.
—_ ‘/_8

I due autovalori sono: % e 3.

In definitiva al primo ordine la perturbazione rimuove la degenerazione degli stati
m = +1, mentre lascia degeneri tutti gli altri spostandoli solo di una quantita
costante.

Si puo far vedere che al secondo ordine viene rimossa la degenerazione degli
stati m = 42 e che la correzione per gli stati |m| > 3, ancorché non risolva la
degenerazione, dipende dallo stato e dunque modifica lo spettro.

d) La spettroscopia Raman. Infatti le regole di selezione proibiscono di osservare in
assorbimento ed in emissione uno spettro rotazionale in assenza di un momento
di dipolo permanente.
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2.1.39 Problema

Nella molecola di HCI la separazione fra le righe rotazionali & 20.4 cm™! e il
momento di dipolo & d = 3.53 x 10730 Cm.

a) Scrivere in elettronvolt I’energia dei livelli rotazionali della molecola;

b) Stabilire se I’effetto di un campo elettrico esterno F sui livelli rotazionali & lineare
o quadratico;

c¢) Calcolare la correzione all’energia dello stato J = 0 dovuta a un campo F =
10’V /m.

Soluzione

a) La separazione tra le righe dello spettro rotazionale ¢ di 2.53 meV, quindi % =
1.265 meV, dove I & il momento di inerzia. I livelli sono

J(J+1)K?
g = (%) =1.265x 10737 (J+1) eV.

b) Gli stati dell’approssimazione pilt bassa sono armoniche sferiche |J,M).
L’Hamiltoniana perturbata ¢

J? J? J?
H="—+H =" 1d-F=— +dFcos®.
" Tl TR

Trattando il termine elettrico come perturbazione si trova che
(JM|cos® |IM) =0,
pertanto non c’¢ effetto Stark lineare.

¢) La funzione d’onda dello stato imperturbato ¢ Yyo = \/%471:' La correzione pertur-

bativa al secondo ordine

(00| H' |JM) (JM| H' |00)

Ag =Y )

JM##00 €00 — E/m

tenendo conto che |10) = 4/ % cos @, conduce a

d*F? 4 10JM) (JM|1
pgy— CF AT o (10UM) (IM]10)

dr 3JM5£00 E00 — Eim

e, per I’ortonormalita delle armoniche sferiche, resta il solo termine
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d’F* 1 d*F?
Agy = — =— )
3 €&10— & 3e10

Ponendo F = 107V /m si ha

(3.53x1079) 10
3x253x103x1.6x10°19

=—-1.03x10#J = -6.4x 107> meV.

Agy =
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2.1.40 Problema

Si consideri un gas di HBr in cui I’energia elettronica in funzione della distanza
interatomica & ben descritta dal potenziale U(r) = —% + r%,con a=0.622 u.a. e
b =175.9 u.a.. Determinare:

a) La distanza interatomica di equilibrio Ry;
b) L’energia di punto zero Ey;

Sapendo che la riga pil intensa della branca R dello spettro di assorbimento roto-
vibrazionale & osservata a @z = 2719 cm™ !, ricavare:

c¢) Il valore wp della riga pit intensa della branca P;

d) 11 valore del numero quantico rotazionale J dello stato iniziale comune a queste
due transizioni;

e) Sapendo che il potenziale del tipo U(r) viene di solito utilizzato per le mo-
lecole biatomiche di alogenuri alcalini (NaCl,KClI, ecc.) con a = 1, spiegare
fisicamente il fatto che in questo caso a < 1.

Soluzione

a) Ponendo 4Y") |r Ry = Ig—szfOSltrovaRof2665ua =1.41A.

U
b) k= LU o =2 ;01?_0263ua dacui = /K = /23827 26V =

0.328 ¢V =2650 cm™
Quindi Ey = % =0.164 ¢V.

©)2B=1= ﬁeg) =782107 u.a.=17.16 cm™!

Secondo quanto specificato nel testo, si ricavan(2B) = A@w = 2719 — 2650 = 69
cm~! ciog n = 4, che corrisponde alla transizione rotazionale J = 3 — J = 4. Di
conseguenza la riga piu intensa della branca P, corrispondente alla transizione
J=3—J=2,saraosservataa @Wp = @y — (n—1) 2B = 2650 —51.48 = 2598.52

cmil.

d) 11 valore del numero quantico rotazionale J dello stato iniziale comune alle due
transizioni ¢ J = 3.

e) Negli alogenuri alcalini il termine di attrazione Coulombiana tra gli atomi che
compongono la molecola ¢ caratterizzato da @ = 1 perché il legame ¢ ionico e
la carica trasferita da un atomo all’altro ¢ esattamente e. Nel caso in esame il
legame ¢ covalente e quindi solo una frazione di carica ¢ trasferita dall’atomo
meno elettronegativo a quello piu elettronegativo, cio¢ dall’idrogeno al bromo.
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2.1.41 Problema

Una molecola biatomica rigida vincolata a ruotare sul piano xy ha momento di di-
polo fisso d nel piano. All’istante # = 0 viene applicato un debole campo elettrico F
parallelo al piano. Trovare come si modificano i livelli rotazionali della molecola.

Soluzione

L . 22 . . .
I livelli imperturbati sono della forma E0 = h 57— € le corrispondenti autofunzioni so-

no v, () = ﬁei’”q’ con m intero; gli stati m e —m sono degeneri. La perturbazione

applicata & del tipo V (@) = dF cos ¢. Si noti che la perturbazione non accoppia gli
stati degeneri. Infatti

2
dF [ ; /
(m|d-F|m") = —/e’(’””” )‘Pcosq)d(p =
2n
0
dF ] P 4 om0
_er i(m—m’)(pid _
o7 / ¢ 2 ¢
0
dF
= 7 (6m’,m+1 + 6m/,m71)
che & nullo per ogni m’ = —m. Si pud dunque applicare la teoria delle perturbazioni

disinteressandoci della degenerazione, ma si verifica subito che al primo ordine non
c’¢ contributo. Inoltre la perturbazione accoppia solo gli stati che differiscono di
una unita nel numero quantico m.

Al secondo ordine

[(m+ 1V |m)[* | [m—1]V [m)|?
ED_EO " ED_EY

m m—1

_(dF)2< Lo )_
- 0 0 0 0 o
o\, T,
L(dFy

2\ n

_(dF\? 1
"\ h ) dam2—1

E1£12) =

1 n 1
m—(m+1?% m2—(m-1>%|
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2.1.42 Problema

Una molecola biatomica si comporta come un rotatore rigido di momento di inerzia
I, e ha un momento di dipolo permanente d parallelo all’asse internucleare. Per
misurare d, si pone la molecola in un campo elettrico F uniforme e si osserva lo
spettro di assorbimento rotazionale.

a) Scrivere I’Hamiltoniano della molecola H = Hy + H;, dove Hy ¢ il termine
cinetico e H; ¢ ’interazione fra il dipolo e il campo.
b) Prendere I’asse di quantizzazione parallelo ad F. Denotando con |L,m) gli auto-
stati rotazionali imperturbati, mostrare che la correzione ai livelli € quadratica in
F e che la perturbazione non mescola stati con m diverso. In che relazione devono
stare L e L’ affinché (L,m|H, |L’,m) sia diverso da zero?
¢) Calcolare la correzione al secondo ordine per L=0¢ L=1.Cenno: (L,m|cos 6 |[L—1,m) =
L? —m?
412 —1°

Soluzione

a) Le Hamiltoniane sono:
L2

Hy = —
07 o1

in assenza di campo e
H =—-d-F=—dFcos@

in presenza della perturbazione dovuta al campo elettrico.
b) Poiché I’elemento di matrice
(L,m|cos O |L',m) o< (Ypn (6,9)|Y10(6,0) Yy (6,0))

¢ diverso da zero solo se L' = L+1 ed m = m' (vedi 1.3), la correzione al primo
ordine & nulla.

c¢) La correzione ¢ dunque al secondo ordine

L,m|dF cos 6 |L',m)|?
sy =y a0l _

L'#L EL’,m - EL,m
(L+1)>—m? 12 2
22 7 L=—m~
_ d°F 4(L+1)2—1 n 421

% (L+1)(L+2)—L(L+1) (L—1)L—L(L+1)

Si ottiene A
AEyy = ——
00 6
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essendo nullo, nel limite L — 0, il secondo termine tra parentesi graffe e

2 —3m?
20

AE1, =A

d*F?

dove A = -
K /21
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2.1.43 Problema

In una molecola di etano, classificabile come rotatore simmetrico, € noto che i due
gruppi metilici CH3 possono ruotare uno rispetto all’altro attorno all’asse di simme-
tria con un moto di rotazione che ¢ ostacolato da una barriera di potenziale V. Si

puo dimostrare che I’Hamiltoniana che descrive questo moto di rotazione ¢ la se-
n29?

©21,9%¢

e il momento di inerzia che descrivono la rotazione interna.

guente: H = + %(1 —cos(3¢)), dove ¢ e I, sono rispettivamente 1’angolo

a) E plausibile che il moto di rotazione venga trasformato in un moto oscillatorio
attorno al minimo del potenziale a temperatura molto bassa? Spiegarne il motivo.

b) Scrivere I’Hamiltoniana in questa ipotesi.

c¢) Calcolare 1 livelli energetici associati fino al primo contributo non armonico.

Soluzione

a) Si, poiché a bassa temperatura il sistema non ¢ in grado di superare la barrie-
ra di potenziale V}, e quindi si avranno solo oscillazioni attorno al minimo del
potenziale.

b) Basta sviluppare il potenziale per angoli ¢ piccoli ottenendo:

272
H=—320+ %302 - 6" +0[9°)).

¢) Scrivendo ¢ = 4/ %(a+ +a), 0= \/? ek= %Vb, il termine quadratico da gli
autovalori dell’ oscillatore armonico mentre la correzione &:

—%Vb <n|¢p*n >= —%(%)ZVZ, <n|(a+at)*n>.

In conclusione:

7 8172V
Ey =30/ 55 (n+1/2) — gt (n?+n+1/2).



2.1 Esercizi 213

2.1.44 Problema

Il reticolo spaziale del cristallo di idruro di litio (LiH ) & quello del cloruro di (NaCl).
Calcolare lo spettro rotazionale di emissione della molecola LiH e il numero quan-
tico per il quale si ha la massima intensita dello spettro a temperatura ambiente,
supponendo che I’intensita sia proporzionale al numero di occupazione dello stato
e che la distanza di equilibrio della molecola sia quella del cristallo. La densita del
cristallo & 0.83 g/cm® .

Soluzione

La cella unitaria ¢ cubica e contiene 8 atomi, 4 di litio e 4 di idrogeno. Percio il
volume della cella &

4(1.008 + 6.940) x 1.66 x 1024 . )
y = H1.008+ 9022; . — 63.5843, da cui a ~ 4.004,

essendo la massa dell’idrogeno e del litio rispettivamente 1.008 u.m.a. e 6.940
u.m.a.. La distanza di legame Li — H della molecola ¢ Ry = 2.00A. Lo spettro
rotazionale della molecola consiste di righe di energia

h2
E=BI(+1) =2/ (+1)=

=59x1074(J+1) eV =48](J+1) cm™",
dove I = MR% e U ¢ la massa ridotta. Poiché il numero di occupazione &
njoc (2j+ 1) e BIUHN/ksT

trattando j come una variabile continua, il massimo dell’intensita si trova in corri-
spondenza di

=/ = —==4.
Imax 2B 2
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2.1.45 Problema

Se una molecola contiene due gruppi di atomi a e b capaci di ruotare rigidamente
uno rispetto all’altro, all’angolo ¢ fra i due gruppi (rotazione interna) ¢ coniugato

un momento angolare Ly con autovalori m; si pud mostrare che I’energia rotazionale

N 2m? Ll - - A
& Epy = " dove I, = ; ¢%- & il momento di inerzia ridotto.

Nella molecola dell’eatarfo CH3 — CHj3, i gruppi metilici CH3 possono ruotare
uno rispetto all’altro. Perché i gruppi possano ruotare & necessario che superino la
barriera di attivazione |Up| = 11.5kJ /mole del potenziale U (¢) = % (I —cos3¢)
dove ¢ ¢ I’angolo relativo di rotazione tra i gruppi metilici. Sapendo che I’angolo
HCH ¢ oo = 109.5° e che la lunghezza di legame CH ¢ d = 0.11nm :

a) determinare il momento d’inerzia del gruppo metilico rispetto all’asse passante
per il carbonio e normale al piano contenente i tre atomi di idrogeno;

b) giustificare la dipendenza angolare del potenziale;

¢) calcolare la frequenza di vibrazione interna della molecola nell’ipotesi che la
temperatura venga abbassata al punto di trasformare le rotazioni in vibrazioni
armoniche intorno al minimo del potenziale.

Soluzione

a) Il momento d’inerzia richiesto ¢
[ = 3Myd*sin® 6.

Si puo verificare, grazie alla Fig. 2.17, che @ sinf = sin § e dunque

sin 0 =

(1 —cosa)

W

Fig. 2.17  Struttura geometrica del gruppo metilico CH3
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b) La forma del potenziale ¢ giustificata dal fatto che ogni 60° si alternano un
massimo o un minimo dell’interazione H — H (vedi Fig. 2.18)

H

Fig. 2.18 Proiezione su un piano degli atomi di idrogeno della molecola di etano

c)
0= T
‘ 1
Ir = E :MHd2(1 _COS(X) =27x% 10747kgm2.
Poiché
0 TN 2
U(¢)=—(1—cos3¢)~U 1_Z(¢_§> 7
segue che
=2 |uol
=5 1to
e

3
d\| 2My (1 —cosa)
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2.1.46 Problema

Una molecola biatomica omonucleare di momento d’inerzia /, vincolata ad oscillare
anarmonicamente nel piano z = 0, esperisce un potenziale che, per piccoli angoli di
oscillazione, & ben descritto dalla funzione V (6) = £16% + k6% dove ky > k> e
0 ¢ I’'angolo formato dall’asse internucleare della molecola e 1’asse x ortogonale
all’asse z. Determinare i livelli dell’oscillatore ed il coefficiente di anarmonicita 3.

(Cenno: Si possono applicare due metodi per arrivare al risultato: uno basato sulle
relazioni di ricorrenza dei polinomi di Hermite, 1’altro sull’uso degli operatori di
creazione e distruzione).

Soluzione

Poiché k| >> k; il termine in 8% pud essere trattato perturbativamente; gli stati imper-
turbati sono quelli dell’oscillatore armonico, E, = i@ (n+ 1/2) con le autofunzioni

date da 4
lo 1 _log lo
wo)= (%) 7 H"<9 h>

lo
Posto o> = — e N2 =

) 2nnvf

Vi (8) = Nye 2% H, ().

si ha

I° Metodo (Polinomi di Hermite)

La correzione al primo ordine ai livelli dell’ oscillatore armonico si riduce al calcolo
del seguente integrale:

ko <Wn(6)| 6 |Wn (0)> =

:kzN,f/e‘*e*“zezH,%(ae)de_ ’Qa—N/g“ S 2 (&) qt. (1)

I polinomi di Hermite soddisfano la relazione di ricorrenza
Hyyy— 2§H +2nH,-1=0

da cui si ricava:

1
EH, =nH, |+ EHnJrla 2
2 2442 1
(éHn) =n"H; +4H 1 +nH, 1 Hy -, 3)

§4H2 = n2§2H2 + - é +1 +n§ Hn+1Hn 1, (4)
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ma dalla (2)
1
‘an+1 = (n+ I)Hn + EHn+275 (3)
1
éanl = (n - 1)I'In72 +=H,,6 4

2

Dalle (5) e (6) si ricavano le seguenti relazioni:

E*Hy 1 Hyo 1 =
n+1 1
= Hi+ (¥ = 1) HaHyoo 4 (0= 1) HysoHy o+ S HuoHy o (7)
1
EHi = (n+ 1) Hi G Hly + (0 1) HyH ®)
1
EH 1 = (n—1)"H s+ JH+ (n— 1) HHy o, ©)

Sostituendo le (7)-(9) nella (4) e poi nella (1) e tenuto conto che per le proprieta di
ortogonalitd dei polinomi di Hermite i termini contenenti i prodotti H,Hy con k # k'
non contribuiscono all’integrale, si ottiene

ker% e7§2
o’

—o0

k <Wn (6)‘ 94 |Wn(9)> =

2
+1 n+1
nz(n—1)2H3_2+”ZH3+ (n . ’ H2+ 16H +2+(2)H3] A& (10)

e poiché f dée & H? = /m2"n), si ottiene dalla (10)

3k

ky (w, ()] 6% |y, (8)) = ﬁ (2n+2n+1). (11)
I livelli dell’ oscillatore sono dunque
1 3k
E:hw(n >+41(2 +2n+1) =

= o Kn+;> +B (20 +2n+1)

e la costante di anarmonicita ¢

3k 3nh ks

= ———=———
B 404n 41 K

K
essendo ® = \/ T
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II° Metodo (operatori di creazione e distruzione)

[ h
Dato che 6 = Eé ¢ possibile definire gli operatori di creazione e distruzione

rispettivamente come:

a+:\2<—j€+§>,
=5 +)
e &= \% (a*+a). (12)

2
a? E*|n). Grazie alla (12)

ed al fatto che a|n) = \/n|n—1), a* |n) = Vn+1|n+1) e (n|m) = 8y, si arriva
rapidamente alla (11)

11 problema si riduce al calcolo di ks (n| 8% |n) = ks (n

koli? 4
ol (n| (a+ +a) |ny =

kol?
:4122602 <n|a2 + +aataa® +aa” a+a dat +ataata+at a2|n>
kot ) .
k2h2 2 3 k2 2
:4126023(2” +2n+1) :Zm(zn +2n+1).

Nello sviluppo del binomio non sono stati riportati i termini che danno contributo
nullo.
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2.1.47 Problema

Si consideri un semplice modello ionico per la molecola di cloruro di NaCl, con
la presenza di un termine repulsivo di tipo b/R°. Trovare il valore di b per cui la
molecola assume la distanza internucleare di equilibrio Ry = 2.73A. Calcolare il
numero di livelli vibrazionali, in approssimazione armonica, che esisterebbero al
disotto dell’energia di dissociazione della molecola.

Soluzione
Inua.sihaE(Ry) = — %+ %. Minimizzando rispetto ad R segue
E_1 %
dR R* RO 7
onde 0
R 8
b=-2 ¢ E =——.
9 T

Sostituendo il valore di Ry si calcola

E(Ry)=0.1724 u.a. =4.69 ¢V e b=55062 u.a..

Essendo 5
d“E (R 8
K= g) =5 =58x10"ua.,
dR R=Ry RO

si puo determinare la frequenza di vibrazione

5.8x 1072

—————————— _3 =
139 % 1322.9 1.5x 1077 u.a. =0.041 eV.

Dalla relazione E (Ry) = (n+ 1/2) ho si ottiene n ~ 115.
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2.1.48 Problema

La molecola lineare di anidride carbonica (CO;) non possiede momento di dipolo
permanente sebbene si osservino due intense bande di assorbimento vibrazionale
(n=0—=n=1)a667cm " ea2349cm™". La molecola possiede i modi normali di
vibrazione sotto schematizzati.

a) Dire quali modi sono attivi nell’infrarosso e spiegarne il perché.
b) Determinare il rapporto tra le popolazioni dei modi attivi a 7 = 600K.

Fig. 2.19 Modi normali della molecola di anidride carbonica

Soluzione

a) I modi attivi sono 2 e 3 perche hanno un momento di dipolo non nullo. I1 modo
3 ¢ due volte degenere.

b) L’energia vibrazionale della molecola &

1 1
E(ni,np,n3) =h [(Dl <n1+2> +an <n2—|—2) +a)3(n3+1)] .

Tenendo conto che solo i modi 2 e 3 sono eccitati con n, = 1 e n3 = ny +nzr =
04+1=140=1, dove ny e nz sono i numeri quantici associati alle due
vibrazioni degeneri di frequenza @, si ha

R = 26~ [EO0.)=EQLO)/ksT _ p,~h(w3-w2)/ksT o 31
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2.1.49 Problema

Un oscillatore armonico bidimensionale con spostamenti lungo le direzioni xed y e
con la stessa costante di forza nelle due direzioni, puo descrivere i modi normali di
piegamento di una molecola triatomica lineare.

a) Scrivere I’Hamiltoniano dell’oscillatore bidimensionale ed i suoi autovalori.

b) Scrivere la funzione d’onda dello stato fondamentale dell’ oscillatore bidimensio-
nale.

¢) Scrivere la funzione d’onda del primo stato eccitato e dire il grado di degenera-
zione.

d) Dire se eccitando 1’oscillatore al primo stato eccitato ¢ necessario trasmettere
momento angolare. In caso affermativo dire quante unita.

Soluzione

a) In unita atomiche 1’Hamiltoniano e i suoi autovalori sono rispettivamente

19> 19> «
_,7_,7_’_*(
20x2 209y 2

1 1
E:Ex+Ey:w |:(I’Lx+2> + (n}v+2):| .

x2 +. y2

b) La funzione d’onda dello stato fondamentale ¢ yp = Ne™ 2

H= x2+y2)

¢) Lo stato eccitato ¢ due volte degenere, infatti le due coppie di numeri quantici
(nx,ny) = (0,1) e (1,0) conducono allo stesso valore dell’energia. Le funzioni
d’onda in forma reale sono:

xz + yz 2

_r Ty _r-
Yy =Nixe” 2 =Nje ZrcosQ

242 »

Y1y =Njye 2 =Nje Zrsing

[§)

ed in forma complessa (con opportuna combinazione lineare) sono

[Sh S

Y1 = Nje™ re'®

Sh S

y_1 =Nje~ re”'?.

d) Lo stato eccitato possiede autovalore di momento angolare m = +1. Nella
transizione viene trasferita una unita di momento angolare, poiché Am = +£1.
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2.1.50 Problema

In una molecola biatomica ha luogo una transizione elettronica tra il livello vibra-
zionale v = 0 dello stato fondamentale e il livello v/ = 0 di uno stato eccitato. Le
distanze internucleari differiscono nei due casi di AR = 0.3A.

a) Sapendo che ai due stati elettronici corrisponde la stessa costante di forza Kk =
500N /m e che la frequenza angolare degli oscillatori & @ = 6 x 10'%s~!, calcolare
come cambia I’intensita della transizione rispetto al caso AR = 0.

b) Determinare se I’intensita totale delle transizioni a tutti i livelli vibrazionali v’
dipende da k e dalla distanza di equilibrio dell’energia potenziale del livello
eccitato.

Soluzione

a) L’intensita della transizione & proporzionale al modulo quadrato del fattore di
Franck-Condon f, = [ (y,,)" wydR, in cui

o 1/2 _a2x2/2
Yy (x) == m HV ((Xx)e

Nel nostro caso

\/& _ o2
V’o(x)zme ¢ /2, Yo

—+oo
o 2.2 2 2
foo= -2 /dxe*“ 22— (AR /2 _
N

N

~+oo
&efaz(ARﬂ)z/dxe—ocz(x—ARﬂ)z _ o 0P(AR/2)?

L’intensita ¢ quindi
2 _ —a?AR%)2
Lo |fool"=e 2,

Inoltre 500
2 21, -2
= =8x10
YT 05x 10 6x 10 O
onde
Ioo (AR) _ e_8><1021 §x10*22 35003

Ioo (0)
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b)

P =LV = L) (vIv) = (viv) =1

vl
a causa della relazione di completezza. Quindi I’intensita totale ¢ costante e
indipendente dai dettagli della curva dell’energia potenziale.
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2.1.51 Problema

L’energia dello stato fondamentale di una molecola biatomica si ottiene da calcoli

LCAO nella forma
1IN (R)

dove R ¢ la distanza interatomica mentre N(R) e D(R) sono funzioni semplici.

a) Mostrare che la costante di forza ¢ data dall’espressione

1 N 2D
k=—— I[Ny — (=) (Dj+=2 )],

dove il sottoscritto sta ad indicare che la funzione ¢ calcolata ad R = Ry.

b) Nel caso particolare della molecola Hy" (Ry = 2.49 u.a.), determinare, nell’ap-
prossimazione LCAO, il valore della frequenza di vibrazione dello stato fonda-
mentale.

Soluzione

_IN®)

VIR = &b

Si deve calcolare la derivata seconda di V(R) alla distanza d’equilibrio Ry

pro N1 N\’
" R2D R\D)’

all’equilibrio V/ = 0 e dunque

all’equilibrio

i (5), 5 (5),w (5), 7w (5),
" "rR\D), RR\D), Ro\D), Ro\D),

Inoltre
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N " N// 1 " 1 !/
=) ==—4N(=) 42V (=) =
(5) =5 (s) ()

D D? D

_N" ND" 2D (N’ ND’) _N" ND'
b p* DpD\D D) D D

Pertanto

_ 1 NI — E D//+2D6 1
RDo | ° \D),\""" Ry /|

(14+R)e™ 2R+ (1-3R%)e R
1+ (14+R+R? )e R

1 (N” ND" 2D’ 1 N) B
0

b) Nel caso della molecola H,, V (R) = %
! (d)o = —0.065 u.a.. Inoltre si ha

Ro \D
/ e R 2 1 ek 2
D :—T(R—i—R);D :T(R —R—1)

¢ —R

N”ze*2R4R+%(7—2R).
Segue

2D/ —R
D//+7:%(R2—3R_3>7

con Ry =2.49 u.a..
Sostituendo nella (1) i valori numerici si ottiene

k= Vg 20.0632u.a.,

da cui

[k 0.038 x 2 3
Oy = ﬁ_ m_6.46><10 u.a.

_646x107°
T T o

6.6 x 101 ~ 6.8 x 10"2Hz.

2D
D

bl

(

N

D

).

225

&)

e quindi (vedi 2.3)
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2.1.52 Problema

Si consideri un atomo di carbonio che forma un doppio legame (o, ) con un radi-
cale R di massa Mg > M. 1l sistema si trova nello stato vibrazionale fondamenta-
le W(()z). All’istante ¢ = 0, tramite un’opportuna transizione elettronica, si spezza il
legame 7. Nell’ipotesi che la distanza di equilibrio R — C rimanga inalterata, deter-
minare la probabilita che dopo la rottura del legame il sistema si trovi nello stato
vibrazionale fondamentale. Il rapporto tra le costanti elastiche del doppio legame k>
e del singolo legame xj ¢ % =0.2.

NB. Trascurare la struttura interna del radicale.

Soluzione

Le funzioni d’onda dello stato fondamentale vibrazionale nel caso del doppio e
singolo legame sono rispettivamente:

o) _ Vo (_a%x2> . <1>_\/071exp(_0‘12x2)’

Voo = iz &P 2 Yo = i 2

N 1/4
dove o = (";?) . Se, come ci si aspetta, il passaggio dal doppio al singolo le-
game ¢ sufficientemente veloce, la funzione d’onda della molecola rimarra invaria-
ta, ma non sara autostato del nuovo Hamiltoniano dovuto alla nuova configurazio-

2)

ne (singolo legame). Allora si avra y,” = ), ckllilgl), dove W,El) sono gli autostati
k=0

della nuova Hamiltoniana. La probabilita che dopo la rottura del legame il siste-

ma si trovi ancora nello stato vibrazionale fondamentale, l//(()l), ¢ data dal fattore di
Franck-Condon

= [ (i [ \/alaz ( 2%) >dx 2:

2040
= 2 =0.924.
oy + oy
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2.1.53 Problema

Si consideri una miscela al 50% delle molecole "’Br'°F e 8! Br'°F . Determinare il
potere risolutivo necessario per risolvere la prima riga rotazionale e la prima riga

rotovibrazionale (J — J + 1) sapendo che % ~ 3 x 1073 per entrambe le molecole.

Soluzione

Si devono determinare le masse ridotte delle due molecole u = AZF ng , dove M;
indica la massa dell’elemento i-esimo. Le masse ridotte, con ovvio significato dei
simboli, sono: 79 = 15.316 e tg; = 15.390. Da queste ¢ possibile definire i seguenti

rapporti:

By I
Ry = 210 _ 8L _H81_ 505
Bg1 L9 Uy

Ro = 22— [H81_ 1y o02,
23 H79

dove B;, I; ed w; sono rispettivamente, la costante rotazionale, il momento d’inerzia
e la frequenza di vibrazione fondamentale della molecola ‘Br!°F.
1l potere risolutivo per risolvere la prima riga rotazionale ¢

By9+B
2(7792 8‘) _1Rp+1  12.005

Pr): == =
" 2(Bjg—Bg1) 2Rg—1 20.005

=200.

Il potere risolutivo per risolvere la prima riga rotovibrazionale ¢

1/2[hog) +2Bgi +hang +2Brg|
hyg +2B7g —hos) —2Bg;

. 1/2((1)79+C()81) _lRw-Fl _12002
T wp—wy  2Rp—1 20.002

Prot—vibr =

=500.
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2.1.54 Problema

Lacetilene ('2C, 'H,) & una molecola lineare le cui distanze di legame sono
r(C—C)=1207A e r(C—H)=1.0594A.

a) Descrivere lo spettro rotazionale.

b) Sapendo che la molecola presenta un forte assorbimento a 2387cm ™! dovuto ad
un modo di stretching antisimmetrico, descrivere lo spettro rotovibrazionale di
assorbimento a temperatura ambiente. Quanto dista il massimo della branca R da
quello della branca P nell’ipotesi che I’intensita delle righe dello spettro dipenda
solamente dalla popolazione dei livelli rotazionali?

Soluzione

a) La molecola non possiede momento permanente di dipolo elettrico, non esiste
quindi lo spettro rotazionale in assorbimento. Tuttavia esiste lo spettro rotazio-
nale Raman.

Le bande Stokes ed Antistokes corrispondenti a AJ = £2 sono (stato iniziale J)
AJ =2 onde AEs =2B(2J+3)
AJ = —2onde AEy = —2B(2J —1).

Le righe dello spettro sono separate di 4B.

b) Lo spettro rotovibrazionale & centrato intorno a 2387cm ™! e le branche P ed R
corrispondenti a AJ = =£1 sono (stato iniziale J)
AJ = 1onde AEg =2B(2J+ 1)+ hvy
AJ = —1 onde AEp = —2BJ + hvj.

Le righe dello spettro sono separate di 2B, tranne che intorno a hvy dove sono
separate di 4B.
Il momento d’inerzia della molecola e:

2 2
I =2my (rcy + rCTC) +2mc (%) da cui si ricava
h2
B=—=117Tcm .
21

Nell’ipotesi che I’intensita .# delle righe dello spettro dipenda solo dalla popo-
lazione dei livelli rotazionali

BJ(J+1)

o (2+1)e tT (1
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Si puod determinare per quale valore di J la popolazione ¢ massima derivando
I’equazione (1) rispetto a J considerando quest’ultima una variabile continua. Si

ottiene
1 2kgT
Jmax - 5 < g - 1)

A temperatura ambiente Jyax = 9 € 1 due massimi sono separati di 44.73 em™ L
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2.1.55 Problema

Le righe dello spettro roto-vibrazionale di una molecola biatomica sono equispa-
ziate di 2B (n), dove n & il numero quantico vibrazionale e B = cost vale in assen-
za di accoppiamento rotovibrazionale. Nell’approssimazione in cui la vibrazione
si considera armonica ed il potenziale centrifugo debole, I’energia rotazionale si
puod scrivere B (n)J (J+ 1) con B(n) = B—A (n+ 1), dove J & il numero quantico
rotazionale.

a) Determinare la costante elastica in presenza del potenziale centrifugo nell’ipotesi
che il potenziale internucleare sia descritto da V (r) = —% + rﬁz (a, B costanti
positive).

b) Calcolare A considerando che % ~1073=10"%, dove U ¢ la massa ridotta della

molecola e dire se la separazione delle righe rotovibrazionali delle branche R e P
¢ maggiore o minore di quella in cui A = 0.

Soluzione

a) In presenza di accoppiamento rotovibrazionale la distanza internucleare cambia
in ragione dello stato vibrazionale e rotazionale in cui si trova la molecola. Il
potenziale efficace ¢

a B W a C()
V. =——+4= JJ+1)=——
ess (7) r+r2+2/xr2 U+1) P
dove % =1+ %J(J—I— 1). Il minimo del potenziale si ha per r; = %U) =
r"%&. Infatti, nel caso in cui non sia attivo I’accoppiamento rotovibrazionale, il

2B

minimo del potenziale si ha per rp = .
Sviluppando V, sy (7) intorno al minimo e fermandosi al secondo ordine (appros-
simazione armonica), si ottiene

1 dzveff (I‘)

Verr (r) =Vess (r) + 5 (r—r)?

2 dar? .
e la costante elastica &
d*V, 55 (r) 2a 6C(J) o cO\
K= ————— = —— _— = —_= = —_— 1
|, R LA k| =g ; 6]

dove Ky ¢ la costante elastica in assenza di accoppiamento rotovibrazionale.

b) Facendo uso della (1) ed essendo

Vg () = — o= — - (Cm)l

2r 2ny
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si puo riscrivere il potenziale efficace come

Verr (r) = _%% (Cl(aj))1+ ;;0 (CI(SJ)>3 (r—r)?

e I’energia totale ¢

1la 1
EF=———+hw — .
2r1+ 1(n+2>

Poiché

o= [ (€Y
1=/ 3= . )
riu B
dove @y = , /% & la frequenza fondamentale della molecola in assenza di
rb[J q

distorsione centrifuga, 1’energia totale si scrive

B )

11 termine % nella funzione C (J) & dell’ordine di 1073 = 10~ e quindi se non
cresce troppo (potenziale centrifugo debole) 1’energia totale si puo sviluppare in
serie al primo ordine ottenendo

1 ) n? 3wy

o 1

. o 3}‘13(1)0 .
da cui, posto A = 1B S ha

+hey <n+;) CBIA1) —AT(J+1) <n+ ;) _

+hay (wé) +B(n)J(J+1),

S

Siccome A > 0 risulta B(n) < B e quindi la spaziatura tra le righe dello spettro
diminuisce per ambedue le branche.
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2.1.56 Problema

Nell’ambito del modello LCAO si usi al posto della funzione d’onda dell’atomo di

. 1 —r . 5 23/2 — 7.
idrogeno i (r;) = e la funzione d’onda i (r;) = ﬁe eli,

a) Dimostrare che 1’energia totale dello stato fondamentale dello ione molecolare
H; assume la forma E = Z2 — Z,f (u)), dove u = Z,R, essendo R la distanza
interatomica;

b) Determinare la funzione f(u).

Soluzione

a) Usando le note formule per lo ione molecolare

— 1 1 1
H=7-L1-141

Fa rp
3/2 3/2
4+ 8) = s (Ja) +18)) con e ore, Ze%en, 5 — (alb),
calcoliamo
_ {a+blH|a+b) _ 1 1
Eg = W — TH[Hga +Hab] + E

in cui

Haa = (alH|a) = (alT = Lla) — (al L1a) = (5 - Z) — (al L]a)

Ha, = (alH|b) = (alT = L[b) — (al L1b) = (5 ~Z.) S - (al L |b).

I tre integrali (a| i la), <a|é|b> e S = (alb) vanno calcolati usando le coordinate
confocali ellittiche (vedi 2.3).

In pratica basta mostrare, senza calcolare gli integrali, che:

3 . _
(ol Lla) = % Jdr e 2%l —2Z3R ! [ dEdn e #RE) (£ ) =
=% [*, [ dxdye” ") (x+y) = Zofi (u)

e, analogamente,

3 3R2 o _
(al|b) = % [ dr e ) d = 25 [ [P dEdn e 7R (& +1p) =

Tp

=Ze [" = dxdye ™ (x+Y) = Zefa(u).

2 . : 2
Infine E, = (% *Ze> *Ze%(%)(uhr% - % +Zof(u).
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b) Dal calcolo degli integrali in coordinate ellittiche si ottengono i seguenti risultati:

—27¢R(_ 2ZeR _y7 _
(altla) = =5 (a| L) = e #RZ,(1 - Z.R): (alb) =

— %R (1 +Z,R+ 233RZ> .

L’espressione finale ¢

_\(z 3¢ ZeR(147,R)+3-272R* | _ 72 Zeglw) _ _ 72
Ey= {( 2 Z") R(3e2R+3Z,R+Z2R2) | — 2 Ze+ZeRd(u) =73 Z|!

= %Z_Ze f(u)
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2.1.57 Problema

Sia E (R) I'energia dell’orbitale legante 6, s di H," nello schema LCAO in funzione
dalla distanza internucleare R. Per R compreso fra circa 1 e 1.6¢V, tale funzione
¢ ben descritta dal fit polinomiale E (R) = a+ bR+ cR? + dR3, dove a = 0.1344,
b=—-30.918,c=20.1512,d = —4.2605, con I’energia espressa in elettronvolt (vedi
Fig. 2.20).

-14.9¢

-15.0f

=15.1F

V(R)(eV)

=15.2F

-153}

-154L, . s . N . o
1.0 1.1 12 13 14 15 16

R(R)

Fig. 2.20 Energia dell’orbitale legante 045 dello ione molecolare idrogeno

a) Trovare la distanza di equilibrio R, la frequenza di oscillazione @y, il coeffi-
ciente di anarmonicita 3, la separazione tra i primi due livelli vibrazionali, la
costante rotazionale B e I’energia Er necessaria per eccitare rotazionalmente lo
stato fondamentale.

b) Stimare Rgf; Ve I’energia di legame E 1(9” ) della corrispondente molecola mesica, in
cui I’elettrone ¢ sostituito da un mesone u (il rapporto delle masse ¢ N = ;"n—“ =
207). ‘

c¢) Stimare wé“ ) e El(fl ) per la molecola mesica. Lo spettro roto-vibrazionale, ol-
tre che spostato in energia, ¢ fortemente anomalo. Perché? (Suggerimento: Le
energie dei due sistemi sono legate da una legge di scala).

Soluzione

a) Imponendo g—g = 0, si hanno due soluzioni, R.; = 1.3194 e R = 1.834A. Que-
st’ultima va scartata perché fuori dell’intervallo di validita del fit.
Per R=R,,
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J’E .
K==—| =2c+6dR, =6.585eVA?=10536Jm 2,
IR |,
IE -3 1y -3
k==| =6d=-25563eVA=-40.9x10" Jm™>.
IR |,

Per trovare il coefficiente di anarmonicita 3, si deve rendere il potenziale di Mor-
se Vi (R) = D, [e‘za(R—RO) —2¢~R=Ro) | (vedi 2.3) compatibile con quello in
figura. A tal fine si impone che i due potenziali abbiano la stessa distanza di
equilibrio Ry = R., ed uguali derivate seconda e terza.

Vi (Ro) = 20°D, = K,
Vi/ (Ry) = —6a°D, = k.
Si ottiene subito che

a=1.294x108cm™!

D, = 3.146 x 10~ %erg = 1.97¢V.

2
o=/ 5 =/ —356%x10%ad s,
u My

dove u = % ¢ la massa ridottae 3 = %"’e =0.02969.

Poiché hay =0.234 eV, e E, = hiay [(v + %) -B (v + %)2} , consegue che E| —
Ey =0.220 eV.
2
La costante rotazionale ¢ B = M: - = 3.69 x 1073 eV; I’energia necessaria per
eq
eccitare rotazionalmente la molecola & Egx = 2B = 7.38 x 1073¢V.

Pertanto

b) L’equazione di Schrédinger per 1’orbitale mesico ¢

o, e’ e? e’
- - - —EW | ®(r,R)=0;
{ 2my Admegra 47178()r3+47l'£oR } (rR)

tuttavia, introducendo il raggio di Bohr mesico a; = ‘;]—0, dove ag = 0.5315, ed

adottando I'insieme di unita my = ay = h = 4ngy = e = 1, I’equazione assume
la stessa forma di quella per 1’orbitale elettronico dello ione molecolare H;r in

u.a.
1, 1 1 1 B
STt EW|ew=0 .
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Va da s¢ che le energie si misurano nel corrispondente Hartree mesico: E;; =

nEy, dove Ey = 27.2 ¢V. Inoltre la distanza di equilibrio & Rgf;) = % e vale

5.1 x 10734 partendo dal valore di Ry = 1.06 A per H, (6.4 x 10734 partendo

dal valore LCAORy = 1.324 ) e I’energia di legame ¢ E 1(3“ ) = 577.5¢v partendo
dal valore di 2.79 eV (366.4 ¢V partendo dal valore LCAO 1.77 €V).

¢) L’equazione (1) & universale e dunque lo & anche 1’autovalore, la funzione E (x).
Quest’ultima, una volta nota, puo essere specializzata al caso dell’elettrone o del
mesone semplicemente moltiplicando I’energia e la di-
stanza interatomica per 1’opportuno fattore di scala; nella fattispecie

R R
EW (R) = E,E () e EO(R)=EE () .
ay apo
Si vede allora che

B (®) = GhEur (20 ) =nkok (n ) = nE® (nR).

ap dy

. 2E(K)
Ne consegue che la costante di forza kM) = %ﬁ

n3/ 2 @y; I’energia vibrazionale vale ha)(g“ ) = 694eV.

La massa ridotta del moto nucleare € ancora [+ = @, e la costante rotazionale
2

scalacon i3, e a)é”) =

R,

scala con 1?; cosi E ,g” ) = 316.2eV. L’energia necessaria per eccitare rotazional-
mente lo stato fondamentale ¢ dell’ordine di quella vibrazionale, mentre nelle
molecole usuali & generalmente molto pitl piccola.
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2.1.58 Problema

Il seguente potenziale descrive lo stato elettronico fondamentale di una molecola
biatomica V (R) = D,[1 — e~ *R=Ro)]2,

Per piccoli valori di & = R— Ry, V(&) pud essere sviluppato in serie di potenze.
Determinare:

a) I coefficienti dello sviluppo fino all’ordine O(&3);
b) La correzione all’energia dei primi due stati dell’ oscillatore armonico nell’ipotesi
che i termini non quadratici siano molto minori del termine quadratico.

Soluzione

1/4 2 1/4 2
a) I primi due stati dell’ oscillatore sono Yy = (g) e’% ey = (ﬁ) ée’%

1/2
_ (ku
con f3 = (;‘7

I coefficienti dello sviluppo del potenziale sono:
V(0) =V'(0) =0, V"(0) = k = 2a’D,; V""(0) = —6a*D,; V'V (0) = 14a*D,.
b) I termini perturbanti sono:

V(&) = —%p,&3
Vi(&) = 4 p,es,

V3 (&) da contributo nullo alla correzione perché & dispari, mentre per Vs (£) si
ottiene

1/2
(voletlwo) = (B) 7 2% =
3\ 1/2
wilgy = (%) o = 5

In definitiva le correzioni all’energia dei primi due stati sono:

_ 14d*D, 3 __ 7 h*d*D,
AEy = =5 4p2 — 16 ku
AE, = 14a*D, 15 _ 35 1?a*D,

4 4p? T 16 «ku
che stanno nel rapporto 1 a 5.



238 2 Fisica molecolare

2.2 Esercizi proposti

2.2.1 Problema

Calcolare gli integrali di sovrapposizione a due centri, S(2s,2s) e S(2p;,2p.)=
S(2po,2po), rispettivamente tra orbitali atomici di Slater 2s e 2p; i cui centri sono
posti a distanza R lungo I’asse z. Gli orbitali sono ya,(r;) = N rie” % Yoo (6, ¢;) €
Yap. (r;j) =N rie"%i ¥y (Gi,(Pi) .

[R]: S(2s,25)=¢~ *R[1 + Ra + § (R)* + § (Rat)* + & (Ra)*],

S(2po,2pc)=e *R[—1 —Ro— 1 (Ra)* + & (Ra)’ + & (Ra)*]

2.2.2 Problema

La distanza internucleare di equilibrio del 3Cl, & 1.988 A 1l quanto di ener-
gia vibrazionale & 559.7 cm~! e I’energia di dissociazione & Dy = 2.479 eV.
Determinare:

a) Ilivelli di energia rotazionale della molecola e la loro degenerazione;
b) L’energia di dissociazione ed il quanto di vibrazione della molecola *3CI— 37CI,
¢) I valori dei parametri del potenziale di Morse per la molecola 3CI— ¥7CI.

[R]: b) Do (¥C1 =¥ Cl) =19996.9 cm™!, heo = 552.1 em™;
¢) Dg (3°C1—=7Cl1) =20269.2 cm™"; & = 1.061 u.a.

2.2.3 Problema

Si consideri un’ipotetica molecola romboidale A, B, . Nell”approssimazione di Hiickel
siano gli integrali di salto tutti uguali e pariat = —1 eV mentre E4 =0e Ep = -3
ev.

a) Derivare I’energia di formazione Ey della molecola rispetto agli atomi liberi;

b) Supponendo di inviare radiazione elettromagnetica di lunghezza d’onda A > 400
nm, dire se la molecola si puo dissociare in due dimeri AB;

c¢) Nella stessa ipotesi, dire se si pud dissociare nei due dimeri AA e BB.
Si supponga che ¢, E4, Ep non cambino dopo I’eventuale dissociazione.

[R]: a) E; = 10 eV; b) Si; ¢) No
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2.2.4 Problema

Il potenziale internucleare della molecola H3>CI & ben descritto dal potenziale di
Morse V (r) = D, e~ 2*(R=Ro) _2¢=*(R=R0)] con i seguenti valori dei parametri D, =
462eV,00=18TA"', Ry=1.27A.

Si chiede di determinare, a T = 1000 K, la frazione di popolazione dei primi tre
livelli vibrazionali nell’ipotesi in cui gli autovalori dell’energia siano approssimabili
con quelli dell’oscillatore armonico lineare.

[R]: fo =0.986, fi =0.0138, f3 =0.00018
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2.3 Formule utili

e ENERGIA ELETTRONICA (molecola biatomica)

Es(R) = E; () +V(R)
Ry ¢ il valore d’equilibrio della distanza interatomica; D, ¢ il valore del potenziale
alla distanza di equilibrio
Potenziale di Morse

V (R) — De [efza(RfRo) _ 2eia<RiR0):|

o dipende dalla molecola considerata.

Costante di anarmonicita

B haop
®= 1D,

Potenziale di Lennard-Jones

e ENERGIA ROTAZIONALE

Hamiltoniano del rotatore libero

Iy sono le componenti del tensore d’inerzia diagonale e Jy le componenti
dell’operatore di momento angolare.

Trottola Simmetrica (ellissoide di rotazione)
E’ caratterizzata da | = I;, I, = L = Iy, pertanto

H_J§+J§ VA (1 1>J2

20, 21y 20 \20 20 )%
2 h2
Gli autovalori sono, posto B= — e A = —,
21 ZIH

E.(J,A,M;) = BJ(J+1)+ (A —B)A?

J=0,1,2,.;A=JJ—1,....—J;M;=J,J—1,...,—J. A ¢ il numero quantico
che specifica la componente lungo 1’asse dell’ellissoide associato alla molecola;
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Mj & la componente lungo ’asse Z costante del laboratorio. La degenerazione
dei livelli corrispondenti a A # 0 & g; = 2(2J+ 1) mentre & g; = 2J + 1 nel caso
A=0.

Sel, > ] I’ellissoide & prolato; se | < ] I’ellissoide ¢ oblato.

Trottola sferica (sfera)

E’ caratterizzata da I, = I, = Iy, ovvero A = B, pertanto
E.(J,A,M;)=BJ(J+1)

La degenerazione dei livelli & g; = (274 1).

Rotatore lineare

Esiste un solo momento d’inerzia I = uR%, ove U ¢ la massa ridotta della
molecola ed R la distanza interatomica. Inoltre A = 0.

E.(J,M;)=BJ(J+1)
La degenerazione dei livelli & g; = (2J+1).

e ENERGIA ROTOVIBRAZIONALE (molecola biatomica)

1
Eyn, = hay <n+2> +BI(J+1)

e COORDINATE CONFOCALI ELLITTICHE

&= 5 (atn) 1<g<os
1

n= g ra=n) —1<n<1

0<¢<2r

Elemento di volume "
R
dr == (& —n?)dédnd¢
¢ MOLECOLA H;

La base minima ¢ composta dagli orbitali atomici 1s dei due atomi d’idrogeno.
Con questi si formano (approssimazione LCAO):
la combinazione gerade

1
Dy (R,1) = m [915(ra) + P15(7p)]

la combinazione ungerade
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,(R.r) — 2(1_5) [015(ra) — 014(1)]

R ¢ la distanza internucleare, r la coordinata dell’elettrone rispetto al baricen-
tro della molecola, r, ed r, la coordinata dell’elettrone rispetto al nucleo a e b
rispettivamente. S = (@15(r4)| ¢15(rp)) & I'integrale di sovrapposizione.

Energia degli stati gerade ed ungerade

2
(1+R)e R+ (1 - 3R2) e R
Eg«,u(R) =E;s+ E 1

1+ (1 +R+ 3R2> e R

E,(R) ha un minimo per Ry=2.49 u.a.=1.32 A per il quale E1; — E¢(Ry) = D, = 0.065
u.a. =1.77eV. 1 valori esatti sono Ry=1.06A e D, = 2.79¢eV. Inoltre per lo stato
ungerade E,(Ry) — E1s = 0.276 u.a. = 7.51¢V.

Integrali notevoli (per R = Ry = 2.49u.a.)

1
o) =1
-l =1,
(al Sla)y = L (14R)e 2% = 03776
a}"ba_R e — U. ’

1
(a| —|b) = (1+R)e ® =0.289,
Ta

R2
S(R) = (1 +R+ 3) e’ =0.4607

e MOLECOLA H,

In approssimazione LCAO Ry=1.5 u.a.=0.8A per il quale 2E;; — E¢(Ro) =
D, = 0.098u.a. = 2.68¢V; i valori esatti sono: Ry = 1.4u.a. = 0.74A e D,=0.175
u.a.=4.75eV.

Legame di valenza (Heitler-London)

Le funzioni di prova

o — % [015(ra1)91s(rs2) — D (ra2)Brs (rsn )] .7

dove xs r sono, rispettivamente, le funzioni di singoletto e di tripletto, conducono
all’energia degli stati gerade ed ungerade:

K 1

Egu=2Ej+ ——k—— +—
e N A FaoR
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qui
1 1 1
5= {orlmnontm)] (1= = L o))
¢ 'integrale di Coulomb;
1 1 1
K = (¢15(ra1)d15(ra2)| (m “n rm) |915(ra2) P15(r1))

¢ I'integrale di scambio. Si trova Ry=1.6 uw.a.=0.87A per il quale 2E; — Eg(Ro) =
D, =0.115u.a.=3.14¢V.

e MODELLO DI HUCKEL

L’interazione ¢ limitata ai primi vicini; I’integrale di sovrapposizione ¢ una delta
di Kronecker. In questa approssimazione solo due termini compongono la matrice
Hamiltoniana, spesso indicati ¢, il termine diagonale e ¢, il termine fuori diagonale.
Nella base di sito {|i)}, se & & 1'Hamiltoniano di singola particella, si ha ot = (i| i)
et = (i|h|j) dove (i|j) = &;. Gli autovalori dell’Hamiltoniano sono:
Catena aperta
E, = o+ 2tcoskya

T
Conk,,z ml’l edn= 1,2,N

Catena chiusa
E, = o+ 2tcosk,a

2n
conk,=—nedn=0,+1,£2,..
Na
In questo caso gli orbitali sono degeneri a coppie escluso n = 0 e, per N pari,

n—= —_.

2
e SPETTROSCOPIA MOLECOLARE
Livelli rotazionali

a) molecole biatomiche (rotatore rigido)
La regola di selezione ¢
AJ ==+1

e dunque in assorbimento
BrancaR (AJ =1=j —j")

AE =2B(J"+1)
BrancaP (AJ =—-1=j—j")

AE = —2BJ"
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Le righe risultano equamente spaziate di 2B, mentre le due branche sono spaziate
di 4B.
L’intensita .# delle righe, nell’ipotesi che dipenda solo dalla popolazione dei

livelli, €
_ BI(JF1)

S o (2 +1)e T

1( [2ksT
=_ 1.
Jmax 2 ( B >

MOMENTO D’ INERZIA DI ALCUNE MOLECOLE

con

Molecola biatomica

R my

= My m2=,, R2

m, My

Rotatori lineari

R R (m;R-mR")?
l=m,R4mR?— —
mg+me
my My m.
R R
m Mg mg
Rotatore sferico
? my,
»Oo 5 o
./ ' = 5 m, R
m a

Fig. 2.21 Momento d’inerzia di alcune classi di molecole
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