
Contents

1 Manipulation of Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Operations on Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Guided Exercises on Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Problems on Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Invertible Mappings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.1 Injective, Surjective and Bijective Mappings . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2 Inversion of a Map. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3 Monotone Functions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.4 Guided Exercises on Invertible Mappings . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5 Problems on Invertible Mapings. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 Maximum, Minimum, Supremum, Infimum . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.1 Upper and Lower Bounds, Maximum and Minimum . . . . . . . . 41
3.2 Supremum, Infimum. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3 Guided Exercises on Maximum, Minimum, Supremum,

Infimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.4 Problems on Maximum, Minimum, Supremum, Infimum . . . . . 50

4 Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.1 Lists of Real Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.2 Convergence Notions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.3 Results on Limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.4 Guided Exercises on Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.5 Problems on Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5 Limits of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.1 Convergence Notions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.2 Results on Limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.3 Local Comparison of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.4 Orders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.5 Guided Exercises on Limits of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . 76
5.6 Problems on Limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

ix



6 Continuous Functions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
6.1 Basic Properties of Continuous Functions . . . . . . . . . . . . . . . . 89
6.2 Discontinuities, Continuous Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
6.3 Global Properties of Continuous Functions . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.4 Continuous Monotonic Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.5 Guided Exercises on Continuous Functions . . . . . . . . . . . . . . . 94
6.6 Problems on Continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

7 Differentiable Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
7.1 The Derivative of a Function. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
7.2 Derivatives of Elementary Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
7.3 The Classical Theorems of Differential Calculus . . . . . . . . . . . 110
7.4 Guided Exercises on Differentiable Functions . . . . . . . . . . . . . 113
7.5 Problems on Differentiability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

8 Taylor Expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
8.1 Taylor Expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
8.2 Guided Exercises on Taylor Expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
8.3 Problems on Taylor Expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

9 The Geometry of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
9.1 Asymptotes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
9.2 Convexity and Concavity, Inflection Points . . . . . . . . . . . . . . . 149
9.3 The Nature of Critical Points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
9.4 Guided Exercises on the Geometry of Functions . . . . . . . . . . . 153
9.5 Problems on the Geometry of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

10 Indefinite and Definite Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
10.1 Primitive Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
10.2 Computing Indefinite Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

10.2.1 General Techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
10.2.2 Rational Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

10.3 Riemann Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
10.4 The Fundamental Theorem of Calculus. . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
10.5 Guided Exercises on Integration. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
10.6 Problems on Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

11 Improper Integrals and Integral Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
11.1 Improper Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
11.2 Convergence Criteria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
11.3 Integral Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
11.4 Guided Exercises on Improper Integrals and Integral

Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
11.4.1 Improper Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
11.4.2 Integral Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

11.5 Problems on Improper Integrals and Integral Functions . . . . . . . 213

x Contents



12 Numerical Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
12.1 Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
12.2 Positive Series: Criteria. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220
12.3 Order, Series and Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
12.4 Alternating Series. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
12.5 Guided Exercises on Numerical Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
12.6 Problems on Series. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

13 Separation of Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
13.1 Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
13.2 The Method of Separation of Variables. . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
13.3 Guided Exercises on Separation of Variables . . . . . . . . . . . . . . 240
13.4 Problems on Separation of Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

14 First Order Linear Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
14.1 First Order Linear Equations with Continuous Coefficients . . . . 259
14.2 Guided Exercises on Linear First Order Equations . . . . . . . . . . 260
14.3 Problems on Linear First Order Equations . . . . . . . . . . . . . . . . 269

15 Constant Coefficient Linear Differential Equations. . . . . . . . . . . . . 275
15.1 Linear Equations with Constant Coefficients . . . . . . . . . . . . . . 275
15.2 The Homogeneous Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
15.3 The Nonhomogeneous Equation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278
15.4 Guided Exercises on Constant Coefficient Differential

Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281
15.5 Problems on Constant Coefficient Differential Equations . . . . . . 295

16 Miscellaneous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
16.1 Problems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297

Appendix A: Basic Facts and Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307

Appendix B: Calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

Solutions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325

Further Reading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363

Contents xi



http://www.springer.com/978-3-319-15427-5


	Contents



