
Contents

1 Toy Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 Ising Model for Ferromagnetism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.1 Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 Non-interacting Spins. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.1 Standard Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.2 Solution in Terms of Energy and Entropy . . . . . . . . . 11

2.3 Interacting Spins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3.1 Mean-Field Theory in Terms of Energy

and Entropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3.2 Mean-Field Theory in Terms of Average Field . . . . . . 23

3 Gases and Liquids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.1 Ideal Gas at Fixed Volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2 Ideal Gas at Fixed Pressure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.3 Ideal Gas Under Gravity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.4 Gas with Interactions: van der Waals Theory . . . . . . . . . . . . 34
3.5 Gas–Liquid Transition at Fixed Pressure . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.6 Behavior Near Critical Point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.7 Gas–Liquid Transition at Fixed Volume . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4 Landau Theory. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.1 Ising Ferromagnetism. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.2 Gas-Liquid Transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.3 General Order Parameters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.4 Beyond Mean Field: Universality Classes . . . . . . . . . . . . . . . 62

5 First Mathematical Interlude: Variational Calculus . . . . . . . . . . . 63
5.1 Example: Bobsled Race . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.2 Minimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.3 Example: Guitar String. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

ix

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_2#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_3#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_4#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_5#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_5#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_5#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_5#Sec3


6 Field Theory for Nonuniform Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.1 What is a Field? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.2 Nonuniform System in a Disordered Phase . . . . . . . . . . . . . . 76
6.3 Interface Between Ordered Phases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

7 Dynamics of Phase Transitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
7.1 Nucleation and Growth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
7.2 Heterogeneous Nucleation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8 Solids: Crystals and Glasses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
8.1 What is a Solid? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
8.2 Crystals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
8.3 Close-Packed Crystals, Crystallization of Hard Spheres . . . . . 98
8.4 Elasticity and Viscosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
8.5 Microscopic Interpretation of Viscosity . . . . . . . . . . . . . . . . 106
8.6 Glass Transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

9 Second Mathematical Interlude: Tensors . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
9.1 What is a Tensor? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
9.2 Working with Tensors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
9.3 Standard Vector and Matrix Expressions . . . . . . . . . . . . . . . 117
9.4 Transformation Under Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
9.5 Transformation Under Inversion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

9.5.1 Right-Hand Rule Versus Left-Hand Rule . . . . . . . . . . 125
9.5.2 Inversion of Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
9.5.3 Reflection of Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

9.6 Magnitudes, Directions, and Visualization . . . . . . . . . . . . . . 127

10 Liquid Crystals. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
10.1 Order and Symmetry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
10.2 Nematic Order Parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
10.3 Landau-de Gennes Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
10.4 Maier-Saupe Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
10.5 Onsager Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
10.6 Elasticity of Nematic Order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
10.7 Frederiks Transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
10.8 Defects in Nematic Phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
10.9 Chirality and Cholesteric Liquid Crystals . . . . . . . . . . . . . . . 176
10.10 Other Liquid-Crystal Phases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

x Contents

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_6#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_6#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_6#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_6#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_6#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_7#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_7#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_7#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_7#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_8#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_9#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec5
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec6
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec8
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec9
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec10
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-21054-4_10#Sec10


http://www.springer.com/978-3-319-21053-7


	Contents



