
Contents

1 Real Numbers, Sequences, and Limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Terminology and Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 Set Theoretic Terminology and Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.2 Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Real Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.1 Rules of Arithmetic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.2 The Order Axioms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.3 The Number Line . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2.4 The Absolute Value and the Triangle Inequality . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.5 The Archimedean Property of R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.6 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 The Limit of a Sequence .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.3.1 The Definition of the Limit of a Sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.3.2 The Limits of Combinations of Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.3.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4 The Cauchy Convergence Criterion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.4.1 Basic Facts about Cauchy Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.4.2 Irrational Numbers Are Uncountable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
1.4.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.5 The Least Upper Bound Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
1.5.1 The Least Upper Bound Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
1.5.2 Monotone Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
1.5.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

1.6 Infinite Limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.6.1 The Definition of the Infinite Limit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.6.2 Propositions for the Evaluation of Infinite Limits . . . . . . . . . . . . . 55
1.6.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2 Limits and Continuity of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.1 Continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.1.1 The Definition of Continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

ix



x Contents

2.1.2 Uniform Continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.1.3 The Continuity of Basic Functions and Their Combinations . 70
2.1.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.2 The Limit of a Function at a Point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.2.1 The Definition of the Limit of a Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.2.2 Basic Facts about Limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
2.2.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

2.3 Infinite Limits and Limits at Infinity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.3.1 Infinite Limits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.3.2 Limits at Infinity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
2.3.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

2.4 The Intermediate Value Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
2.4.1 The Extreme Value Theorem .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
2.4.2 The Intermediate Value Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
2.4.3 The Existence and Continuity of Inverse Functions.. . . . . . . . . . 100
2.4.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

3 The Derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
3.1 The Derivative .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

3.1.1 The Definition of the Derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
3.1.2 The Derivative as a Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
3.1.3 The Leibniz Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
3.1.4 Higher-Order Derivatives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
3.1.5 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3.2 Local Linear Approximations and the Differential .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
3.2.1 Local Linear Approximations .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
3.2.2 The Differential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
3.2.3 The Traditional Notation for the Differential . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
3.2.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

3.3 Rules of Differentiation .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
3.3.1 The Power Rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
3.3.2 Differentiation is a Linear Operation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
3.3.3 Product and Quotient Rules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
3.3.4 The Chain Rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
3.3.5 The Derivative of an Inverse Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
3.3.6 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

3.4 The Mean Value Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
3.4.1 The Proof of the Mean Value Theorem .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
3.4.2 Some Consequences of the Mean Value Theorem . . . . . . . . . . . . 152
3.4.3 Convexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
3.4.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

3.5 L’Hôpital’s Rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
3.5.1 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168



Contents xi

4 The Riemann Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
4.1 The Riemann Integral .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

4.1.1 Definition of the Riemann Integral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
4.1.2 Continuous Functions and Monotone Functions

are Integrable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
4.1.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

4.2 Basic Properties of the Riemann Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
4.2.1 The Integrals of Combinations of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
4.2.2 Additivity of the Integral with Respect to Intervals . . . . . . . . . . . 191
4.2.3 Mean Value Theorems for Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
4.2.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

4.3 The Fundamental Theorem of Calculus. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
4.3.1 The Fundamental Theorem of Calculus: Part 1 . . . . . . . . . . . . . . . 197
4.3.2 The Fundamental Theorem: Part 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
4.3.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

4.4 The Substitution Rule and Integration by Parts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
4.4.1 The Substitution Rule for Indefinite Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
4.4.2 The Substitution Rule for Definite Integrals .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
4.4.3 Integration by Parts for Indefinite Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
4.4.4 Integration by Parts for Definite Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
4.4.5 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

4.5 Improper Integrals: Part 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
4.5.1 Improper Integrals on Unbounded Intervals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
4.5.2 Improper Integrals That Involve Discontinuous Functions . . . 231
4.5.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

4.6 Improper Integrals: Part 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
4.6.1 Comparison Tests for Improper Integrals on

Unbounded Intervals. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
4.6.2 Comparison Tests for Improper Integrals That

Involve Discontinuous Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252
4.6.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

5 Infinite Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
5.1 Infinite Series of Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

5.1.1 Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
5.1.2 Criteria for the Convergence of Infinite Series . . . . . . . . . . . . . . . . 266
5.1.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274

5.2 Convergence Tests for Infinite Series: Part 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
5.2.1 The Ratio Test. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
5.2.2 The Root Test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
5.2.3 The Integral Test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282
5.2.4 Comparison Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289
5.2.5 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

5.3 Convergence Tests for Infinite Series: Part 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295
5.3.1 Alternating Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295



xii Contents

5.3.2 Dirichlet’s Test and Abel’s Test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300
5.3.3 A Strategy to Test Infinite Series for Convergence

or Divergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306
5.3.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

6 Sequences and Series of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
6.1 Sequences of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313

6.1.1 The Convergence of Sequences of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
6.1.2 Some Properties of Uniformly Convergent Sequences . . . . . . . 320
6.1.3 Proof of Remark 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327
6.1.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329

6.2 Infinite Series of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
6.2.1 The Convergence of Series of Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
6.2.2 Tests for the Convergence of Series of Functions . . . . . . . . . . . . . 331
6.2.3 Continuity, Integrability, and Differentiability of Sums . . . . . . 337
6.2.4 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337

6.3 Power Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339
6.3.1 The Convergence of Power Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340
6.3.2 Termwise Integration and Differentiation of Power Series . . . 345
6.3.3 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350

6.4 Taylor Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351
6.4.1 Taylor’s Formula .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351
6.4.2 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367

6.5 Another Look at Special Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369
6.5.1 The Natural Exponential Function .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370
6.5.2 The Natural Logarithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
6.5.3 Sine and Cosine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381



http://www.springer.com/978-3-319-27806-3


	Preface
	Contents
	Real Numbers, Sequences, and Limits
	Limits and Continuity of Functions
	The Derivative
	The Riemann Integral
	Infinite Series
	Sequences and Series of Functions
	Index

