
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Background and Content . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Statistical Duality—an Outline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Part I Mathematics

2 Rudiments of Hilbert Space Theory. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1 Basic Notions and the Projection Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2 The Fréchet–Riesz Theorem and Bounded Linear Operators . . . 17
2.3 Strong, Weak, and Monotone Convergence of Nets

of Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4 The Projection Lattice PðHÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.5 The Square Root of a Positive Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.6 The Polar Decomposition of a Bounded Operator . . . . . . . . . . . 26
2.7 Orthonormal Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.8 Direct Sums of Hilbert Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.9 Tensor Products of Hilbert Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.10 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Reference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 Classes of Compact Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.1 Compact and Finite Rank Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2 The Spectral Representation of Compact

Selfadjoint Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.3 The Hilbert–Schmidt Operator Class HSðHÞ . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.4 The Trace Class T ðHÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.5 Connection of the Ideals T ðHÞ and HSðHÞ

with the Sequence Spaces ‘1 and ‘2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.6 The Dualities CðHÞ� ¼ T ðHÞ and T ðHÞ� ¼ LðHÞ . . . . . . . . . . 52

vii



3.7 Linear Operators on Hilbert Tensor Products
and the Partial Trace. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.8 The Schmidt Decomposition of an Element of H1 �H2 . . . . . . 59
3.9 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4 Operator Integrals and Spectral Representations:
The Bounded Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.1 Classes of Sets and Positive Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.2 Measurable Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.3 Integration with Respect to a Positive Measure . . . . . . . . . . . . . 65
4.4 The Hilbert Space L2ðΩ;A;μÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.5 Complex Measures and Integration. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.6 Positive Operator Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.7 Positive Operator Bimeasures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.8 Integration of Bounded Functions with Respect

to a Positive Operator Measure. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.9 The Connection Between (Semi)Spectral Measures

and (Semi)Spectral Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.10 A Riesz–Markov–Kakutani Type Representation Theorem

for Positive Operator Measures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.11 The Spectral Representation of Bounded Selfadjoint

Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.12 The Spectrum of a Bounded Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.13 The Spectral Representations of Unitary and Other Normal

Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.14 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5 Operator Integrals and Spectral Representations:
The Unbounded Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.1 Elementary Notes on Unbounded Operators . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.2 Integration of Unbounded Functions with Respect

to Positive Operator Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
5.3 Integration of Unbounded Functions with Respect

to Projection Valued Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.4 The Cayley Transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
5.5 The Spectral Representation of an Unbounded Selfadjoint

Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
5.6 The Support of the Spectral Measure of a Selfadjoint

Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.7 Applying a Borel Function to a Selfadjoint Operator . . . . . . . . . 117
5.8 One-Parameter Unitary Groups and Stone’s Theorem. . . . . . . . . 119
5.9 Taking Stock: Hilbert Space Theory and Its Use

in Quantum Mechanics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

viii Contents



5.10 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

6 Miscellaneous Algebraic and Functional Analytic Techniques . . . . . 127
6.1 Normal and Positive Linear Maps on LðHÞ . . . . . . . . . . . . . . . . 127
6.2 Basic Notions of the Theory of C�-algebras and Their

Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
6.3 Algebraic Tensor Products of Vector Spaces . . . . . . . . . . . . . . . 134
6.4 Completions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
6.5 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

7 Dilation Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.1 Completely Positive Linear Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.2 A Bilinear Dilation Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
7.3 The Stinespring and Naimark Dilation Theorems . . . . . . . . . . . . 144
7.4 Normal Completely Positive Operators

from LðHÞ into LðKÞ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
7.5 Naimark Projections of Operator Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
7.6 Operations and Instruments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
7.7 Measurement Dilation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
7.8 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

8 Positive Operator Measures: Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
8.1 The Canonical Spectral Measure and Its Fourier-Plancherel

Transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
8.2 Restrictions of Spectral Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
8.3 Smearings and Convolutions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
8.4 Phase Space Operator Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
8.5 Moment Operators and Spectral Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
8.6 Semispectral Measures and Direct Integral Hilbert Spaces . . . . . 178
8.7 A Dirac Type Formalism: An Elementary Approach . . . . . . . . . 182
8.8 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

Part II Elements

9 States, Effects and Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
9.1 States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
9.2 Effects. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
9.3 Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
9.4 State Changes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
9.5 Compound Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
9.6 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

Contents ix



10 Measurement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
10.1 Measurement Schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
10.2 Instruments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
10.3 Sequential, Joint and Mixed Measurements . . . . . . . . . . . . . . . . 232
10.4 Examples of Measurement Schemes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
10.5 Repeatable Measurements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
10.6 Ideal Measurements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
10.7 Correlations, Disturbance and Entanglement . . . . . . . . . . . . . . . . 252
10.8 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
10.9 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

11 Joint Measurability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
11.1 Definitions and Basic Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
11.2 Alternative Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
11.3 Regular Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
11.4 Sharp Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
11.5 Compatibility, Convexity, and Coarse-Graining . . . . . . . . . . . . . 271
11.6 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274

12 Preparation Uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
12.1 Indeterminate Values of Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
12.2 Measures of Uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
12.3 Examples of Preparation Uncertainty Relations . . . . . . . . . . . . . 280
12.4 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285

13 Measurement Uncertainty. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
13.1 Conceptualising Error and Disturbance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
13.2 Comparing Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290
13.3 Error Bar Width . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294
13.4 Value Comparison Error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
13.5 Connections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302
13.6 Unsharpness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
13.7 Finite Outcome Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
13.8 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
13.9 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314

Part III Realisations

14 Qubits. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
14.1 Qubit States and Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
14.2 Preparation Uncertainty Relations for Qubits . . . . . . . . . . . . . . . 322
14.3 Compatibility of a Pair of Qubit Effects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324

x Contents



14.4 Excursion: Compatibility of Three Qubit Effects . . . . . . . . . . . . 329
14.5 Approximate Joint Measurements of Qubit Observables. . . . . . . 331
14.6 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340
14.7 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

15 Position and Momentum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
15.1 The Weyl Pairs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
15.2 Preparation Uncertainty Relations for Q and P. . . . . . . . . . . . . . 350
15.3 Approximate Joint Measurements of Q and P . . . . . . . . . . . . . . 353
15.4 Measuring Q and P with a Single Measurement Scheme . . . . . . 355
15.5 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
15.6 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364

16 Number and Phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367
16.1 Covariant Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 368
16.2 Canonical Phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
16.3 Phase Space Phase Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379
16.4 Number-Phase Complementarity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381
16.5 Other Phase Theories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384
16.6 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 386
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387

17 Time and Energy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389
17.1 The Concept of Time in Quantum Mechanics . . . . . . . . . . . . . . 389
17.2 Time in Nonrelativistic Classical Mechanics. . . . . . . . . . . . . . . . 391
17.3 Covariant Time Observables in Nonrelativistic Quantum

Mechanics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394
17.4 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402

18 State Reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405
18.1 Informational Completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 406
18.2 The Pauli Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408
18.3 State Reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413
18.4 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423

19 Measurement Implementations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425
19.1 Arthurs–Kelly Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 426
19.2 Photon Detection, Phase Shifters and Beam Splitters . . . . . . . . . 433
19.3 Balanced Homodyne Detection and Quadrature Observables . . . 439
19.4 Eight-Port Homodyne Detection and Phase

Space Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443

Contents xi



19.5 Eight-Port Homodyne Detection and Phase Observables . . . . . . 447
19.6 Mach–Zehnder Interferometer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452
19.7 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461

Part IV Foundations

20 Bell Inequalities and Incompatibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465
20.1 Bell Inequalities and Compatibility: General Observations . . . . . 465
20.2 Bell Inequalities and Joint Probabilities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 467
20.3 Bell Inequality Violation and Nonlocality. . . . . . . . . . . . . . . . . . 470
20.4 Bell Inequality Violation and Incompatibility . . . . . . . . . . . . . . . 471
20.5 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475

21 Measurement Limitations Due to Conservation Laws . . . . . . . . . . . 477
21.1 Measurement of Spin Versus Angular Momentum

Conservation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 477
21.2 The Yanase Condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 479
21.3 The Wigner–Araki–Yanase Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 479
21.4 A Quantitative Version of the WAY Theorem . . . . . . . . . . . . . . 481
21.5 Position Measurements Obeying Momentum Conservation . . . . 482
21.6 A Measurement-Theoretic Interpretation of Superselection

Rules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485
21.7 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 487
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 487

22 Measurement Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 489
22.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 489
22.2 Reading of Pointer Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 491
22.3 The Problem of Objectification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493
22.4 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 496
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 496

23 Axioms for Quantum Mechanics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 499
23.1 Statistical Duality and Its Representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 500
23.2 Quantum Logic. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 507
23.3 Filters and the Projection Postulate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514
23.4 Hilbert Space Coordinatisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 518
23.5 The Role of Symmetries in the Representation Theorem . . . . . . 524
23.6 The Case of the Complex Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 530
23.7 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 532
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 534

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 537

xii Contents



http://www.springer.com/978-3-319-43387-5


	Contents



