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2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

Differenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine ge-
suchte Funktion und deren Ableitung(en) auftauchen. Sie spie-
len innerhalb der Mathematik und auch in vielen Anwendungen
eine zentrale Rolle, etwa bei der Modellierung von dynamischen
und parameterabhéngigen Prozessen in Naturwissenschaften
und Technik, aber auch in den Wirtschafts- und Lebenswissen-
schaften.

Im Zentrum unseres Interesses steht auch die Frage nach der
Existenz und Eindeutigkeit der Losung solcher Gleichungen.

In diesem Kapitel wollen wir uns vor allem linearen Syste-
men 1. Ordnung, also mehreren skalaren linearen verkoppelten
Differenzialgleichungen 1. Ordnung widmen. Die gesuchte L6-
sungsfunktion ist dann vektorwertig. Eine Differenzialgleichung
heiBt linear, wenn die gesuchte Losungsfunktion und deren
Ableitungen in der Gleichung nur linear auftreten.

Einen weiteren Schwerpunkt bilden skalare lineare Differenzial-
gleichungen hoherer Ordnung. Bei solchen Gleichungen kom-
men nicht nur die erste Ableitung der gesuchten Losungsfunk-
tion, sondern auch héhere Ableitungen vor.

Wir werden erkennen, dass es einen Zusammenhang zwischen
diesen beiden Themen gibt. Ziel dieses Kapitels ist es, einen Ap-
parat zur Losung solcher Differenzialgleichungen zur Verfiigung
zu stellen. Dabei werden viele wichtige Methoden und Konzepte
der Analysis und der linearen Algebra auch in Kombination ver-
wendet.

Viele Grundlagen und Konzepte vor allem fiir skalare Differen-
zialgleichungen werden auch in Band 1, Kapitel 20 behandelt.

2.1 Grundlagen

Eine Differenzialgleichung ist eine Gleichung, in der eine
Funktion als Unbekannte auftritt. Es treten in solchen Glei-
chungen sowohl diese Funktion als auch deren Ableitungen
auf. Die Losung beruht auf Integration. Die Losungsfunktion
ist daher abhéngig von Integrationskonstanten.

2?
Welche Funktion y = y(x) erfiillt die Differenzialgleichung

T
eO,—]?
x [ :

Gesucht ist eine Funktion y: R — R, fiir die

y'(x) = sinx,

Beispiel
y'(x) = 5y(x)

gilt. Wir suchen also Funktionen y = y(x), x € R, die ab-
geleitet ein Vielfaches von sich selbst ergeben. Diese Eigen-
schaft trifft genau fiir die Exponentialfunktion zu, denn die
Ableitung der Funktion y(x) = ce** fiir A, ¢ € R nach x
ist y'(x) = Ay(x). Hier ist speziell A = 5 und ¢ € R belie-
big. Wir erhalten eine ganze Schar von Losungsfunktionen
y(x) = ce>*, siehe Abbildung 2.1. <

YA

=

Abbildung 2.1 Die Losungen y(x) = ce>* der Differenzialgleichung
y'(x) = 5y(x) fiir einige Werte ¢ € R.

Eine Differenzialgleichung ist ein
Zusammenhang zwischen einer gesuchten
Funktion und deren Ableitungen

Definition einer Differenzialgleichung 1. Ordnung

Eine Differenzialgleichung 1. Ordnung auf einem In-
tervall I C R ist eine Gleichung der Form

Y@ = fx,yx), xel,

Wobeiy:I—><C,yeC1(I)undf:Ix(C—>(C.

Wir betrachten den allgemeineren Fall von komplexwertigen
Funktionen y = y(x) und f = f(x, y(x)). Wenn eine Un-
terscheidung zwischen reellen und komplexen Funktionen
wesentlich ist, werden wir darauf hinweisen.

Als Ordnung einer Differenzialgleichung bezeichnet man die
hochste vorkommende Ableitung der gesuchten Funktion y.

Genau genommen handelt es sich hier um eine explizite Dif-
ferenzialgleichung. Falls die Auflosung der Gleichung nach
der Ableitung y’(x) nicht gelingt, nennt man die Differen-
zialgleichung implizit. Fiir y # 0 kann die implizite Diffe-
renzialgleichung

yy —6xsiny =0
als explizite Differenzialgleichung

,  Obxsiny
y =
y

geschrieben werden. Wir behandeln hier gewohnliche Dif-
ferenzialgleichungen, da die gesuchte Funktion y = y(x)
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Beispiel: Modellierung von Wachstumsprozessen mithilfe von Differenzialgleichungen

Die Zunahme einer Bevolkerung oder allgemeiner einer Population ist zu Beginn eines biologischen Wachstumsprozesses meist
proportional zum Bestand. Aufgrund beschrankter Ressourcen, wie etwa Nahrung und Lebensraum, kann die Population aber
nicht beliebig wachsen, sondern wird eine gewisse MaximalgroBe nicht tiberschreiten.

Problemanalyse und Strategie: Wir beschreiben die zeitliche Entwicklung einer Bevilkerung durch eine Funktion
x — y(x), wobei y(x) die GroBe der Population zur Zeit x bezeichnet. Die Zunahme proportional zum Bestand wird
mathematisch durch das exponentielle Wachstum beschrieben. Nach einer Zeitspanne A x wird sich die Bevolkerung
um

Ay=yx+Ax)—yx)

Individuen vermehrt haben. Solange genug Ressourcen vorhanden sind, wird dieser Zuwachs etwa proportional zur
Zeitspanne A x und zur Population y(x) zu Beginn des Zeitintervalls [x, x + A x] sein. Also gilt mit einer Proportiona-
litdtskonstanten A € R

Ay=Aiyx)Ax.

Allerdings ist dieser Wachstumsprozess nur bei sehr klei-
nem Ax zutreffend modelliert, da wihrend der Zeitspanne
Ax immer wieder neue Individuen dazukommen. Aus
%yc ~ Ay(x) und Ax — O entsteht die Differenzial-
gleichung

Y@ =iyx) x=0.

Eigentlich ist die Anzahl der Individuen ganzzahlig, aber
wir machen hier die idealisierende Annahme, dass der
Wachstumsprozess durch eine differenzierbare Funktion
gut beschrieben werden kann.

Beim logistischen Wachstum wird angenommen, dass eine Population eine gewisse Maximalgrofe K > 0 nicht
iiberschreiten kann. Wenn wir annehmen, dass die Anderungsrate der Population y’(x) sowohl proportional zum gerade
vorhandenen Bestand y (x) als auch noch zum verbleibenden Spielraum K — y(x) ist, ergibt sich die logistische Gleichung

Y =2y ) (K — y(x), x>0.

Losung:

Die uns schon bekannte Losung der Differenzialgleichung
Y (x) = Ay(x) ist y(x) = ce*. Eigentlich existieren un-
endlich viele Losungen. Die Konstante ¢ € R kann aus
einer Zusatzbedingung also etwa der Angabe der Popula-
tion fiir x = 0 berechnet werden. Durch diese Anfangsbe-
dingung istdie Losung eindeutig festgelegt. Eine exponen-
tiell wachsende Population iiberschreitet fiir x — oo jede
vorgegebene Grofle, was in der Praxis natiirlich nur eine
kurze beschrinkte Zeit oder fiir sehr kleine Populationen
zutreffen kann. Bei einer gewissen GroBe der Population
macht sich die Beschrinktheit der Ressourcen bemerkbar,
siehe Abbildung oben.

Durch Ableiten und Einsetzen in die logistische Gleichung
iiberzeugen wir uns, dass die Funktion

K

yx) =
L+ (585 — 1) e K>

eine Losung darstellt. In der untenstehenden Abbildung
sieht man, dass diese Funktion streng monoton wachsend
ist, falls die Anfangsbedingung y(0) < K erfiillt ist.

K=17,y9=3, \=4

K=7, yp=3, A=2

=Y
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nur von einer Variablen abhingt. Bei partiellen Differen-
zialgleichungen hingt y = y(x) von mehreren Variablen
x = (x1,x2,..., xk)T € Rk, k € N ab, und es konnen alle
moglichen partiellen Ableitungen vorkommen.

Bei Differenzialgleichungen héherer Ordnung treten entspre-
chend auch hohere Ableitungen auf.

Definition einer Differenzialgleichung n-ter Ordnung

Eine allgemeine Differenzialgleichung n-ter Ordnung
n € N hat die Gestalt

YV @) = flx, yx), Y @), .,y ()

fir x € I < R. Dabei sind y eine n-mal stetig
differenzierbare Funktion auf 7 also y € C"(I) und
f: I x C" — C eine Funktion von n 4+ 1 Verdnder-
lichen.

Unter einer Losung y einer Differenzialgleichung auf einem
Intervall J C I versteht man eine (mehrfach) stetig differen-
zierbare Funktion y: J — C, die die Differenzialgleichung
fiir jedes x € J erfiillt.

Beispiel Die Differenzialgleichung

Y@ =y xel=R,
wird durch die Funktionen y (x) = —ﬁ gelost, wobeic € R
eine Integrationskonstante ist. In diesem Fall hat die Funk-
tion y = y(x) an der Stelle x = —c eine Singularitit, d. h.,
die Losung existiert nur auf dem Intervall J = (—o0, —¢)
oder auf dem Intervall J = (—c, 00), aber jedenfalls ist J
verschieden von I = R. |

Abbildung 2.2 Die Lésung y(x) = — - mitc = 3.

Das Anfangswertproblem stellt Bedingungen
an die Lésung

Wie die Beispiele gezeigt haben, bekommen wir durch die zu-
grunde liegende Integration bei der Losung von Differenzial-
gleichungen eine (oder mehrere) Integrationskonstanten. Die
Losung ist erst durch zusitzliche Bedingungen festgelegt.
Dabei bestimmt die Ordnung die Anzahl der Bedingungen.

Definition eines Anfangswertproblems

Eine Differenzialgleichung

YW x) = flx, yx), YY), ...,y D) xel
wird als Anfangswertproblem fiir die gesuchte Funk-
tion y bezeichnet, falls zusitzlich n Bedingungen

y(x0) = y0, ¥ (x0) = ¥1, - - -, YD (x0) = yui

fiir ein xo € I vorgegeben sind.

Aufgrund der Ordnung » sind zur eindeutigen Festlegung der
n Integrationskonstanten n Bedingungen notwendig. Durch
die Angabe von Anfangswerten wird aus einer Schar von
Losungen eine spezielle Losung der Differenzialgleichung
ausgewihlt. Diese Schar von Losungen mit allen Integra-
tionskonstanten wird allgemeine Losung der Differenzial-
gleichung genannt.

Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen, dass eine solche
Losung y unter gewissen Voraussetzungen an die Funktion
f immer existiert und zu gegebenen Anfangsbedingungen
auch eindeutig ist.

Bei einem Randwertproblem werden ebenfalls n Bedin-
gungen an die Losungsfunktion oder deren Ableitungen vor-
gegeben, aber an mindestens zwei verschiedenen Stellen im
Intervall /. Meist beziehen sich die Vorgaben auf die Rand-
punkte des Intervalls. Randwertprobleme werden in Kapitel 3
behandelt.

Beispiel Zur Differenzialgleichung 2. Ordnung

y'(x) +y(x) =cosx, xe€ [O, %] ,

seien die beiden Anfangsbedingungen y(0) = y'(0) = 1
vorgegeben. Dabei setzen wir voraus, dass die Ableitung der
gesuchten Losungsfunktion y’ in den Randpunkten des ab-
geschlossenen Intervalls stetig fortsetzbar ist.

Wir werden sehen, dass sich die allgemeine Losung dieser
Differenzialgleichung in der Form

. X .
y(x) =cysinx + cpcosx + 5 sin x
schreiben ldsst. Aus

y0)=c;-04+c2+0=1
Y0)=ci—c-0+0-0=1

ergeben sich die beiden Integrationskonstanten zu c¢; = 1
und ¢ = 1, also

y(x) = sinx 4 cosx + % sin x

siche Abbildung 2.3. |



Beispiel Betrachten wir die obige Differenzialgleichung
2. Ordnung, also

" T
Y(x)+ykx)=cosx, x¢€ [O, 5] ,

mit den Randbedingungen y(0) = 1, y(%) = 7. Aus der
allgemeinen Losung dieser Differenzialgleichung

X
y(x) =cysinx + cpcosx + 0 sin x
mit den Bedingungen

y0)=c;-0+c2+0=1

(3)-arnor]-
y ) =T 4—7T

ergibt sich fiir die beiden Integrationskonstanten in diesem
Fall ¢ = % und ¢ = 1 und damit die Losung

3m . X .
y(x) = —sinx +cosx + — sinx,
4 2
siche Abbildung 2.3. <

v

RWP

AWP

]

Abbildung 2.3 Die Lésung y(x) = sinx 4 cosx + 5 sinx des Anfangs-
wertproblems (AWP) und die Lésung y(x) = 37” sinx 4 cos x 4 F sinx des
Randwertproblems (RWP) aus den obigen Beispielen.

2.2 Lineare Systeme von
Differenzialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Systeme von ge-
wohnlichen Differenzialgleichungen. Lineare Differenzial-
gleichungen sind die einzige grofie Klasse von Differenzial-
gleichungen, fiir die es eine vollstindige Theorie gibt. Diese
Theorie ist im wesentlichen ein Teil der linearen Algebra und
ermoglichtes, alle linearen Differenzialgleichungen vollstin-
dig zu l6sen. Die Theorie linearer Differenzialgleichungen ist
auch als erste Approximation bei der Untersuchung nichtli-
nearer Probleme sehr niitzlich.
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Definition eines linearen Systems von Differenzial-
gleichungen 1. Ordnung

Das System
Y (@) = A@)yx) + fx)

auf einem Intervall I € R mit A(x) = (a;;(x)) € C"™*",
ajj: I — Cfiri, je{l,2,...,n},neN,y: I - C"
und f: I — C" heifit lineares System von Differen-
zialgleichungen. Die Funktion f heif3t Inhomogenitiit.
Das System heifit homogen, falls f die Nullfunktion ist,
andernfalls inhomogen.

Beispiel Das lineare Differenzialgleichungssystem mit
y=01y)"

V() = y1(x) + y2(x)
y3(x) = =y1(x) + y2(x)
ist homogen. Das lineare System

Vi) = —y1(x) + y2(x) + &>

Y5(x) = y1(x) = 3y2(x) + x
)T

ist inhomogen mit der Inhomogenitit f(x) = e, x0)7. <

Mit dem Superpositionsprinzip werden aus
Losungen weitere Losungen konstruiert

Wir interessieren uns vor allem fiir die durch die Lineari-
tat dieser Differenzialgleichungen bedingte spezielle Struk-
tur der Losungen und die Beschreibung der allgemeinen
Losung.

Fir homogene lineare Differenzialgleichungen gilt das
Superpositionsprinzip. Darunter versteht man in der Mathe-
matik eine Grundeigenschaft homogener linearer Gleichun-
gen, nach der alle Linearkombinationen von Losungen
weitere Losungen der Gleichung ergeben.

Satz zum Superpositionsprinzip

Seien y; und y; zwei Losungen der homogenen Diffe-
renzialgleichung

yY(x)=Ax)yx), xelCR.

Dann ist jede Linearkombination

ayi+pBy2, a,peC,

von y; und y; ebenfalls eine Losung.

Beweis: Diese Behauptung folgt aus

/

(@y1(x) + By2(x) = ayi1(x)' + Byz(x)
aA(x)y1(x) + BA(x)y2(x)
= A@)(ay1(x) + By2(x)). .
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Kommentar: Die Menge aller Losungen der homogenen
linearen Differenzialgleichung y’(x) = Ay(x) bildet einen
linearen Vektorraum, genauer einen n-dimensionalen Unter-
raum des Vektorraums C! (I, C") aller einmal stetig differen-
zierbaren Funktionen von I nach C". Der Begriff Vektorraum
wird in Band 1, Kapitel 6 erklirt.

Auch Funktionen sind linear abhdngig oder
linear unabhéangig

Die Begriffe lineare Abhdngigkeit oder lineare Unabhdn-
gigkeit von Vektoren im R” oder C" kennen wir aus Band 1,
Abschnitt 6.4. Im Folgenden werden diese Begriffe in ganz
natiirlicher Weise auf vektorwertige Funktionen iibertragen.

Lineare Unabhangigkeit von Funktionen

Es seien yp, y2, ..., ¥y, C"-wertige Funktionen. Diese
n Funktionen heiflen linear unabhéngig auf / C R,
falls

cy1(x) +yr(x) + ...+ epynx) =0, Vxel,

¢l = ¢y = ... = ¢y = 0 nach sich zieht. Ansonsten
heilen diese Funktionen linear abhéngig auf /.

Ein niitzliches Werkzeug zur Entscheidung, ob lineare
Abhingigkeit oder Unabhingigkeit von n vektorwertigen
Funktionen yp, y2, ..., y, vorliegt, ist die Wronski-Deter-

minante
W[Y17y2»-~~7yn](x)
yi,1(x) y2,1(x) .. yu1(x)
y1,2(x) y22(x) ... yu2(x)
= det .
yl,n(x) y2,n(x) yn,n(x)

Dabei bezeichnet y; ; die i-te Komponente der Funktion y ;,
i,j=12,...,n.

Istdie Wronski-Determinante W[y, y2, ... y»](xo) # O fiir
ein xg € I, so sind die Funktionen y1, y2, ..., y, linear
unabhéngig auf dem ganzen Intervall 7, was man wie folgt
sieht.

Die Beziehung Z;’:I ¢iyi(xg) = 0 stellt ein lineares Glei-
chungssystem fiir die Unbekannten ¢y, ¢3, ..., ¢, dar. Da
nach Voraussetzung die Determinante der Koeffizientenma-
trix W[y1, y2, ..., ynl(xo) dieses homogenen Gleichungs-
systems von null verschiedenist,istc;i =cp =c3 =...=0
die einzige Losung von Z?:l ¢;iyi(xg) = 0. Daher ist
¢y = ¢ = ... = ¢y = 0 auch die einzige Losung von
2?21 ¢iyi(x) = 0 fiir alle x € I, und somit sind die Funk-
tionen yp, y2, ..., ¥, linear unabhingig auf dem Intervall
I CR.

Fiir homogene Systeme von linearen Differenzialgleichun-
gen gilt die folgende Umkehrung.

Satz

Sind y1, y2, ..., y, linear unabhéngige Losungen von

Y(x)=AX)yx), xel,

so ist die Wronski-Determinante W[y, yo, ...
fiir jedes x € I von null verschieden.

s Ynl(x)

Beweis: Wir fiihren diesen Beweis indirekt, d. h., wir neh-
men das Gegenteil an und fiihren diese Annahme zu einem
Widerspruch.

Gibe es eine Stelle xg € I mit W[y, y3, ...
so hitte das homogene System

, Ynl(xg) =0,

c1y1(xg) +c2y2(x0) + ...+ cpyn(xg) =0

eine Losung (¢, ¢2, ..., c,,)T #(0,0,..., O)T. Sei nun

yi=cyr1+aoy2+...+cnyn.

Wegen des Superpositionsprinzips ist y = y(x) eine Losung
von

Y(x)—AX)yx) =0
y(x0) =0.

Da y(x) = 0 ebenfalls eine Losung ist, wiirde aus der im
nichsten Abschnitt vorgestellten Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen fiir Anfangswertprobleme
cy1(x) +eay2(x) +...+cpynx) =0, xel,

folgen. Diese Gleichung wiirde aber einen Widerspruch zu
linearen Unabhiéngigkeit von y1, y2, ..., y, darstellen, also
unserer, indirekten Annahme zu Beginn, dass es eine Stelle
xo € I mit W[yq, y2, ..., ynl(xo) = O gibt, widersprechen.
Damit ist der Satz bewiesen. [ ]

?

Warum folgt im obigen Beweis aus W[y1, y2, ..., ynl(x0)
= 0, dass das homogene System c;y1(xo) + c2y2(xg) +
.. + cnyn(xg) = 0 eine Losung (c1,¢2y .oy cn) " #*
0,0,...,0)" hat?

Fiir n Losungen yi, y2,..., ¥, von y'(x) = A(x)y(x),
xel, ist also die lineare Unabhingigkeit durch
Wiy1, y2,..., ynl(x) # Ofiiralle x € I und die lineare Ab-
hiangigkeit durch W[y, y2,..., ynl(x) = O fiir alle x € [
charakterisiert. Es tritt nicht der Fall auf, dass es zwei ver-
schiedene Werte xq, x; € I mit W[y, y2,..., ynl(xg) =0
und W(y1, y2,..., yul(x1) # O gibt.



Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Eine Menge von n linear unabhingigen Losungen
Y1, Y2, ..., yn von ¥'(x) = A(x)y(x) bildet ein Fun-
damentalsystem. Die zugehorige Matrix

yi,1(x) y2,1(x) ... yu1(x)
y12(x) y22(x) ... yu2(x)
Y(x) = .
Ya(xX) y2,0(x) .o Ynn(x)

heifft Fundamentalmatrix.

Beispiel Das System

yw=(_y g

hat die beiden Losungen

2x —Xx
i) = ( o ) (%) = (zj_x ) :

Fiir die Wronski-Determinante W[y, y2] gilt

2x e

Wiy, y21(x) = det < —Zz" 9% ) =3e" #0.

Die Losungen yi(x) und y,(x) bilden daher ein Fundamen-
talsystem, und die Fundamentalmatrix ist

2x —Xx
e e
Y(x) = < _ezx 2@7)6 ) . <

Satz

Jedes lineare Differenzialgleichungssystem
Y (x) = Ax)yx)

besitzt ein Fundamentalsystem.

Die allgemeine Losung hat die Form
y=cayiteoy+...+ayn=Ye,

wobei Y eine Fundamentalmatrix und ¢ € C" ein belie-
biger Vektor ist.

Beweis: Sei xp € [ beliebig, aber fest. Mit der kanoni-
schen Basis e, e3, ..., e, von C" definieren wir die n An-
fangswertprobleme

yix) = A)y; xel,

yixo)=e;, i=12,...,n.

Wieder gibt es aufgrund der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen solcher Systeme, siehe nidchsten Abschnitt, die

2.2 Lineare Systeme von Differenzialgleichungen

Funktionen y1, y7, ..., y,. Diese bilden ein Fundamental-

system, da

Wiy1, y2, ..., ¥ul(xo) = det =1#0.

Es sei y irgendeine Losung von y’(x) = A(x)y(x), und
{¥1,y2,...,yu} ein Fundamentalsystem. Fiir das Glei-
chungssystem

y(x0) = c1y1(x0) + c2y2(x0) + ... +cnyn(x0), x0 €1

mit den Unbekannten cy,cp,...,c, existiert eine LO-
sung, da die Determinante des Gleichungssystems als
Wronski-Determinante wegen der linearen Unabhéngigkeit
von yi, y2, ..., yn von null verschieden ist. Die Funktion
z := Y i_; ¢; y; istaufgrund des Superpositionsprinzips eine
Losung von y'(x) = A(x)y(x) mit z(xg) = y(xp) fiir alle
x € I. Wegen der eindeutigen Losbarkeit solcher Systeme
folgt y(x) = z(x) = Y_i_; ciyi(x). .

Der Satz von Picard-Lindel6f sichert die
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Wir haben uns bis jetzt nicht iiberlegt, ob ein lineares System
iiberhaupt 16sbar ist. Die Eindeutigkeit der Losung koénnen
wir allerdings nur bei Anfangswertproblemen erwarten und
moglicherweise nur auf einem Intervall J C 1.

In Band 1, Abschnitt 20.3 wurde die Existenz und Eindeu-
tigkeit — der Satz von Picard-Lindelof — fiir allgemeine Dif-
ferenzialgleichungssysteme 1. Ordnung gezeigt. Wir werden
im letzten Abschnitt dieses Kapitels erkennen, dass dieses
Resultat ausreichend ist, da Differenzialgleichungen hohe-
rer Ordnung und auch Systeme hoherer Ordnung immer zu
Differenzialgleichungen erster Ordnung transformiert wer-
den konnen. D. h., jedes Anfangswertproblem hat zumindest
in einer kleinen Umgebung des Anfangswerts genau eine Lo-
sung unter der Voraussetzung, dass die Bedingungen des Sat-
zes erfiillt sind.

Wir werden den Satz von Picard-Lindelof fiir den viel einfa-
cheren Fall von Systemen linearer Differenzialgleichungen
formulieren und die wesentlichen Ideen des Beweises fiir den
allgemeinen Fall als Ubersicht zusammenfassen.

Satz

Sind die Koeffizientenmatrix A und die Inhomogenitét
f stetig auf I C R, so hat das Anfangswertproblem

Y (x) =AX)yx) + f(x)
y(x0) = Yo

fiir alle x, xo € I und yo € C" eine eindeutige Losung.
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2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

Dieser Satz ist grundlegend fiir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher Differenzialgleichungen. Er geht auf
die Mathematiker Ernst Leopold Lindelof (1870—1946) und Charles Emile Picard (1856—1941) zuriick.

Satz von Picard-Lindelo6f

Fir xg € R, yo € C",a,b > Osetze I = [xg — a,
xo+alund Q = {z € C"| ||z — yolloo < b}. Ist
die Funktion F: I x Q — C" stetig, komponenten-
weise durch die positive Konstante R beschriankt und
geniigt sie beziiglich ihres zweiten Arguments einer
Lipschitz-Bedingung mit Lipschitzkonstanten L, gilt

also

n
|Fj(x,u) = Fj(x,v)| <L) Jux — vl
k=1

firj=1,2,...,n,x € [und u, v € Q, so hat das
Anfangswertproblem

y(x)=F(x, y(x),

auf dem Intervall J = [x9 — «, X9 + ] mit ¢ =
min{a, b/R} genau eine stetig differenzierbare Lo-
sung y: J — Q.

y(x0) = Yo,

Die Existenz einer Losung bekommen wir nur lokal, also

in der Ndhe von xp, im Satz ausgedriickt durch I =

[xo — a, xo + a] fiir ein geeignetes a € R. Die Menge

Q, in der y(x) variiert, stellt in zwei Dimensionen geo-

metrisch ein Rechteck, in drei Dimensionen einen Quader

dar. Die Lipschitz-Stetigkeit im zweiten Argument von F

ist verantwortlich fiir die Eindeutigkeit der Losung. Die

Basis des Beweises bildet der Banach’sche Fixpunktsatz.

Drei Voraussetzungen sind zu erfiillen:

= Es wird ein vollstindiger metrischer Raum M beno-
tigt.

= Eine Fixpunktgleichung erhalten wir dadurch, dass
das Anfangswertproblem in eine Integralgleichung auf
dem Raum M umgeschrieben wird.

= Bei dem Operator in der Fixpunktgleichung muss es
sich um eine Kontraktion handeln, d.h. Lipschitz-
Stetigkeit des Operators mit einer Lipschitzkonstanten
kleiner als eins.

Diese recht restriktiven Voraussetzungen garantieren die

Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes und liefern

auch ein Verfahren, den Fixpunkt zu bestimmen.

Beweis: (i) Zunichst leiten wir eine Fixpunktgleichung
her. Integration der Differenzialgleichung liefert

X

y(x) = y(xo) +/ F(u, yu))du.

X0

Wir setzen

X

G = y(xo) + f Fu, y(u) du,

X0

xel

und suchen einen Fixpunkt dieser Abbildung G. Es wird
ein metrischer Raum M benétigt, der durch G in sich
selbst abgebildet wird. Wir setzen M = {f € C(J,C") |
If — yolloo < b}, mit J und b wie in der Formulierung
des Satzes. Fiir alle f € M gilt auch f(J) € Q. Wir
betrachten jetzt die Abbildung G: M — C(J, C").

(ii) Wir zeigen: G(M) € M, M ist ein vollstindiger me-
trischer Raum. Firallex € Jund j =1,2,...,nist

(G f)j(x) —yjol =

/ P, f0));du

0

X
/ du
X0

Es gilt also Gf € M und damit G: M — M. Der
Raum C(J, C") ist mit der Supremumsnorm || f — gllco =
max;—12,..,|(f—g);lfiralle f, g € M ein vollstindi-
ger Raum, also ein Banachraum. M ist als abgeschlossene
Teilmenge dieses Raumes selbst ein vollstdndiger metri-
scher Raum. Wir suchen eine Losung y € M der Fix-
punktgleichung

b
<R <R—=b.
R

gy =y.

(iii) Wir zeigen nun, dass der Operator G fiir hinreichend
grofles m eine Kontraktion ist. Der Versuch, diese Bedin-
gung direkt fiir m = 1 nachzuweisen, liefert

1(Gf)j(x) —(Gg)j(X)| < Lnlx — xolllf — glloo -

Das n kommt wegen der Abschitzung der auftretenden
Komponenten | fi (u) — gx (u)| durch || f — glloo ins Spiel.
Nur im Fall Ln|J| < 1 ist G sicher eine Kontraktion.
Die folgende Abschitzung jedoch kann mittels vollstin-
diger Induktion nach m firallex € J, j = 1,2,...,n,
f,g € Mund m € N gezeigt werden:

L _ m
@7 )50 — @ g0l = I g
Ln|J|™
<PV p gl
m!

Da die Fakultit schneller wichst als jede Potenz, existiert
einmg € N, sodass G™ fiir jedes m > m eine Kontraktion
ist.

(iv) Als Letztes weisen wir die Existenz eines eindeutigen
Fixpunktes fiir G nach. Nach dem Banach’schen Fixpunkt-
satz existiert fiir jedes m ein Fixpunkt u,, € M. Mithilfe
der Kontraktionseigenschaften von G gelingt es zu zei-
gen, dass u,, = u,41 = y fir jedes m > mq. Somit
gilt

y=g""y=6G"y =0y.



Beweisidee:

Wir formen das Anfangswertproblem in eine dquivalente In-
tegralgleichung um. Es gilt

Y () =A@y @) + f(x)

/ y’(u)dMZ/ (A@)y(u) + fw))du
X X0

0

y(x) = y(xo) +/ (A y@) + fw))du.
X0

Fiir diese Fixpunktgleichung definieren wir induktiv mittels
Picard-Iteration die Funktionenfolge

Yo(x) := y(xo)
y = o)+ [ (A yotw) + £(u)) du
as1 () 1= y(xo) + / :(A<u)yn () + f ) du.
Diese Folge yy(x) konvergiert gegen die Losung y(x),
yo) = lim y,(x).

Die so erhaltene Losung y = y(x) des Anfangswertproblems
ist als Grenzwert der Folge y, (x) eindeutig bestimmt. [

Kommentar: Beilinearen Differenzialgleichungen ist die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung nicht nur lokal — wie
im allgemeinen Fall — sondern global fiir alle x € I gesichert.

Beispiel =~ Wir losen das skalare Anfangswertproblem
v/ (x) = y(x) mit y(x9) = y(0) = 1 mittels Picard-Iteration:

yo(x) =1

y1<x)=1+/
0

X
1
yz(x)zl—i—/ (I4+u)du =14 x4 =x>
0

X

ldu=1+x

2

1, 13
vi(x)=1+x+ -x"+ —x

2 3!
W=y
yn(x) = -
!
= k!
Somit erhalten wir
o0 xk
— T - T
Yo = lim ya() = o =e".
k=0
Diese unendliche Reihe konvergiert fiir alle x € C. |

2.2 Lineare Systeme von Differenzialgleichungen

Abbildung 2.4 Konvergenz der Picard-Iterierten y; fir i = 2, 3, 4 zur Grenz-
funktion y(x) = e*.

Die Losung von linearen Systemen 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten lasst sich als
Matrixexponentialfunktion schreiben

Im Fall der Differenzialgleichung

() =Ayx), AeC”",

kann ein Fundamentalsystem immer mithilfe der Matrix-
exponentialfunktion angegeben werden. Die Matrixexponen-
tialfunktion und deren grundlegende Eigenschaften werden
im Folgenden zusammengefasst.

Zur Erinnerung: Im Fall n = 1, also fiir y'(x) = ay(x),
a € Cund einer Anfangsbedingung y(xg) € Cistdie Losung
y(x) = y(xg) e**. Motiviert durch dieses Beispiel machen
wir fiir die Losungen des Systems mit konstanten Koeffi-
zienten den Ansatz
yx) =vet, LeC,veC".

Durch Differenzieren und Einsetzen in das lineare System
erhalten wir

awer = Ave™ = rv=Av.

Das kommt uns aus der linearen Algebra sehr bekannt vor:
y(x) = ve** lost die Differenzialgleichung genau dann,
wenn A ein Eigenwert von A ist und v ein zugehoriger Eigen-
vektor. Ist die konstante Matrix A diagonalisierbar mit Eigen-
werten Ay, A, ..., A, und Eigenvektoren vy, v, ..., v,, SO
sind alle v; erM* i =1,2,...,n,linear unabhingige Losun-
gen. Daher ist die Matrix

Y(x) = (v &M, 006", M)

eine Fundamentalmatrix von y’(x) = Ay(x). Den Zusam-
menhang dieser Darstellung von Y (x) mit der Matrixexpo-
nentialfunktion leiten wir nach der folgenden Definition her.
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2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

Definition der Matrixexponentialfunktion

Sei A eine reelle oder komplexe n x n -Matrix. Die Ma-
trixexponentialfunktion ist fiir x € R definiert durch

2x2 A3 3

A X 2 Akxk
TR +...:];) P

Y =1+ Ax +

Diese Reihe konvergiert fiir jedes x € R.

Falls zwei n x n-Matrizen A und B kommutieren, also
AB = BA gilt, so folgt

Diese Eigenschaft kann in analoger Weise wie fiir die skalare
Exponentialfunktion ¢, a € C, mithilfe der Cauchy’schen
Produktreihe zweier unendlicher Reihen gezeigt werden,
sieche Band 1, Abschnitt 10.3. Daraus resultieren einige wei-

tere Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion e4.

1. A0+ = pAYAZ fiirglle x, z € R.

2. e4¥ ist regulir und (eA*)~l = = Ax fiir jedes x € R.

3. Die Abbildung x > eA4¥ ist differenzierbar fiir jedes
x € Rund es gilt (e4¥) = A eA*,

Aus der letzten Eigenschaft folgt, dass die Matrixexponen-
tialfunktion e4* eine Fundamentalmatrix der Differenzial-
gleichung y’(x) = Ay(x) ist.

Die explizite Berechnung von e4* erfolgt allgemein unter

Verwendung der Jordan’schen Normalform J der Matrix A.
Es gilt

A=TJT™ ",
wobei die n x n -Transformationsmatrix 7', deren Spalten die

Eigenvektoren und Hauptvektoren von A sind, regulir ist. Es
gilt

00 N
Ax (TJT 'x)
¢ _Z k!

k=0

k k S
k=0

Wie leicht zu erkennen ist, geniigt es also e/* zu berechnen.

Falls wie in dem motivierenden Beispiel zu Beginn dieses
Abschnitts die Matrix A diagonalisierbar ist mit Eigenwerten

A1, A2, ... A, und Eigenvektoren vy, v, ..., v, so folgt
eA)C — TeJ)C T*l
akxk 220 akx o Ak xk
_ n —1
= Td1ag< ] ,...,kz(:) I T

= T diag(eM”, Zx,...,e

und mit TeJxT_1 ist auch Tel* = (v|eM*, vye?2
, Un e n*) eine Fundamentalmatrix Y (x). Die Berechnung
von T~ ! ist also nicht unbedingt notwendig.

?
Warum ist mit T e/*T~! auch T e/* = (v €M1, vy e*2¥
., vpe*)  eine  Fundamentalmatrix Y (x) fiir
Y (x)=Ay(x)?

Falls A nicht diagonalisierbar ist, hat die Jordan’sche Nor-
malform J die allgemeine Gestalt

Ji 0 0 ... O
0o J, 0 ... 0
J=| 0 0 J3 0
0 0 0 . Ji
Dabei ist jeder Jordanblock J;, i = 1,2,...,k, eine
m; X m; -Matrix der Form
wi 10 0 0
0 wu; 1 0 0
0 0 ;.00
Ji= . . Mi ,
0 0 0 . u 1
0O 0 O 0w

wobei 4; € {A1, Az, ...\, }ein Eigenwert von J ist. Der Fall
Ji = (w;) ist zugelassen. Ein Eigenwert p; kann in mehre-
ren Blocken auftreten. Zu jedem Jordanblock J; gehoren ein
Eigenvektor und m; — 1 Hauptvektoren. Die geometrische
Vielfachheit eines Eigenwerts A ist gleich der Anzahl der
Jordanblocke, in denen der Eigenwert XA auftritt. Die alge-
braische Vielfachheit eines Eigenwerts ist gleich der Summe
der Dimensionen aller Jordanblocke, in denen der Eigenwert
A auftritt.

Wir berechnen e/ fiir einen m x m -Jordanblock

A1 0 ... 0 0

oOrx 1 .0 0

00 A 0 0
J:

00 0 A1

000 0

Fiir diesen m x m -Jordanblock, der dem Eigenwert A ent-
spricht, gilt



2 m—1
L x 5 4(271)!
01 «x
e _ x| 001
00 0 x5
00 O 0 1 X
00 O 0 0 1

Dieser Sachverhalt ist eine Konsequenz aus der Darstellung
J = M + N, wobei die Matrix

010 ... 00
001 . 00

N = 0 0 O 0 0 ’
000 . 01
000 ... 00

eine m x m nilpotente Matrix darstellt, d. h. eine Matrix,
fiir die gilt: N¥ = 0 fiir alle k > m, m € N.

?

Uberpriifen Sie diese Eigenschaften fiir die Matrix N der
Dimension 4.

Dabher folgt

Nx x2 ) xm—l
=1 N+ —N ceet ——
e +xN + > + + m—1)!

m—1

Beispiel Sei A = TJT~! eine 3 x 3-Matrix mit Jor-
dan’scher Normalform

A 10
J=|0xr1
00 A

und Transformationsmatrix T = [v, hy, ho], wobei h;,
i = 1,2, die entsprechenden Hauptvektoren zum Eigenvek-
tor v sind. Es ist

x2

Jx _ AX

Q
S O -
O = =

2
X )
1

und die Fundamentalmatrix ¥ (x) = Te/* hat die Spalten

yix) = vet,

y2(x) = (xv+hy) e,

x2
70+xh1+h2 e

y3(x)

2.2 Lineare Systeme von Differenzialgleichungen | 25

Im folgenden Beispiel werden alle moglichen Fille von
Eigenwerten einer 2 x 2-Matrix A beriicksichtigt.

Beispiel Betrachten wir speziell das lineare zweidimen-
sionale Differenzialgleichungssystem y’(x) = Ay(x):

1. 21
=(12)

Die Eigenwerte von A sind A1 = 3 und X, = 1 und die
entsprechenden Eigenvektoren

v = : vy = -
1= 1 s 2= 1 .
Die allgemeine Losung y dieses homogenen Systems ist

y(x) = civi X +cve’, c1,c €C.

2.
A:21
02

A = 2isteine doppelter Eigenwert von A mit Eigenvektor
v und Hauptvektor £,

() (1)

Die allgemeine Losung y dieses homogenen Systems ist

y(x) = c1ve™ + cr(xv + h) e** |

3.
A= 2 1
-1 2

Die Eigenwerte von A sind

c1,c€C.

A =2+i
M=Ar=2—1

und die entsprechenden Eigenvektoren

(D)=(5)=1(2)=oem
)

Die allgemeine Losung y dieses homogenen Systems ist
mitcy,cp € C

Lt

(2+i)x @—i)x

y(x)=civie +cvye

=c1v1 €2 (cos x +isin x)+crv2 €2¥ (cos x —isinx) .
Durch Linearkombination der beiden konjugiert komple-
xen Fundamentallosungen erhilt man zwei linear unab-
hingige, reelle Fundamentallosungen

(0] €)X 4, 2-D)

X) =
yix) 2
= er(v COSX —usinx),
(vy e(2+i)x — vy e(2—i)x>
y2(x) = -
21
= ¥ (ucosx + vsinx). <
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2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

Kommentar: Eine typische n x n-Matrix A ist diago-
nalisierbar, hat also n Eigenwerte A1, A2, ..., A, — nicht
alle notwendigerweise verschieden — und n Eigenvektoren
v(, V2, ..., v,. Die Matrix A kann als A = TDT! ge-
schrieben werden mit D = diag(A1, A2, ..., Ay,) und T =
(v1, v2, ..., vy). Das lineare Differenzialgleichungssystem

¥ (x) = Ay(x) =TDT 'y(x),

lasst sich mit der Koordinatentransformation z(x) :=
T_ly(x) oder y(x) = Tz(x) entkoppeln. Aus

TZ(x) =y (x)=TDT 'y(x) =TDT 'Tz(x)
folgt z'(x) = Dz(x) oder

2 (x) = Mz1(x)

25 (x) = Aaz2(x)

Z;/1 (x) = Anzn(x)
mit allgemeiner Losung z;(x) = cier*, ¢; e C fiir
i = 1,2,...,n. Durch Riicktransformation y(x) = Tz(x)
gelangt man wieder zu der schon iiber die Matrixexponen-
tialfunktion bekannten Losung des Systems y(x)’ = Ay(x).

Die Methode der Variation der Konstanten
lost das inhomogene Problem

Ist eine spezielle Losung y, einer inhomogenen, linearen
Differenzialgleichung y’(x) = A(x)y(x) + f(x) bekannt,
so kann jede weitere Losung y als

y=yn+Jyp

geschrieben werden, vgl. Band 1, Abschnitt 20.2. Dabei wird
Yp als Partikuldirlosung, also als eine spezielle Losung der
inhomogenen und yy, als die allgemeine Losung der zugeho-
rigen homogenen Differenzialgleichung bezeichnet.

2

Uberlegen Sie sich, dass y = y, + yp immer eine
Losung der inhomogenen Differenzialgleichung y(x) =
A(x)y(x) + f(x) ist und dass umgekehrt jede Losung in
dieser Form dargestellt werden kann.

Mithilfe einer Fundamentalmatrix Y des homogenen Pro-
blems lédsst sich die allgemeine inhomogene Losung aus-
driicken durch

y=Yc+y,, ceC".

Wie findet man nun eine solche spezielle Losung y,?

Man variiert die Konstante, was zum Ansatz
Yp(x) =Y (x)e(x)

fiir die Partikulérlosung y,(x) fiihrt. Der konstante Vektor
¢ wird also als von x abhingige Funktion c(x) angesetzt.
Dieser Ansatz y,(x) = Y (x)c(x) und die entsprechende
elementweise Ableitung y;,(x) = Y'(x)e(x) + Y(x)c'(x)
werden in die Differenzialgleichung y'(x) = Ay(x) + f(x)
eingesetzt, was
Y,(0) =Y (x)e(x) + Y (x)¢ (x)
= AX)Y (x)e(x) + Y (x)c'(x)
= A@WY W) + £ ()

liefert. Nach Umformen und Integration erhalten wir
Y (x)e'(x) = f(x),
@)=Y fw).

c(x) :c(xo)+/ Y ') f(u)du .
X0

Fiir eine Partikulédrldsung y,(xg) = 0 ist ¢(xg) = 0. Das
Integral tiber den Vektor Yl f (u) ist komponentenweise
aufzufassen.

Allgemeine Losung des inhomogenen Systems
Das Anfangswertproblem

Y (x)=A@)yx) + f(x)
y(x0) = yo

hat die eindeutige Losung

y(x) =Y @)Y L xo)yo + ¥ (x) / Y~ ) f(u)du,
X0

wobei Y (x) eine Fundamentalmatrix des homogenen
Systems ist.

2

Wir sind zu Beginn dieses Abschnitts von der allge-
meinen Losung einer inhomogenen Differenzialgleichung
y(x) = Y(x)c + yp,(x) ausgegangen. Verifizieren Sie, dass
¢ =Y 1 (xq)yo folgt, falls y(xp) = yo gilt.

Beispiel Betrachten wir die einfache lineare, skalare Dif-
ferenzialgleichung
Y @) =gy(x)+a, qeR,

mit konstanter Inhomogenitit a € R und einer bei xg = 0
gegebenen Anfangsbedingung y(0). Die allgemeine Losung
der homogenen Differenzialgleichung ist y, (x) = ¢?*¢,und
mithilfe der Variation der Konstanten machen wir fiir die Par-
tikuldrlosung den Ansatz y,(x) = e?*c(x). Durch Ableiten



und Einsetzen in die gegebene Gleichung und anschlie3ender
Integration erhalten wir

y;,(x) =g et e(x) + e?c (x)
=get*c(x)+a
(x) =a

d(x) =ae ¥

/
e?*c

a
c(x) =——e

ypx) = et (_g) A
q q

und fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differen-
zialgleichung folgt

Y = yp(x) + ypx) = e — g :

Es iiberrascht in diesem Fall nicht, dass die Partikulédrlosung
konstant ist. Falls eine Anfangsbedingung y(0) gegeben ist,
kann die Konstante ¢ als Funktion von dieser ausgedriickt
werden. <

Auch die Ansatzmethode kann das
inhomogene Problem losen

Oft wird auch ein geeigneter Ansatz verwendet, um eine
Partikulédrlosung zu bekommen. Der entsprechende Ansatz
richtet sich natiirlich nach der Art der Inhomogenitit. Die
Inhomogenitit f einer Differenzialgleichung wird auch als
rechte Seite bezeichnet, daher spricht man bei dieser Methode
auch vom Ansatz vom Typ der rechten Seite.

Beispiel Wir wollen das folgende zweidimensionale An-
fangswertproblem y’(x) = Ay(x) + f(x) 16sen, wobei

1 =2 l—x+2€"
=) re=()

und die Anfangsbedingung y(xo = 0) = (3,0)" gegeben
sind. Die Eigenwerte von A sind A1 = 14-2i,A, = 1—2iund
die Eigenvektoren v; = (1, =) T, v, = (1,1i)T. Die allge-
meine Losung der homogenen Differenzialgleichung ergibt
sich zu

(1421)x (1-2i)x

y(x) =civie + e

und die entsprechende reelle Darstellung ist
_ x [ cos2x sin 2x 1
yx) =e ( sin2x —cos2x ) (02 ) ’
Da die Inhomogenitét f(x) in diesem Beispiel geméaf

po-(51)+ ()

2.3 Differenzialgleichungen héherer Ordnung

aufgespalten werden kann, wihlen wir als Ansatz fiir die
Partikulédrlosung

yp(x) =a+bx+e'd a,b,d e C>.

Nach Ableiten, Einsetzen und Koeffizientenvergleich erhal-
ten wir als Partikuldrlosung

wr=(3)+(2)

und schlieBlich ist die allgemeine Losung der inhomogenen
Differenzialgleichung in reeller Darstellung

() = cos 2x ¥y sin 2x v (X
YO =\ ginox )¢ T2\ —cos2x )€ eX )

Einsetzen der Anfangsbedingung y(0) = (3,0)T ergibt
c1 = 3 und ¢y = 1. Zusammenfassend erhalten wir fiir die
allgemeine Losung

(x) = yix)\ _ ( 3e*cos2x + e sin2x +x
Y = ya(x) ) 7 \ 3e*sin2x —e*cos2x +e* |-
<

Kommentar: Falls die Komponenten von f(x) Polynome
sind, so macht man einen Polynomansatz fiir die Partiku-
larlosung. Falls in f(x) Terme von der Form e#**, u € R,
auftreten, so wihlt man als Ansatz fiir die Partikuldrlosung
de*, d e C". Falls f(x) trigonometrische Polynome
acosvx + bsinvx, a,b,v € R, enthilt, passt als Ansatz
ebenfalls eine Funktion vom gleichen Typ.

2.3 Differenzialgleichungen
héherer Ordnung

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir eine ganz allgemeine
Differenzialgleichung n-ter Ordnung und auch das dazuge-
horige Anfangswertproblem definiert. Im Folgenden betrach-
ten wir eine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung.

Definition einer linearen Differenzialgleichung n-ter
Ordnung

Eine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung,
(n € N) ist eine Gleichung

an ()Y ™ (x) + ap—1 (x)y" P (x)
o ag)y(x) = f(x)

fiir jedes x € I, mit stetigen Funktionen a;: I — C,
j=12,....n,a,(x) #0,firx € Jund f: I - C
stetig. Falls f(x) = O fiir alle x liegt eine homogene
Differenzialgleichung vor, sonst eine inhomogene. Die
Funktion f(x) wird als Inhomogenitit oder rechte
Seite bezeichnet.

Die gesuchte Losungsfunktion y und deren Ableitungen tre-
ten in dieser Gleichung linear auf, werden also nur mit Funk-
tionen der unabhingigen Variablen x multipliziert.
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2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

Eine Differenzialgleichung hoherer Ordnung
ist auch ein lineares System 1. Ordnung

Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen folgen direkt aus dem
allgemeinen Satz von Picard-Lindelof fiir Differenzialglei-
chungen 1. Ordnung. Neue Variablen uy, u», ..., u, erlau-
ben es ndmlich, diese Differenzialgleichung hoherer Ord-
nung in ein System 1. Ordnung umzuschreiben,

ui(x) = y()
ur(x) = y'(x) =ujx)

w3(x) = y'(x) = uh(x)

un(x) = Yy V@) =ul,_ (x)

) = Y00 =~ (a1 @

+ap—2(X)up—1(x) + ...
+ a1 (x) = £ ()

Wir erhalten dadurch das System
w'(x) = A(x)ux) + g(x)

von Differenzialgleichungen 1. Ordnung, wobei

0
uq 0
uz
u= eC", gx)= : ecC"
: 0
Un fx)
an (x)
und
0 1 0 0
0 0 0
J— nxn
A= : : o 0 e g
0 0 ... 0 1
_ax) _aix) _ap—1(x)
an(x) ap(x) o an(x)

Es konnen daher alle Resultate, die im vorigen Abschnitt fiir
Systeme 1. Ordnung hergeleitet wurden, auf lineare Diffe-
renzialgleichungen hoherer Ordnung tibertragen werden.

Dabei wird eine (in)homogene Differenzialgleichung hohe-
rer Ordnung in ein (in)homogenes System 1. Ordnung {iber-
fiihrt.

Das Superpositionsprinzip gilt, jede Linearkombination von
Losungen der homogenen Differenzialgleichung ist wieder
eine Losung der homogenen Gleichung. Die Menge al-
ler Losungen der homogenen Differenzialgleichung ist ein
n-dimensionaler Vektorraum. Die linear unabhingigen Lo-
sungen yi, y2, ..., yn bilden ein Fundamentalsystem also

eine Basis dieses Vektorraums. Die n Losungen sind genau
dann linear unabhingig, wenn die Wronski-Determinante

W[)’l, )’2, MR )’n](x) =
y1(x) y2(x) yn(x)
yi(x) y5(x) Vi (x)
= det :
YW@y P P

an einer Stelle x € I nicht verschwindet.

Die allgemeine inhomogene Losung setzt sich zusammen aus
der allgemeinen Losung yj(x) der homogenen und einer
speziellen Losung y,(x) der inhomogenen Differenzial-
gleichung. Eine Partikuldrlosung kann wieder mittels der
Methode der Variation der Konstanten oder mit einem Ansatz
vom Typ der rechten Seite berechnet werden.

Die charakteristische Gleichung entspricht
dem charakteristischen Polynom einer Matrix

Betrachten wir nun den einfachen Spezialfall einer linearen
Differenzialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Motiviert durch die Losung y(x) = y(xq) M der
einfachen skalaren linearen Differenzialgleichung 1. Ord-
nung y'(x) = Ay(x), versuchen wir es auch in diesem Fall
mit y(x) = e** als Ansatz fiir die allgemeine homogene
Gleichung, wobei A € C noch unbekannt ist.

Beispiel Fiir die Differenzialgleichung

Y = 2y"(0) = y'(0) +2y(x) = 0

benotigen wir die ersten drei Ableitungen unserer Ansatz-
funktion y(x) = e**,

Yx) = xet,
V') = 2,
y///(x) — )\3 ekx_
2x | 2x

y=e“+e “+e

T -
X

1

Abbildung 2.5 Drei Fundamentalldsungen fiir y”'(x) — 2y”(x) — y'(x) +
2y(x) = 0 und eine Linearkombination y(x) = ¢ e 4+ ¢z e~ + c3 ¢* mit
cr=cp=c3=1.



Einsetzen in die urspriingliche Gleichung fiihrt zum Aus-
druck
WP —22 =1+ =0.

Da die Exponentialfunktion nie null wird, muss
M2 —A+2=L -2 —-DA+1)=0

gelten. Wir finden drei mogliche Werte fiir A und daher
auch drei Losungsfunktionen, yj(x) = e, y(x) =e*
und y3(x) = e*. Jede Linearkombination dieser Funktio-
nen ist ebenfalls eine Losung. Die Funktionen yj, y, und
y3 bilden ein Fundamentalsystem also jede Losung y von
y" —2y” —y' 4+ 2y = 0 lisst sich als Linearkombination
von yi, y2, y3 schreiben. <

Im allgemeinen Fall einer linearen Differenzialgleichung
n-ter Ordnung (n € N) mit konstanten Koeffizienten auf
I C R, also

any™ @) + ap—1y" V) + .+ agy(x) = f(x)

mit einer auf / stetigen Funktion f und ¢; € C,i = 1,
2,...,n,liefert der Ansatz y(x) = e** ebenfalls ein Funda-
mentalsystem fiir die homogene Differenzialgleichung. Ent-
sprechendes Ableiten und Einsetzen fiihrt auf

(an\" + an_ A"+ aih+ag) e = ph) e =0.

Die Gleichung p()) = 0 wird als charakteristische Glei-
chung einer Differenzialgleichung n-ter Ordnung bezeich-
net. Die Funktion y(x) = e** ist genau dann eine Losung
der Differenzialgleichung, wenn A eine Losung der charak-
teristischen Gleichung ist.

Kommentar: Die Losungen dieser charakteristischen
Gleichung p(1) = O entsprechen genau den Eigenwerten
der Matrix A, die man erhilt, wenn die skalare homogene
Differenzialgleichung n-ter Ordnung in ein n-dimensionales
System 1. Ordnung u’(x) = Au(x) transformiert wird. Die
charakteristische Gleichung entspricht daher dem charakte-
ristischen Polynom einer Matrix, wie wir es in Band 1, Ab-
schnitt 14.3 kennengelernt haben.

?

Schreiben Sie die Differenzialgleichung

Y(x) = 2y"(x) = y'(x) +2y(x) =0

aus obigem Beispiel in ein dreidimensionales System 1. Ord-
nung u'(x) = A(x)u(x) um. Was sind die Eigenwerte der
Matrix A?

Falls das charakteristische Polynom n verschiedene Nullstel-
len A € C,k =1,2,...,n hat, erhilt man n linear unab-
hingige Losungen, also ein Fundamentalsystem

Yi(x) = MYy (x) = M,y (x) = M

2.3 Differenzialgleichungen héherer Ordnung

Jede beliebige Losung y kann als Linearkombination darge-
stellt werden.

Falls eine Nullstelle A der charakteristischen Polynoms die
Vielfachheit m > 1 hat, sind die Funktionen

Ax , 1 e)Lx

yi(x) =My =x e, () = XM

m linear unabhingige Losungen der Differenzialgleichung.
Die lineare Unabhingigkeit kann durch Berechnung der
Wronski-Determinante nachgewiesen werden.

Falls das charakteristische Polynom eine komplexe Nullstelle
A = a + ib hat, wissen wir schon, dass

&M = @Y — o (cog bx + i sin bx)

eine komplexwertige Losung ist. Aufspalten dieser Losung
in Realteil und Imaginirteil zeigt, dass Re (") und Im (e*)
reelle Losungen der Differenzialgleichung sind, die dem Paar
a + ib konjugiert komplexer Nullstellen entsprechen. Falls
diese komplexe Nullstelle des charakteristischen Polynoms
die Vielfachheit m hat, sind die Funktionen

x/ e cosbx und x/e™sinbx, j=0,1,2,...m—1,
2m linear unabhingige reelle Losungen der Differenzialglei-
chung.

Zusammenfassend: Da das Polynom p(A) —nach Vielfach-
heiten gezihlt — genau n Nullstellen hat, existieren auch im
Fall mehrfacher Nullstellen n linear unabhéngige Losungen
Y1, ¥2,...,¥p und jede Losung y der homogenen Diffe-
renzialgleichung hoherer Ordnung lédsst sich mit ¢, € R,
k=1,2,...,n wieder schreiben als

y=cyr+ay+...+cyn-

Mit der Methode der Variation der Konstanten bekommt man
auch hier eine Partikuldrlosung, also eine spezielle Losung
der inhomogenen Differenzialgleichung.

Betrachten wir zunichst den Fall einer skalaren Differen-
zialgleichung der 2. Ordnung, also

a2 (x)y" (x) + a1(x)y'(x) + ap(x)y(x) = f(x).

Ist y1, y» ein Fundamentalsystem der homogenen Differen-
zialgleichung und schreiben wir die skalare Differenzialglei-
chung 2. Ordnung in ein zweidimensionales System 1. Ord-
nung mithilfe der Transformation u(x) = (y(x), y’ (x))T, SO
erhalten wir

u'(x) = Aux) + gx),

wobei

0 1 0
A=| 40 _aw und  g(x) = fo |-
az(x) ax(x) 2(x)

Q
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2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

Der Ansatz fiir die Partikuldrlosung u;, dieses Systems
1. Ordnung unter Verwendung der Methode der Variation
der Konstanten ist

. 1) y(x) c1(x)
#p(¥) = Y (x)e(x) = (y1<x) Vo) ) (Cz(X) ) :

Es gilt
uly(x) =Y (0)e(x) + Y (x)e'(x) = A)Y (x)e(x) + g(x)

und da Y/ (x)e(x) = Ax)Y (x)c(x) erfiillt ist, erhalten wir
das lineare Gleichungssystem

<y1(x) y2(x) ) ( ¢} (x) ) (.0
Vi@ ¥ )\ ) Y

zur Berechnung der Unbekannten ¢} (x) und ¢} (x). Da die
Determinante der Koeffizientenmatrix die Wronski-Deter-
minante ist und sie wegen der linearen Unabhingigkeit von
y1 und y; nicht null ist, hat das Gleichungssystem eine ein-
deutige Losung. Durch Integration erhélt man die gesuch-
ten Funktionen ¢ und ¢, und daraus die Partikuldrlésung
u . Fiir skalare Differenzialgleichungen der Ordnung n > 2
kann man in gleicher Art und Weise vorgehen.

Beispiel Die charakteristische Gleichung der Differen-
zialgleichung

" 2
y(x) +yx) =
cosx
lautet A2 + 1 = 0, und sie hat die Losungen A1 = i und
Ap = —i. Daher ist die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung in reeller Schreibweise

yh(x) = c1cosx 4+ cpsinx.
Fiir die Partikuldrlosung der homogenen Gleichung machen
wir den Ansatz y,(x) = cj(x)cosx + cz(x)sinx. Nach
obigen Uberlegungen ergibt sich das folgende lineare Glei-

chungssystem zur Berechnung der gesuchten Funktionen:

c/1 (x)cosx + c/z(x) sinx =0

—cj(x) sinx 4 ch(x) cosx = .
0s x

Nach Losen des Gleichungssystems und Integration erhalten
wir

ci1(x) =2In(| cos x|)
o (x) = 2x,

und die allgemeine Losung ist

y(x) =cycosx + ¢y sinx + 21n(| cosx|) cosx + 2x sin x .
<

Abbildung 2.6 Drei Losungen der inhomogenen Differenzialgleichung
V" (x) — 4y (x) + 4y(x) = 2" fiir einige Werte ¢; € R, i = 1, 2.

Das Phanomen der Resonanz beachten

Die partikuldre Losung kann auch wieder mithilfe von spe-
ziellen Ansétzen gefunden werden. Es ist aber zu beachten,
dass der Ansatz fiir die Partikuldrlésung mit xk multipliziert
werden muss, falls in der Inhomogenitit f (x) auch e** vor-
kommt und u eine k-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist. Dieser Fall wird als Resonanz bezeichnet.
Von Resonanz spricht man auch, wenn in der charakteris-
tischen Gleichung der (homogenen) Differenzialgleichung
eine mehrfache Nullstelle auftritt.

Beispiel Die Differenzialgleichung

Y (x) — 4y (x) +dy(x) = e

weist die doppelte Nullstelle A = 2 der charakteristischen
Gleichung auf. Daher ist die allgemeine homogene Losung
@) =1 e +epx e
und als Ansatz fiir die partikuldre Losung wiirde man
yp(x) =c¢ e?* verwenden. Aber Achtung! Hier liegt Reso-
nanz vor, denn ¢2* kommt sowohl in der homogenen Losung
als auch in der Inhomogenitit vor. Der richtige Ansatz ist hier
yp(x) = cx? e

Ableiten und Einsetzen in die Differenzialgleichung liefert
c= % Die allgemeine Losung der gegebenen inhomogenen
Differenzialgleichung ist daher

1
y(x) = c1 e + cox e + Exz e

Es sei p(}) das charakteristische Polynom der Differenzial-
gleichung

azy" (x) +a1y'(x) + apy(x) = f(x).

Fiir f(x) = e"**, u € C, sind folgende Fille zu unterschei-
den:



Abbildung 2.7 Die allgemeine homogene Ldsung yj, (x) der Differenzialglei-

chung y”(x) + y(x) = Cozsx, eine Partikularldsung y, (x) und die Lésung

y&) =y () +yp(x) firep = = 1.

1.Fall: p(n) #0,d.h., uist keine Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms.

Man macht den Ansatz
yp(x) =cel”

mit einer zu bestimmenden Konstanten ¢ € C. Einsetzen in
die Differenzialgleichung ergibt

arep? e + ajep e + age e = M- .
Daher ist y, (x) eine Partikulédrldsung, falls
cp(pn) =1

gilt. Fiir p(u) # 0 ist daher ¢ = ﬁ eindeutig bestimmt.

2.Fall: p(u) =0, p’(u) # 0,d.h., u ist eine einfache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms. In diesem Fall
von Resonanz funktioniert der Ansatz

yp(x) = cx et

mit einer zu bestimmenden Konstante ¢ € C. Einsetzen in
die Differenzialgleichung ergibt

cx e p(p) +ce p'(p) = .

Wegen p(n) =0, p'() # 0ist y, (x) fiir

1
=
P ()

eine Partikuldrlosung der inhomogenen Differenzialglei-
chung.

2.3 Differenzialgleichungen héherer Ordnung

3.Fall: p(u) =0, p’(n) = 0, d.h., u ist eine doppelte
Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Wieder liegt Re-
sonanz vor. In diesem Fall funktioniert der Ansatz

yp(x) = ex? e

wobei ¢ € C eine zu bestimmende Konstante ist. Einsetzen
in die Differenzialgleichung ergibt

(P(x% 42" ()x + p'(W)c e = ¥ .

Wegen p(i) =0, p' (i) = 0ist y,(x) fiir
1
C (W)

eine Losung.

Beispiel  Ein harmonischer Oszillator, ein klassisches
Problem in der Theorie gewohnlicher Differenzialgleichun-
gen, ist ein eindimensional schwingendes System mit einer
Schwingungsfrequenz wo € R und einer eventuell vorhande-
nen meist periodischen Anregung f(x) = e®* o e R, von
aufBen, geniigt also der Differenzialgleichung

v (x) + a)(%y(x) = € = (coswx +isinwx).
Die charakteristische Gleichung ist
PR =12+ wf.
Daher tritt fiir o? #* a)(z) keine Resonanz auf. In diesem Fall
ist

1 1
ypx) = e = ﬁ(coswx ~+ 1sin wx)

a)O—a) (1)0—6()

eine komplexe Partikuldrlosung. Durch Trennung in Real-
und Imaginirteil folgt, dass

COS wx
) = 5
Cl)o —

eine Partikuldrlosung von
vy (x) + w(z)y(x) = cos wx

ist und dass

sin wx
=50
0)0 w

eine Partikuldrlosung von
7 2 o
Y (x) + oyy(x) = sinwx

darstellt. Im nichtresonanten Fall schwingt die Partikulér-
16sung mit konstanter Amplitude, also konstanter maximaler
Auslenkung, und mit der Frequenz w der periodischen duf3e-
ren Kraft.

Fiir = £y tritt Resonanz auf. Sei etwa w = wgy. Wegen
p (W) =2 gilt p'(iwp) # 0 und
iwox

- X x . X
yy(x) = ——e = — sinwgx — [ —— COS WpX
b 2w 2wq 2w
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2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

ist eine komplexe Partikuldrlosung. Durch Trennung in Real-
und Imaginirteil folgt, dass

X .
X) = — SIn wpX
)’p( ) 20 0

eine Partikuldrlésung von
y'(x) + w(z)y(x) = coS WX

ist und dass

X
X) = ——COSwpXxX
yp( ) 20 0

eine Partikuldrlosung von
" 2 :
Y (x) + wyy(x) = sin wpx

ist. Im resonanten Fall schwingt die Partikuldrlosung mit der
Frequenz w der periodischen Anregung, aber mit linear in
der Zeit x wachsender Amplitude. |

Verallgemeinerung: Im allgemeinen funktioniert dieses An-
satzverfahren fiir lineare Differenzialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten und Inhomogenititen der Bauart

f)=(o+dix+ -+ dpx") e,

mit u € Cundd; € C,i =0,...,n. Wie zuvor hingt der
Ansatz davon ab, ob Resonanz auftritt. Es ist

yp@x) =x"(co+crx + -+ cpx") e,

falls p eine m-fache Nullstelle firm = 1,2, ...n von p(u)
ist.

Die unbekannten Koeffizienten ¢;, i = 0, ..., n, werden
durch Einsetzen in die Differenzialgleichung und Koeffizien-
tenvergleich bestimmt.

Kommentar: Istdie Inhomogenitit f aus mehreren Funk-
tionen zusammengesetzt, so bestimmt man fiir jeden Teil mit-
tels Ansatz eine Partikuldrlosung und setzt diese zur Gesamt-
16sung zusammen (Superposition).

Wir wollen jetzt eine Klasse von linearen Differenzialglei-
chungen betrachten, deren Koeffizienten nicht konstant sind,
sondern von der Variablen x abhingen konnen.

Durch Variablensubstitution zu einer
Differenzialgleichung hoherer Ordnung

Aus der Euler’schen Differenzialgleichung
anx"y™M ) + ...+ ax®yP (x) +ayxy’ (x) + agy(x) =0

wird nach der Variablensubstitution x = ¢’ eine lineare Dif-
ferenzialgleichung hoherer Ordnung mit konstanten Koeftfi-
zienten. Mithilfe der Notation

y(e') =z(t) oder y(x)=z(nx)

y

x
y

x
y

x

Abbildung 2.8 Die Losungen des harmonischen Oszillators fiir wy = 1 und
verschiedene Frequenzen w der periodischen Anregung. (@ = 0.8 griin, » = 0.9
blau, @ = 1.0 rot)

folgt fiir die entsprechenden Ableitungen

d dyd

T = =Y =y Wy = 0@ =20,
d’z ” 2, dz 2.7 7 ’
- =y (x0x +a=>xy(X)=Z(t)—z(t),
Beispiel Betrachten wir die Euler’sche Differenzialglei-

chung fiir n = 3, also
x3yw(x) + 3x2y”(x) —6xy'(x) +6y(x) =0.
Die oben beschriebene Vorgehensweise fiihrt mit
') = 2@
22y = ") -7
Xy = ") =37 (1) + 27 (1)



auf die lineare homogene Differenzialgleichung 3. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

(1) =77 () + 6z(t) =0,

deren Losung

2(t) =cre' + ¢ PLNE c3 e 3

ist. Nach Riicksubstitution # = Inx, x # 0, erhalten wir
die allgemeine Losung der obigen homogenen Euler’schen
Differenzialgleichung 3. Ordnung

c
y(x) =c1x + 02x2 + % .
X

Falls die Euler’sche Differenzialgleichung inhomogen ist,
kann wieder mithilfe der Methode der Variation der Konstan-
ten oder der Ansatzmethode eine Partikuldrlosung berechnet
werden. <

Kommentar: Jede Losung z(#) der zur Euler’schen Dif-
ferenzialgleichung zugehorigen Differenzialgleichung mit
konstanten Koeffizienten ist eine Linearkombination von al-
len ¢, A e C. Wir haben urspriinglich die Substitution
x = e' oder t = Inx gewihlt. Eine Riicksubstitution fiihrt
auf ¢*"¥ = x* Daraus folgt, dass jede Losung y(x) der
homogenen Euler’schen Differenzialgleichungen als Linear-
kombination von x* dargestellt werden kann und sich daher
auch mit dem Ansatz y(x) = x*, A € C, berechnen lisst.

Beispiel Zur Berechnung einer Losung fiir das Anfangs-
wertproblem

2y () +xy () —yx) =0,  y()=3, y)=1,
wihlen wir — wie gerade hergeleitet — den Ansatz
() =2

mit noch unbekannten A € C. Wir berechnen

Ax)‘_l
= A — Dx*?

¥ (x)
¥ (x)

und erhalten nach Einsetzen in die Differenzialgleichung

=D 2t =02 -1 =0.

Der Faktor x* verschwindet nur fiir x = 0. Aus (A2 —1) =0
folgt A = =1, die allgemeine Losung der Differenzialglei-
chung ist

c
Y@ =t 2L x #0,
und nach Einsetzen der Anfangsbedingungen erhalten wir
schlielich .
yx) =2x+ —. <
X

Was ist zu beachten, wenn bei der Euler’schen Differenzial-
gleichung ein A als mehrfache Nullstelle auftritt?

2.3 Differenzialgleichungen héherer Ordnung

T T T Ll
X

0 1 2 3

Abbildung 2.9 Die Lésung der Euler'schen Differenzialgleichung x2y” (x) +
xy'(x) — y(x) =0mity(1) =3 und y'(1) = 1.

Wir erinnern uns an die urspriingliche Substitution

t=Inx und y(x)=1z(1).

Erhilt man etwa eine m-fache Losung A der charakteristi-
schen Gleichung der Differenzialgleichung fiir z(¢), dann
wiren

=M, W =t ) ="M

m Fundamentallosungen. Fiir die urspriingliche Euler’sche
Differenzialgleichung folgt daraus, dass

yi(x) =x*, yp(x) =Inxx*, ..., yu(x) = (nx)" " 'x*

die entsprechenden Fundamentallosungen darstellen.

Fiir jedes mehrfache Auftreten einer Nullstelle kommt also
ein Faktor In x dazu.

Ubersicht iiber einige Typen von
Differenzialgleichungen

Im Folgenden sind einige der wichtigsten Typen von Diffe-
renzialgleichungen zusammengefasst. Wie wir schon wissen
sind Differenzialgleichungen Gleichungen, in denen eine ge-
suchte Funktion und deren Ableitung(en) vorkommen.

= Bei einer gewohnlichen Differenzialgleichung hiingt die
gesuchte Losungsfunktion nur von einer Variablen ab, und
daher treten auch nur Ableitungen nach dieser einen Varia-
blen auf. Wir beschéftigen uns in diesem Buch ausschlie$3-
lich mit dieser Klasse von Differenzialgleichungen.

= Hingtdie Losung von mehreren Unbekannten ab, z. B. Ort
und Zeit, und treten in der Gleichung partielle Ableitun-
gen nach mehr als einer der Unbekannten auf, so spricht
man von einer partiellen Differenzialgleichung. Mithilfe
von partiellen Differenzialgleichungen werden sehr viele
Anwendungsprobleme modelliert. Ein wichtiges Beispiel
ist die Warmeleitungsgleichung

ay 32y
——(x,t —(x,1) =0.
o™ )+3t2(x )

Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung thermischer
Verinderungen eines Korpers durch Warmeleitung, aber
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2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

auch die Ausbreitung eines gelosten Stoffes durch Diffu-
sion.

= Bei einer skalaren Differenzialgleichung ist die gesuchte
Funktion eindimensional, es liegt nur eine einzige Glei-
chung vor.

= Man spricht von einem System von Differenzialgleichun-
gen, wenn die Losungsfunktion vektorwertig ist. Ein Sys-
tem kann in speziellen Fillen entkoppelt werden, d. h., wir
haben es dann mit mehreren skalaren Gleichungen zu tun,
die einzeln behandelt werden konnen.

= Eine Differenzialgleichung heifit linear, wenn sie sich als
eine Linearkombination in der Form

an ()Y + . a ()Y (x) 4+ ag(x)y(x) = b(x)

schreiben lédsst. Ansonsten spricht man von einer nichtli-
nearen Differenzialgleichung. In Kapitel 3 lernen wir ei-
nige typische nichtlineare Klassen mit speziellen struktu-
rellen Eigenschaften kennen. Oft ist man bei nichtlinea-
ren Differenzialgleichungen auf numerische Ndherungs-
verfahren angewiesen, sieche Kapitel 18.

Lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten beschreiben exponentielles Wachstum
einer Spezies, radioaktiven Zerfall oder auch die Zins-
rechnung.

Lineare Differenzialgleichungen 2. Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten modellieren etwa ein Faden- oder Feder-
pendel im Fall kleiner Auslenkungen.

= Eine Differenzialgleichung heiit autonom, wenn die un-
abhéngige Variable x in der Gleichung nicht explizit auf-
tritt. Eine autonome Differenzialgleichung beschreibt eine
Situation, in der die Ableitungen der gesuchten Funk-
tion y nur von ihrem lokalen Zustand selbst abhingen
und nicht von zusitzlichen x-abhidngigen Koeffizienten.
Ansonsten spricht man von einer nichtautonomen Diffe-

renzialgleichung. Der Grund fiir die Bezeichnung auto-
nom liegt darin, dass solche Differenzialgleichungen in
der Mechanik das Verhalten von Systemen beschreiben,
die nicht explizit zeitabhingig sind.

= Bei einem Anfangswertproblem sind zusitzliche Bedin-
gungen an die Losung an einer Stelle vorgegeben, meis-
tens am Beginn des Intervalls auf dem die Losungsfunk-
tion gesucht wird. Im Gegensatz dazu werden bei Rand-
wertproblemen zusitzliche Bedingungen an mehr als einer
Stelle der gesuchten Losungsfunktion vorgegeben, meist
eben an den Rindern des betrachteten Intervalls.

= Eine Differenzialgleichung heif3t explizit, wenn sie sich in
der Form

YW (x) = £, y@), ..,y )

schreiben ldsst. Falls die betrachtete Differenzialglei-
chung nicht explizit nach ™ (x) aufgelost werden kann,
so wird sie als implizit bezeichnet.

m Bei stochastischen Differenzialgleichungen treten in der
Gleichung stochastische Prozesse auf, siche Kapitel 19.
Sie sind eigentlich keine Differenzialgleichungen im obi-
gen Sinn, kénnen aber als solche interpretiert werden.

m Bei Algebro-Differenzialgleichungen oder auch differen-
zial-algebraischen Gleichungen sind zu den Differenzial-
gleichungen zusitzlich algebraische Bedingungen vorge-
geben.

m Es gibt auch Delay-Differenzialgleichung. Hier treten ne-
ben einer Funktion und ihren Ableitungen zu einem Zeit-
punkt auch noch Funktionswerte bzw. Ableitungen aus
der Vergangenheit auf.

= Bei einer Integro-Differenzialgleichung kommen in der
Gleichung nicht nur die Funktion und deren Ableitung(en)
vor, sondern auch noch Integrationen der gesuchten Funk-
tion.

Zusammenfassung

Bei einer Differenzialgleichung ist ein Zusammenhang
zwischen einer gesuchten Funktion und deren Ableitungen
gegeben. Wir haben uns in diesem Kapitel mit linearen Sys-
temen 1. Ordnung und linearen Differenzialgleichungen ho-
herer Ordnung befasst.

Definition einer Differenzialgleichung n-ter Ordnung
Eine allgemeine Differenzialgleichung n-ter Ordnung
n € N hat die Gestalt

YW @) = e, 30,y @), ...,y (@)

firx € I C R, y: I — C eine n-mal stetig differen-
zierbare Funktion,d.h. y € C*(I)und f: I x C" — C
eine Funktion von n + 1 Veriinderlichen.

Eine (mehrfach) stetig differenzierbare Funktion y: J C
I — C, die die Differenzialgleichung fiir jedes x € J erfiillt,
heiflit Losung einer Differenzialgleichung. Mit der allgemei-
nen Losung ist ein Ausdruck gemeint, der unter Verwendung
von Integrationskonstanten die Gesamtheit aller Losungen
darstellt.

Durch zusitzliche Vorgabe von Anfangsbedingungen
y(xo) = yo.¥'(x0) = yi.....y" D(xg) = yu_1, also
Bedingungen an die Losungsfunktion y und entsprechende
Ableitungen an einer Stelle xo € I, erhalten wir ein An-
fangswertproblem.

Sehr ausfiihrlich haben wir uns mit linearen Systemen von
Differenzialgleichungen 1. Ordnung auseinandergesetzt.



Definition eines linearen Systems von Differenzial-
gleichungen 1. Ordnung

Das System
Y (@) = A@)yx) + fx)

aufeinemIntervall/ € Rmit A(x) = (a;;(x)) € C"*",
ajj: I — Cfiri, je{l,2,...,n},neN, y: [ - C"
und f: I — C" heilit lineares System von Differen-
zialgleichungen. Die Funktion f heif3t Inhomogenitiit.
Das System heifit homogen, falls f die Nullfunktion ist,
andernfalls inhomogen.

Fiir lineare Differenzialgleichungen gilt das Superposi-
tionsprinzip, also jede Linearkombination von Losungen
des homogenen Systems ist wieder eine Losung. Die
Menge aller Losungen von y’(x) = A(x)y(x) bildet einen
n-dimensionalen Vektorraum.

Eine Menge von #n linear unabhédngigen Losungen bildet ein
Fundamentalsystem, das in der Fundamentalmatrix Y zu-
sammengefasst wird. Jedes lineare Differenzialgleichungs-
system besitzt ein Fundamentalsystem.

Die Wronski-Determinante W[y, y2,...,y,] = detY
entscheidet {iber die lineare Abhéngigkeit oder Unabhingig-
keit. Dabei folgt die lineare Unabhiingigkeit der Losungsvek-

toren y1, y2, ..., ¥, falls Wiy, ya, ..., ynl(xo) # O fiir
ein xo € I. Fiir linear abhingige Losungen y1, y2,..., ¥
von y'(x) = A(x)y(x) ist Wlyy, y2,..., yal(x) = O fiir
jedesx € I.

Die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines linearen
Systems von Differenzialgleichungen ist eine Folgerung aus
dem allgemeinen Satz von Picard-Lindelof.

Fiir die Losung von Systemen mit konstanter Koeffizienten-
matrix A spielt die Matrixexponentialfunktion ¢4~ zur Be-
rechnung einer Fundamentalmatrix eine zentrale Rolle. Im
Fall A = TJT~! ist Tel* eine Fundamentalmatrix fiir
y' = Ay, wobei J die Jordan’sche Normalform von A ist
und T die entsprechende Transformationsmatrix.

Die allgemeine Losung y einer inhomogenen linearen Dif-
ferenzialgleichung setzt sich aus der allgemeinen Losung yj,
der homogenen Differenzialgleichung und einer speziellen
Losung, also einer Partikulédrlosung y, der inhomogenen
Gleichung zusammen, d.h., es gilt y = yj + y, . Eine Par-
tikulédrlosung findet man durch die Methode der Variation
der Konstanten aus der allgemeinen Losung der homoge-
nen Differenzialgleichung y;, (x) = Y (x)c, indem man den
Ansatz y,(x) = Y (x)c(x) differenziert und in das inhomo-
gene System einsetzt. Eine alternative Moglichkeit ist durch
die Ansatzmethode gegeben.

Lineare Differenzialgleichungen hoherer Ordnung

an ()Y (%) + ap—1 )y V@) + .+ ag(x) = f(x),
xel,

Zusammenfassung

mit stetigen Funktionen f:/ — C und a;: I — C,
j=12,...,n,a,(x) # 0, fiir x € I, lassen sich durch
die Koordinatentransformation

ui(x) =y ()
in ein System 1. Ordnung umschreiben,

u'(x) = A()u(x) + g(x)

wobei
0
uj 0
uy )
u= . eC", gkx)= : eC”
’ 0
Un fx)
an (x)
und
0 1 0 0
0 0 0
— nxXn
A= : : S 0 eC :
0 0 ... 0 1
_ax) _ai(x) a1 (x)
an(x) ap(x) 70 v an(x)

Wir kdnnen damit alle Resultate, die wir fiir Systeme 1. Ord-
nung hergeleitet haben, auf lineare Differenzialgleichungen
hoherer Ordnung iibertragen.

Ableiten und Einsetzen des Ansatzes y(x) = e** in eine li-

neare Differenzialgleichung hoherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

any™ @) + ap_1y" V) + .+ ag = f(x)
fiihrt auf die charakteristische Gleichung

P =aph +an A+ ah+ay=0

mit Nullstellen A;, i = 1,2, ..., n. Die allgemeine Losung
der homogenen Differenzialgleichung ist eine Linearkom-
bination von y;(x) = i falls Ai,i = 1,2,...,n ver-

schieden sind. Bei einer k-fachen Nullstelle A sind xe*,
xZerr L xkler g Fundamentallgsungen. Resonanz
tritt auf, wenn die charakteristische Gleichung p(}) = 0O ent-
weder mehrfache Nullstellen hat oder in der Inhomogenitit
f ein Term e** auftritt und p(u) = 0 ist.

Die Euler’sche Differenzialgleichung ist eine lineare Dif-
ferenzialgleichung hoherer Ordnung mit in spezieller Weise
von x abhingigen Koeffizienten,

a,,x"y(”) x)+... +a2x2y(2) x)+arxy' (x)+apy(x) =0.

Hier kommt man zu einer Losung durch die Transformation
x=¢e'und y(x) =z(t).



36

2 Lineare Differenzialgleichungen — Systeme und Gleichungen héherer Ordnung

Aufgaben

Die Aufgaben gliedern sich in drei Kategorien: Anhand der Verstdndnisfragen konnen Sie priifen, ob Sie die Begriffe und
zentralen Aussagen verstanden haben, mit den Rechenaufgaben tiben Sie Ihre technischen Fertigkeiten und die Beweisaufgaben
geben Thnen Gelegenheit, zu lernen, wie man Beweise findet und fiihrt.

Ein Punktesystem unterscheidet leichte Aufgaben e, mittelschwere ee und anspruchsvolle eee Aufgaben. Losungshinweise
am Ende des Buches helfen Thnen, falls Sie bei einer Aufgabe partout nicht weiterkommen. Dort finden Sie auch die Losungen
— betriigen Sie sich aber nicht selbst und schlagen Sie erst nach, wenn Sie selber zu einer Losung gekommen sind. Aus-
fithrliche Losungswege, Beweise und Abbildungen finden Sie auf der Website zum Buch.

Viel Spaf} und Erfolg bei den Aufgaben!

Verstandnisfragen

21 o Welche der folgenden skalaren Differenzialglei-
chungen 1. Ordnung sind linear?

a) y(x)y'(x) —2x =0
b) y'(x) +xy(x) =0

¢) xy'(x) +3y(x) =¢*
d) y' + (tanx)y = 2sinx

22 o Gibt es eine reelle 2 x 2-Matrix A mit
-1 0
A= ?
(1 0):
2.3 ee Die Funktionen y;(x) = x3 und y2(x) = |x|?

sind linear unabhéngig auf (—1, 1), aber W[y, y2](x) = 0.
Wie ist das moglich?

24 o Welche der folgenden Funktionen

a) y(x) = (2e* +e ¥, )"

b) y(x) = (2e* +e7 ", e")"

c) y(x) = 2e* +e ¥, xe") T

d) y(x) = (¥ +3e*, e¥ +3e )T

kann eine Losung einer Differenzialgleichung
y(x) = Ayx)

mit A € R2*2 gein?

25 o Formulieren Sie die Differenzialgleichungen

a) y" — (y)%y sinx = coshx — y2,
b) y/// + 2y// + y/ — 263X ,

jeweils als ein System 1. Ordnung.

Rechenaufgaben
26 o Losen Sie das Anfangswertproblem
v (x) = 4x, y(0) =1.
27 o Zeigen Sie, dass die Funktion
Yo =S xelCR\[-1), ceR
1+x

Losung der Differenzialgleichung

(14 3y (x) = y(x) =0

ist.
2.8 ee Berechnen Sie e fiir
-1 -1 0
A= 0-1 0
0 0 -2
2.9 ee Geben Sie fiir die lineare Differenzialgleichung

Y @) =Ayx), i=1,2,3
mit den folgenden zweidimensionalen Matrizen
20 20 -2 2
w=(52) = (0) = (03)
jeweils eine Fundamentalmatrix an.
2.10 ee Bestimmen Sie jeweils ein reelles Fundamental-

system fiir die Differenzialgleichung y' = A;y,i =1,2,3
mit

-1 1 -1 3 -3 2
A= 2 -1 21}, A= -1 5 2],
2 2 -1 -1 3 0
6 —17
w=(173)
211 o Berechnen Sie jeweils die Losungen der Diffe-

renzialgleichungen zu den Anfangsbedingungen y(0) = 1
und y'(0) = 0:

a) y'(x) = —y(x), b) y"(x) = y(x).

2.12 ee Wie muss die rechte Seite f gewdihlt werden,
damit bei der linearen Differenzialgleichung

Y +2y" () + () + 2y(x) = f(x)



Resonanz auftritt?

2.13 ee
chung

Bestimmen Sie die Losung der Differenzialglei-

Y(x) = x(1+yx),
mit der Anfangsbedingung y(0) = 2.

2.14 ee Betrachten Sie den allgemeinen harmonischen
Oszillator mit Reibung, aber ohne duflere Anregung
v/ (x) 4+ 2by' (x) +cy(x) =0, b,ceR.

Geben Sie in Abhingigkeit von b, ¢ jeweils ein Fundamen-
talsystem an.

2.15 ee
problems

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswert-

¥ (x) + 5y’ (x) + 6y(x) = cos x

zu den Anfangsbedingungen y(0) = y’(0) = 1.1. Wihlen
Sie fiir die Partikulérlosung den Ansatz

yp(x) =dcos(x +9).

2.16 ee Gesucht ist eine Losung der Differenzialglei-
chung

Y +y @ =x+1.
2.17 ee Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Dif-

ferenzialgleichung 3. Ordnung
Y () =3y (x) + 2y(x) = 9e* .

2.18 ee
chung

Berechnen Sie die Losung der Differenzialglei-

y'(x) = Ay (x),

mithilfe eines Potenzreihenansatzes.

vy =1,2€eR

2.19 ee Die Methode der sukzessiven Approximation
oder auch Picard-Iteration ist nicht das einzige Iterations-
verfahren um (approximative) Losungen von Anfangswert-
problemen zu erhalten. Ein klassisches Vorgehen ist, beim
Startpunkt x( eine Taylorreihe der Losung y zu finden. Die
Idee ist durch Differenzieren der Differenzialgleichung

Y = fx, y(x)

nach x die Werte y(”)(xo) ,n = 0,1,2, ... zu bestimmen.
Geben Sie die Formeln fiir die gesuchten Werte y™ (xq) fiir
n = 1,2, 3 an. Betrachten Sie die Differenzialgleichung

/ 2

y=y, y0)=1.

Um die Koeffizienten der der Taylorreihe von y bei xq zu be-
rechnen, ist es geschickt mit dem Ansatz y(x) = Y oo g yux"
zu arbeiten. Geben Sie eine Rekurrenz fiir die Koeffizienten
yn an. Konvergiert die Taylorreihe? Geben Sie das Konver-
genzintervall an.

Aufgaben

2.20 ee Eine Gleichung der Gestalt

Y () = a(@)y(x) +b(x)yY (x)

mit y € R und a, b stetigen Funktionen auf / heifit Ber-
noulli’sche Differenzialgleichung. Zeigen Sie, dass fiiry # 0
oder y # 1, der Ansatz z(x) = y!~7(x) auf eine lineare
Differenzialgleichung fiihrt.

2.21 ee Eine Gleichung der Gestalt

Y (x) = q(x) + p(x)y(x) +rx)y* (),

wobei g, p und r stetige Funktionen auf / sind und r(x) # 0
fiir jedes x € I, heit Riccati’sche Differenzialgleichung.
Beweisen Sie, dass die Gleichung durch den Ansatz y(x) =
u(x) + v(x) in eine Bernoulli’sche Differenzialgleichung in
v(x) tiberfiihrt werden kann, falls eine spezielle Losung u (x)
bekannt ist.

2.22 ee Die logistische Gleichung

Y () = y@)(K = y(x) = AKy(x) — Ay*(x),

die wir zu Beginn dieses Kapitels kennengelernt haben, ist
eine Bernoulli’sche Differenzialgleichung mit y = 2. Lo-
sen Sie die logistische Differenzialgleichung und verifizieren

Sie, dass
K

Sl (E ek

die Losung zur Anfangsbedingung y(0) = yq ist.

Beweisaufgaben

223 ee SeiY e Cl(I, R"*") eine Fundamentalmatrix
fiir das lineare System y’(x) = A(x)y(x). Zeigen Sie

a) Die Matrix X € Cl(I, R"*") ist genau dann eine Fun-
damentalmatrix, wenn es eine regulire Matrx B € R"*"
gibtmit X(x) =Y (x) Bfirallex € I .

b) Die Matrix X (x) := Y(x)(Y(xo))fl ist ein Hauptfunda-
mentalsystem, d. h. ein Fundamentalsystem Y (x) mit der
Eigenschaft Y (xg) =1, .

2.24 oo

a) Seien A, B € R"*" mit AB = BA. Zeigen SieeAtB =
AeB — B4 (s+A sAclA fiiralle s, t € R.

e‘e e“unde =e'’e
b) Im allgemeinen gilt nicht e4t8 = e4e®. Geben Sie ein
Gegenbeispiel an.

2.25 ee Sei A eine reelle n x n-Matrix. Zeigen Sie:

a) deted =¢SP4

b) eAT — (eA)T

c) Aus AT = —A (d. h. A ist schiefsymmtrisch) folgt, dass
e4* orthogonal ist und dete4 = 1.

37
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226 o

a) Zeigen Sie, dass die m x m-Matrix N

01 0 ... 0 O
001 . 0 O

N = 000 -~ 0 O ’
000 . 0 1
000 ... 0 O

nilpotent ist, d. h., das NK = 0 fiir alle k >m,meN
gilt.

b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte einer solchen nilpotenten
Matrix N .

¢) Losen Sie die Differenzialgleichung y’ = Ny fiirm = 3.

2.27 ee Gegeben sei eine stetige Funktion f : R — R.
Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

Y'x) = fx), y@xo)=yo. Y(x0)=n

eine eindeutige Losung y : R — R besitzt.

2.28 ee Fiir die Wahl g(x) = 2x, p(x) = (1 — 2x)
und r(x) = —1 ldsst sich eine spezielle Losung dieser Ric-
cati’schen Gleichung besonders einfach finden. Berechnen
Sie die dieser Gleichung entsprechende Bernoulli’sche Dif-
ferenzialgleichung und 16sen Sie diese.

2.29 ee Beweisen Sie: Erfiillt eine Funktion F die Vor-
aussetzungen des Satzes von Picard-Lindelof fiir jedes a.
I = [xo —a,xg +a] und Q = C", dann existiert eine
auf ganz R definierte eindeutige Losung des Anfangswert-
problems y’(x) = F(x, y(x)) und y(xo) = yo.

2.30 Beweisen Sie den Satz von Liouville: Die
Wronski-Determinante W (x) erfiillt die skalare Differenzi-
algleichung

W (x) =Sp AX)W(x), xel,
daher gilt fiir x, xg € 1

W (x) = W (xg) el SPA@

Antworten der Selbstfragen

S.16
Die Losungsfunktion y(x) = — cosx + c¢ erhidlt man durch
Integration, wobei ¢ € R eine Integrationskonstante ist.

S. 20

Die Wronski-Determinante ist die Determinante der Ko-
effizientenmatrix dieses homogenen linearen Gleichungs-
systems zur Berechnung von (cy,ca, ..., ¢,)". Da diese
Determinante an der Stelle xo null ist, existiert eine vom
Nullvektor verschiedene Losung fiir das homogene Glei-
chungssystem.

S.24
Es gilt
(Tel*T-1Y = TJed*T"!
=TJT 'Te!*T7! = AT T™!
und daher auch
(Te!¥y = TJel*

= TJT 'Tel* = AT/,

S.25

(=N ool
SO = O
o = O O
o O OO
(=Mool
(=N Ne S
SO = O

S oo o
(=Nl
(=i
(=N eNel
%
Il
S o oo
S o oo
S o o O
S o oo

S. 26
Yp + yi ist eine Losung von y'(x) = A(x)y(x) + f(x),
da

V) + ¥, () = A yp(x) + f(0) + A) yi (x)
=A@ (ypx) +yn(x) + f(x).

Sind umgekehrt y,, und y Losungen der inhomogenen Glei-
chung, so giltmitz ;== y — y,

Z'(x) = y'(x) = y),(x)
=AW)yx)+ f(x) — AX)ypx) — f(x)
=A@)(yx) —yp(x)) = Az(x).

Also ist z eine Losung der zugehorigen homogenen Glei-
chung.



S. 26
Einsetzen von x = xg in

y(x) =Y (x)e+Y(x) f Y~ () f(u) du
X0
fiihrt zu

X0
y(x0) = Y (xo)e + ¥ (xo) / Y1) £ ) dut = yo
X0

y(x0) = Y(x0)e = yo => ¢ = Y (x0)y0.

S.29
Wir setzen

ui(x) = y(x)

ur(x) = y'(x) = uj(x)

uz3(x) = y"'(x) = u5p(x)

Y (x) = us(x) =2y"(x) + ¥ (x) 4 2y(x)
2u3(x) + up(x) + 2uy(x)

Antworten der Selbstfragen

und erhalten das System
u'(x) = Au(x),

von Differenzialgleichungen 1. Ordnung, wobei

U 010
u=|u |ec® uwd A=[001]ec?3.
us 212

Das charakteristische Polynom der Matrix A ist

P =0=-2)G@-DO+1D.

Durch Nullsetzen berechnen wir die Eigenwerte Ay = 2,
Az = 1 und A3 = —1. Diese Eigenwerte entsprechen genau
den Losungen der charakteristischen Gleichung der gegebe-

nen Differenzialgleichung 3. Ordnung.
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