Kapitel 3

Aufgaben

Verstandnisfragen
Aufgabe 3.1 o Ist die Differenzialgleichung

eV + (1 —xe )y x)=0
exakt?

Aufgabe 3.2 ee Ist die Differenzialgleichung

separabel?
Berechnen Sie jene Losung y(x), fiir die y(0) = 1 gilt.
Aufgabe 3.3 ee  Bestimmen Sie mithilfe der Definition

der Laplace-Transformation die Bildfunktionen der folgen-
den Originalfunktionen:

a) f(1)=2te ¥
b) f(t) =sinh(at),a e R,a <s
¢) f(t) =sin’t

Rechenaufgaben

Aufgabe 3.4 ee Bestimmen Sieden Typ und die Losung
der Differenzialgleichung

V@) =@+ Dy + (-1
mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.

Aufgabe 3.5 ee
chung

Die Bernoulli’sche Differenzialglei-

Y (x) = —ay(x) + by (x)

mit konstanten Koeffizienten a, b € R,a # Ound y # 1 ist
separabel. Losen Sie diese Differenzialgleichung mittels der
Methode der Separation der Variablen.

Aufgabe 3.6 o Losen Sie die Differenzialgleichung
Y'(x) =2x — y(x)
mittels einer geeigneten Substitution.

Aufgabe 3.7 ee Istdie Differenzialgleichung
2xy(x) +x%y'(x) =0
exakt? Berechnen Sie die Losungen.

Aufgabe 3.8 ee  Finden Sie einen integrierenden Faktor
u(x, y), sodass die Differenzialgleichung

O —2x =2)+2yy'(x) =0

exakt wird.

Aufgabe 3.9 ee  Berechnen Sie die Losung (in implizi-
ter Form) der Differenzialgleichung

y2 —xy

Y =—r—7F—"
2xy3 4+ xy +x2°

Aufgabe 3.10 eee Berechnen Sie die allgemeine Losung
der Differenzialgleichung
+x)—xy' =0

mittels eines geeigneten integrierenden Faktors der Form
u(y). Bestimmen Sie des Weiteren diejenige Losung, die
durch den Punkt (x, y) = (2, —2) verliuft.

Aufgabe 3.11 ee Ist die Differenzialgleichung

2x +y)dx+(x—y)dy=0
exakt? Begriinden Sie Thre Antwort. Berechnen Sie die all-

gemeine Losung dieser Differenzialgleichung.

Aufgabe 3.12 ee Finden Sie einen integrierenden Fak-
tor fiir die nicht exakte Differenzialgleichung

(1 —xy)+ (xy —x?)y =0.

Aufgabe 3.13 ee  Zeigen Sie mittels vollstindiger In-
duktion, dass fiir die Laplace-Transformierte fiir Monome
fa(t) =", n € Ny

n!
LIfn(@®)] = W , §>0

gilt.
Aufgabe 3.14 ee Losen Sie die Differenzialgleichung
1. Ordnung
2
Y (x) = x +2y(x) -1 +2<y(x)> -
X X

Aufgabe 3.15 ee Berechnen Sie alle moglichen Losun-
gen der Differenzialgleichung

¥ (x) =2x .y

mittels Separation der Variablen. Geben Sie auch die kon-
kreten Losungen zu den Anfangsbedingungen y(0) = 1,
v(0) = 0und y(0) = —1. Was passiert im letzten Fall?

Aufgabe 3.16 ee Losen Sie das Randwertproblem

Y —yx) =1
mit den Randbedingungen y(0) = y’(0) = 0.

Aufgabe 3.17 oo
wertproblems

Geben Sie alle Losungen des Rand-

Y'(xX)+yx) =0
mit den Randbedingungen y(0) = y(r) = 0 an.
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Hinweise zu Kapitel 3

Aufgabe 3.18 ee Bestimmen Sie mithilfe der Lapla-
ce—Transformation der Ableitung und der Transformationsta-
bellen die Bildfunktionen der ersten Ableitung der folgenden
Funktionen:

a) f(t) = sinh(at)
b) f(t)=1

Aufgabe 3.19 eee Die Funktion f(¢) = sin(w?) ist eine
Losung der Schwingungsgleichung

) = —o® f(1).

Bestimmen Sie die zugehorige Bildfunktion L[f(1)] =
F(s), indem Sie die Laplace-Transformation auf die Diffe-
renzialgleichung anwenden und dabei die Transformation der
Ableitung verwenden.

Aufgabe 3.20
Randbedingungen

eee Gegeben ist die Wellengleichung mit

g = uxyx, u(0,1) =u(l,t)=0, xel0,1], t e R.

Fiihren Sie einen Separationsansatz durch, d.h. bestimmen
Sie alle Losungen der Form u(x, t) = w(t)v(x) . Dieser An-
satz fiihrt auf ein Sturm-Liouville-Eigenwertproblem fiir die
Funktion v.

Bestimmen Sie damit die Losung der Wellengleichung, die
zusitzlich zu den Randbedingungen auch die Anfangsbedin-
gungen

u(x,0) =gkx), u(x,0) =hx), xe€[0,]1]

mit geeigneten Funktion g, A erfiillt. Entwickeln Sie dazu
die Losung in eine Fourierreihe

ulx,t) = Z(ak cos(kmt) + by sin(kmt)) sin(kmx).
k=1

Die Konvergenz der auftretenden Reihe muss nicht unter-
sucht werden.

Aufgabe 3.21 oo
chung

Zeigen Sie, dass die Differenzialglei-

Lu=u"+px)u' +qx)u=0

durch die Substitution
v(x) = e fpdxu(x)

in die Form
vV +k(x)v =0

gebracht werden kann. Geben Sie die Funktion k explizit an.

Wie wirkt sich diese Tranformation auf das Eigenwertpro-
blem Lu = Au aus?

Transformieren Sie die Hermitesche Differenzialgleichung

W' —2xu' +2nu =0, xeR,neNp.

Aufgabe 3.22 eee Bestimmen Sie die Eigenwerte und
Eigenfunktionen des Sturm-Liouville-Eigenwertproblems

—(xu) = %u, u(l)=0, ue) =0.

Beweisaufgaben

Aufgabe 3.23 Losen Sie das Anfangswertproblem

Yy (x) =2y(x), x>0, y(0)=0.

Ist die Losung eindeutig? Geben Sie eine Begriindung!

Aufgabe 3.24
gleichung

eee Beweisen Sie die Energieerhaltungs-

1
E(fﬂ/(t))2 — »? cos (t) = const
fiir die nichtlineare Pendelgleichung

@ (1) + w*sinp(r) =0.

Hinweise

Verstandnisfragen

Aufgabe 3.1 o
dingung.

Uberpriifen Sie die Integrabilititsbe-

Aufgabe 3.2 ee -

Aufgabe 3.3 ee -

Rechenaufgaben

Aufgabe 3.4

Aufgabe 3.5 ee Finden Sie eine geeignete Substitution
zur Berechnung des y-Integrals.

Aufgabe 3.6 o -
Aufgabe 3.7 ee —

Aufgabe 3.8 ee
renden Faktor

Wihlen Sie als Ansatz fiir den integrie-

u(x,y) =u(x).

Aufgabe 3.9 ee
tor ist

Ein Ansatz fiir den integrierenden Fak-

ulx,y) =x", a,beRr.



Aufgabe 3.10 eee —
Aufgabe 3.11 ee -
Aufgabe 3.12 oo -
Aufgabe 3.13 oo

Partielle Integration.

Aufgabe 3.14 ee Diese Differenzialgleichung ist vom
Typ y' = h (%), also homogen.

Aufgabe 3.15 oo -
Aufgabe 3.16 ee —
Aufgabe 3.17
Aufgabe 3.18 ee

LLF'(O1 = sLLFO] = £(0)

Aufgabe 3.19 eee L[f"(1)]|=52L[f(t)]—sf(0)— f'(0)

Aufgabe 3.20 eee Der Separationsansatz fiihrt auf

w”(Hv(x) =w(Hv"(x), und Division durch wv ergibt

Die linke Seite hingt nur noch von ¢ ab und die rechte nur
von x. Die Gleichung kann nur dann fiir alle x und 7 erfiillt
sein, wenn gilt

mit A € R.

Aufgabe 3.21 oo -

Aufgabe 3.22 eee Zeigen Sie zuerst, dass alle Eigen-
werte positiv sind und man daher A = uz , w € R setzen
kann. Multiplizieren Sie dazu die Gleichung mit « und in-
tegrieren Sie iiber das Intervall [1, e]. Es handelt sich hier
um eine Euler’sche Differenzialgleichung. Machen Sie daher
einen Ansatz u(x) = x%, a € C.

Beweisaufgaben

Aufgabe 3.23 eee Studieren Sie die Voraussetzungen
des Satzes von Picard-Lindelof.

Aufgabe 3.24

Losungen zu Kapitel 3

Losungen

Verstandnisfragen

Aufgabe 3.1 o

a a ,
—e V=—U—-xe V) =—c".
dy dx

Die Differenzialgleichung ist exakt, da

Aufgabe 3.2 oo
ihre Losung ist

Diese Differenzialgleichung ist exakt,

Y(x)=Ine* +e+1).

Aufgabe 3.3 ee

a) F(s) = Gra?
b) F&) = 53—

) F(s) = ey
Rechenaufgaben

Aufgabe 3.4 oo
bel mit Losung y(x) = tan (% x4+ %) )

Diese Differenzialgleichung ist separa-

Aufgabe 3.5 ee b
y() =u'7Y(x) mit u(x) = f—f—i exp(a(y—Dx), ceR
a a

Aufgabe 3.6 o y(x)=ce " —24+2x, ceR

Aufgabe 3.7 ee Die vorliegende Differenzialgleichung
ist exakt mit Stammfunktion

o(x,y) = x%y.

Die Losungen y(x) dieser Differenzialgleichung sind fiir
x # 0 durch

y(x) = % , ceR
X
gegeben.

Aufgabe 3.8 ee Mit dem integrierenden Faktor

u(x,y) =" ist die Differenzialgleichung
(Y —2x—2)+2"yy(x) =0

exakt. Die Losung lautet
yx) ==

2x +ce™, celR.

Aufgabe 3.9 ee Die Differenzialgleichung

1 1
— (7 —xy) + —52xy’ +xy +x7)y (x) =0
xy xy
ist exakt. Die Losung in impliziter Form lautet:

X
ln(xy)—;—i-yz:c, ceR.
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Losungswege zu Kapitel 3

Aufgabe 3.10

2x

Y=

c=1

Aufgabe 3.11 ee
ihre Losung lautet

Die Differenzialgleichung ist exakt,

1
x2+xy_5y2267

ceR

und in expliziter Form, wenn wir nach y auflosen
y=x++3x2-2c.

Aufgabe 3.12 oo
1
ux)=—, x#0
X
ist ein integrierender Faktor.

Aufgabe 3.13 ee -

24

Aufgabe 3.14 oo
celR

y(x)=xz(x)=x(cx — 1)=cx

Aufgabe 3.15 oo

y(x) = %(x2 +0)?

yO0) =1 = y@x) = %(x2 +2)?

1
y(0) =0 = y(x) = Z"4

1
YO = =1 = y) = 2% +20)?
Fiir y(0) = —1 existiert keine reelle Losung.

X te ™ -2

Aufgabe 3.16 oo y(x) = - .

Aufgabe 3.17 ee y(x) =cysinx, c¢; € R beliebig

Aufgabe 3.18 oo
a) L[f'(t)] = L[a cosh(at)] = Sz‘fuz
b) LI 0] =LBA =5

Aufgabe 3.19 eee L[f(t)]=L[sin(wt)]=F(s)=

w
s2+w?
Aufgabe 3.20

ulx,t) = w)v(x)

= Z(ak cos(kmt) + by sin(kmt)) sin(kmx)
k=1

1
mit ay = 2/ g(s) sin(kms)ds
0

2 1
und by = k—/ h(s) sin(kms)ds
w Jo

Aufgabe 3.21 oo

1 1
k S 2
(x) 2P P +q

Die Transformation bewirkt beim Eigenwertproblem, dass A
ein Eigenwert von L ist, genau dann wenn X ein Eigenwert
von L mit Lv = v + k(x)v.

Die Hermitesche Differenzialgleichung wird zu

V' + (1 —x2+2n)v=0.

Aufgabe 3.22 eee Die Eigenfunktionen sind ui(x) =
sin(rk In x) zu den Eigenwerten Ay = k*m2, k € N.

Beweisaufgaben

Aufgabe 3.23 eee Es gibt zwei Losungen y(x) = 0 und
y(x) = x2. Da die Funktion f() =2y(x) die Bedingung
der Lipschitz-Stetigkeit an der Stelle y = 0 nicht erfiillt, stellt
das keinen Widerspruch zum Satz von Picard-Lindelo6f dar.

Aufgabe 3.24

Losungswege

Verstandnisfragen
Aufgabe 3.1 o -
Aufgabe 3.2 ee Diese Differenzialgleichung ist separa-

bel, da die beiden Variablen x und y getrennt werden konnen.
Es gilt

s
dx
e’dy =e“dx,

und nach Integration erhalten wir

e =e*+c, ceR,

y(x) =In(e* +c¢).

Wir setzen die gegebene Anfangsbedingung y(0) = 1 ein,
woraus

yO)=In(l+¢)=1,

1+c:e1,

c=e—1
folgt und schlieBlich

y(x) =InE* +e—1).



Aufgabe 3.3 ee  Mit partieller Integration folgt:

LIfH)] = L[21e ] :/ 2re Me St
0

o0
= 2/ te 6t g = F(s)
0

BNCERE

LIf ()] = L[sinh (at)] = / sinh (at) e ™'dt
0

I a
=- / (e(a_s)t - e_(”H)I) dt =...= ———= =F(s)
2 Jo 52 —a?

LIf )] = L[sin® ]dt = / sin® re S dr
0

1

== /00 (1 —cos(2n)e™"dr = ...
2 Jo

2

= sas W

Rechenaufgaben

Aufgabe 3.4 ee Die gegebene Differenzialgleichung

Y (x) = j—y =X+ D241
X

ist separabel. Sie kann daher folgendermaf3en gelost werden:

dy
y2+1

=%+ dx,

x3
arctany=?+x+c,

3
y(x) = tan (); +x+c> .

Aus der Anfangsbedingung y(0) =tan(0+0+c)=tanc=1
folgt ¢ = % und die Losung ist

3
x T
=t — — .
y(x) an(3 +x+4>

Aufgabe 3.5 ee Die gegebene autonome nichtlineare
Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten ldsst sich
mittels Separation der Variablen 16sen. Aus der dquivalenten
Formulierung

ceR,

dy

—— =dx
byY —ay

erhilt man

[
——— =dx =x+¢
byr —ay

mit einer Integrationskonstante ¢; € R. Fiir die Berechnung
dieses Integrals wihlen wir die Substitution

u=y'"r, du=(-y)yrdy,

Losungswege zu Kapitel 3

daher gilt

dy 1 Y 1 1
Cl—yb—ayr

= du du
byr —ay 1—ybyY —ay

/’ dy 1 / du
byY —ay  1—y ) b—au’

Mit der weiteren Substitution t = b — au, dt = —a du folgt

/ dy 1 /dt
by —ay  a(l—y) /) t

_ Int _ln(b—au)
oal—y)  aly -1

und

=x-4+cy.
Auflosen nach u ergibt die allgemeine Losung

b ¢

u(x) = —+ —expla(y — Dx), ceR,

a a

und schlieBlich
-y b e 1y
yx)=u ") = (5 +2 exp(a(y — Dx))" 7.

In den Aufgaben in Kapitel 3 haben wir die Substitution
u(x) = y'=7(x) vor der Integration durchgefiihrt und haben
eine einfache lineare Differenzialgleichung fiir u erhalten.
Diese Vorgangsweise funktioniert auch fiir den allgemeinen
Falla = a(x) und b = b(x).

Aufgabe 3.6 o Diese Differenzialgleichung ist vom
Typ ¥'(x) = f(ax + by(x) + ¢) und wird durch die Substi-
tution

u(x) =2x — y(x)
gelost, daraus folgt u’ (x) = 2—y'(x) oder y'(x) = 2—u/(x)

und die entsprechende Differenzialgleichung lautet

, B du_ )
—u(x)——a—u(x)—

[i5=-]

= — [ dx
u—2
Inju—2|=—x+cy, c1 €R

u(x) =ele ™ +2

y(x) = —ele™ —2+42x =ce* —2—2x,

Kommentar:  Natiirlich ist diese Differenzialgleichung
eine lineare skalare inhomogene Differenzialgleichung und
kann auch mithilfe der Methoden aus Kapitel 2 gelost wer-
den.

Aufgabe 3.7 ee Die Funktionen 2xy = p(x,y) und
x2= q(x, y) sind auf ganz R2 definiert und es gilt

a(x?)

8(2)cy)_2 _
gy T ax

ceR.

17
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Losungswege zu Kapitel 3

Damit existiert eine Stammfunktion, die durch Integration
ermittelt werden kann:

px,y) = /2xde=x2y+C1(y),
px,y) = /x2dy:x2y+62(X)-

Die Integrationskonstanten c1, ¢y konnen jeweils noch von
der Variablen abhingen, nach der nicht integriert wurde.
Durch ¢(x, y) = x2y ist eine Stammfunktion gegeben und
durch Auflésen der Gleichung x%y = c fiir ¢ € R nach y
erhalten wir eine Losung y(x) der Differenzialgleichung,

(@) = 5 fiirx #£0.
X

Aufgabe 3.8 ee Diese Differenzialgleichung ist zu-
néchst nicht exakt, da

dg
w(x,y)Z/a*dXZ/P(x,y)dx
X
:/(y2—2x—2)dx:yzx—x2—2x+cl(y),
dg
w(x,y)=/afdy=/q(x,y)dy
y
=/2ydy=y2+cz(X)

und die Konstanten ¢ (x) und ¢ (y) nicht so gewihlt werden
konnen, dass die Integrabilititsbedingungen erfiillt sind. Wir
versuchen daher einen integrierenden Faktor u(x, y) zu fin-
den, der die Differenzialgleichung exakt macht und probieren
den einfachsten Fall u(x, y) = u(x) aus. Wir berechnen die
entsprechende Integrabilititsbedingung

du(x) du(x) dq ap _
p dy 44 —a*xu(x)‘f‘au(x)—o
(2 —2x—2).0— 2yd”ix) —(0—2y)u(x) =0
du(x)
—2y—— +2yu(x) =0,

dx

woraus fiir den integrierenden Faktor u(x) = e* folgt. Also
ist die Differenzialgleichung

(2 —2x —2)+2e"yy'(x) =0
exakt mit Stammfunktion
o(x,y) =" (y* = 2x),
die sich aus der Berechnung der Integrale
[e 0P -2-nar = e (2 - 20+ a0,

/2exydy = e + o),

mit cp(x) = 2xe* und ¢1(y) = O ergibt. Die Losung der
Differenzialgleichung lautet daher

y(x)==£v2x +ce ™, ceR.

Aufgabe 3.9 ee Durch Umformung erhalten wir die
Differenzialgleichung in gewohnter Form

(v —xy) + Qxy* +xy + 22y =0.

Diese Differenzialgleichung ist nicht exakt, wie man
leicht nachrechnet. Wir versuchen als integrierenden Faktor
u(x,y) = x%? mita, b € R. Das fiihrt auf

du(x,y) ou(x,y) 0 d
p Y —q Y ——qu(x,y)—i-—pu(x,y):O,
ay ax 0x ady

(> = xy)bx®y?71 — 2xy? +xy + xHaxt" 1y
=@y +y +20x%y" + 2y — 0)xy? =0,

b

zur Berechnung des entsprechenden integrierenden Faktors.
Nach dem Ausmultiplizieren und der Division durch x“yb
folgt

(=2a =2y +(—a+b+1)y+(—a—b—3)x=0.

Alle Koeffizienten miissen verschwinden,

—2a —2 =0,
—a+b+1=0,
—a—b—-3=0,
woraus wir ¢ = —1 und b = —2 erhalten. Fiir den integrie-

renden Faktor ergibt sich
1
ulx,y) = o
und die Differenzialgleichung
1 2 1 3 24,/
— 0" =)+ —5Cxy  +xy+x7)y =0
Xy Xy

ist exakt mit Stammfunktion ¢ (x, y) und Losung (in impli-
ziter Form)

X
‘P(x’y)zln(xy)—;-i-yzzc, ceR.

Kommentar: Die Entscheidung, nach welcher der beiden
Variablen aufgelost werden kann, kann im Allgemeinen mit-
hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen getroffen werden.

Aufgabe 3.10 eee Wir schreiben die Differenzialglei-
chung in der Form
y(I4+xy)dx —xdy =0
d.h.,
qx,y)=—x.

pdx+qdy =0,  p(x,y) = y+xy?,



Esist py = 1+ 2xy # gy = —1, also nicht exakt. Wir
versuchen u = u(y) so zu finden, dass

u(y) (v 4+ xy?) dx —u(y) xdy =0
—_———— ———
= P(x.y) = 0(x.y)

exakt ist, d. h., wir versuchen die Integrabilititsbedingungen
fiir P und Q zu erfiillen:

Py = u(y)(1 +2xy) + ' (M) (y + xy?) = Ox = —u(y).

Wir wollen

W () (y +xy%) = —u(y)2 +2xy),
u' (y)y(1 +xy) = —2u(y)(1 +xy)

erfiillen und das ist wiederum eine Differenzialgleichung fiir
u(y). Nach Kiirzen durch den Faktor (1 + xy) # O verbleibt
als geforderte Gleichung

u' (y)y =—=2u(y).

Das ist eine separable Differenzialgleichung fiir den gesuch-
ten integrierenden Faktor u(y),

dy
2 u y

Integration mit Integrationskonstante ¢ = 0 gewihlt, ergibt

1
5 Inu=—1Iny
1
exp <§ In u) =exp(—Iny)
W2 =yt
Also ist
1
u(y) = —
y2

ein integrierender Faktor und die Differenzialgleichung

1
(— + x) - Sdy=0
y y
ist exakt. Die Losung dieser exakten Differenzialgleichung

erfordert die Kenntnis einer Stammfunktion ¢ (x, y) des Vek-
torfeldes (P, Q), d.h. ¢(x, y) mit

P=1y 0=-2
90 = = — x’ gp = = —_——,
: y ' ¥

Die Integration dieser beiden Forderungen nach x bzw. y
ergibt
x o x?
P, y) =—+ 5 +cly)
y 2

X
p(x,y) == +cx),
y

Losungswege zu Kapitel 3

und daher muss gelten

x2
c(x) — 7 = c(y)
——

— ——

hingt nur von y ab
héngt nur von x ab & Y

2 2

const = c(y) =c(x) — % = cx)= %

und
2

X X
(p(x7 y ) =—-+ =
y 2

ist die gesuchte Stammfunktion.

Losungen der urspriinglichen Differenzialgleichung sind
charakterisiert durch ¢ (x, y) = const, und daraus folgt durch
Auflosen nach y

2x

2c — x

ceR.

yx) = 5

Fiir die spezielle Losung, die durch den Punkt (x,y) =
(2, —2) verlduft, ergibt sich

4

—_y) = — :17
w22 ¢
und daher
) 2x
X) = .
Y 2 —x2

Die Losung ist nicht definiert fiir x = ++/2.

Aufgabe 3.11 oo

i dp _ 9q
dingung 3y = ox

Wir iiberpriifen die Integrabilititsbe-

ap d

Z=—0 =1,
3y By(x+y)

aq a

_— = — — :1_
0x 8x(x Y)

Die Differenzialgleichung ist also exakt.

Wir suchen nun die Stammfunktion ¢ (x, y), sodass gilt

dp(x,y)

%=p(x,y)=2x4ry
X

dp(x, y)

T=q(x,y)=x—y,
y

und erhalten, indem wir die erste Gleichung integrieren,

dp 2
px,y) = adX=x +xy +c(y).

Um c¢(y) zu bestimmen, differenzieren wir nach y und ver-
gleichen

dp(x,y)

3 =x+()=qx,y)=x—y.
y

Also ist ¢’(y) = —y und c(y) = —4y* + const, d.h., die
Stammfunktion der exakten Differenzialgleichung ist
2

1
o(x,y) =x% +xy — 5
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fiir const = 0 und die allgemeine Losung erfiillt
2 [
x—i—xy—iy =c, ceR.

Wir konnen nach y (oder x) auflosen und erhalten fiir die
Losung y(x)

y(x) =x ++3x2 —2¢, ceR.

Aufgabe 3.12 ee  Wir versuchen, einen integrierenden
Faktor u(x) zu finden, der nur von x abhingt, und tiberpriifen
die Integrabilititsbedingung, wobei P (x, y) = p(x, y) u(x)
und Q(x, y) = q(x, y) u(x):

JP d d

3 = —(px, y)ux)) = —((1 =xy)ux)) = —xu(x),
y dy dy

90 9 9 5

Fie — (@&, ulx)) = —((xy —x7)ux))
X 0x 0x

= (y —2x)u(x) + (xy — x?)u'(x).

Aus % = % folgt

—xu(x) = (y — 20)u(x) + (xy — xHu' (x)
(x —u@x) =x(y —u'(x), x#y,
ux) = —xu'(x).

Wir 16sen die Differenzialgleichung fiir «(x) mittels Tren-
nung der Variablen:

du_ dx

u  ox

du_ dx

u x

Inu=—-Inx+c, ceR,
eC

ulx)=—.
X

Die Differenzialgleichung

L=y —ny =0
ist exakt.
Aufgabe 3.13 ee 1 =0,
LIfo()] = F(s) = / PP
0 s 10 Ky

n—-n+1,

Llfun1 (O] = F(s) = /oo i gost g
0

st

e St n41 [
— _tn+17 + f e stdt
0 N 0
_n+l n! _(n+1)!
s gntl T g2

wobei wir hier partielle Integration verwendet haben und die
Induktionsvoraussetzung eingesetzt haben.

Aufgabe 3.14 ee Diese homogene Differenzialglei-
chung lésst sich durch die Substitution y(x) = xz(x) fol-
gendermaflen umschreiben:

Y () =z(x) +x7'(x) =14 2z(x),
x7'(x) =14 z(x).

Das ist eine separable Differenzialgleichung, die durch Tren-
nung der Variablen gelost werden kann

dz
xZ' () =x—=1+2z(x),
dx

dz dx

1+z x°

dz dx
/1+z= X

In(z+1) =In(x)4+c1, c1 €R,
z4+1=¢lx =cx,

zZ(x)=cx—1, ceR.

Riicksubstitution fiihrt auf die allgemeine Losung

2

y(x)=xz(x) =x(cx —1) =cx"—x, ceR.
Aufgabe 3.15 oo
Y = % =2x./y
% = 2xdx
/% :/2xdx
Zﬁ:x2+c

d. h., wir erhalten als allgemeine Losung

1
Y =267+
4
Nun l6sen wir die drei Anfangswertprobleme:

12 1 2 2
y(O):l:Zc = c=2, y(x):z(x +2)

O =0=1c" = c=0. y(¥) = 1x*
y = _4c c—,yx—4x

1, : L oo 502
y(0) = -1 :Zc = ¢ =2i, y(x):z(x + 2i)
Im dritten Fall existiert keine reelle Losung.

Aufgabe 3.16 ee  Die allgemeine Losung einer inhomo-
genen Differenzialgleichung ist y = y;, + yp, wobei yj, die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung y” —y = 0
istund y, irgendeine spezielle Losung von y” — y = 1 ist.

Fiir die homogene Gleichung ist

yix)=e", yx)=e"



ein Fundamentalsystem und die allgemeine homogene Lo-
sung hat die Form

yr(x) = c1y1(x) + c2y2(x) .

Die Partikulédrlosung bestimmen wir durch Variation der
Konstanten:
yp(x) =c1(x)y1(x) +c2(x)y2(x), c1,c2 €R.

Da wir nur an einer speziellen Losung interessiert sind, kon-
nen wir zusitzliche Voraussetzungen an ¢ (x) und ¢ (x) fest-
legen, etwa

¢ )y1(x) 4+ 5 (0)y2(x) =0,

Wenn wir diesen Ansatz fiir y , (x) in die Gleichung einsetzen,
erhalten wir

1= y5(x) = yp(x) = ()1 (x) 4 5 (0)y5(x) .
Das ist ein lineares Gleichungssystem fiir ¢/, c}:

e'cl(x) +e " ch(x) =0,

e'cj(x) —e Fch(x) = 1.

Daraus folgt

1 _ 1
c/l(x)=§e x cé(x):—iex,
und durch Integration
(x) Lo (x) Ler
ci(x) = ——e R Ch)(xX) = ——=¢
! 2 : 2

also ist

yp(x) =c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) ,
1 1
=——-¢e fer——e'eF=—1,
2 2

eine Partikuldrlosung. (Man konnte auch sofort sehen, dass
yp(x) = —1 die Gleichung y;; — yp = lerfiillt.)

Kommen wir nun zur Lésung des Randwertproblems:
y(x) =cre* + et —1

ist die allgemeine Losung. Einsetzen der Randbedingungen
fiihrt auf

y0)=ci+c—-1=0,
Yy (0)=ci —c=0.

Wir 16sen dieses Gleichungssystem und erhalten

1 1
==, c==.
T2 %7
Die Losung des Randwertproblems ist daher

et +e ¥ -2

y(x) = >
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Aufgabe 3.17 ee  Die Funktionen

yi(x) =cosx, yy(x) =sinx

bilden ein Fundamentalsystem fiir die gegebene homogene
Differenzialgleichung. Die allgemeine Losung ist

yx) =ciyi(x) +caya(x), cr,c2 €R.

Wir bestimmen ¢ und ¢ durch Einsetzen der Losung in die
Randbedingungen:

0=cicosO+crsin0=cy.
0=cicosm +cpsinw = —cq,
also ¢; = 0, ¢p € R beliebig und die Losungen haben die

Gestalt
y(x) =cpsinx, ¢ € R.

Aufgabe 3.18 oo
a) Esgilt: f/(t) = acosh(at) und f(0) = sinh 0 = 0.

LIf' )] = Lla cosh(at)] = sL[sinh(at)] — 0
a as

=S =
2 _a2 52

2

§c—a

b) Es gilt: f/(r) = 372 und £(0) =03 = 0.

LI (O] = L3t = sL[3] -0

Aufgabe 3.19 eee Es gilt: (0) = sin0 = 0, /(1) =
 cos(wt) und daher f/(0) = w. Aus

LI O] =LI-0? f()] = —*LIf ()] = —* F(s)
LI )] =s*F(s)—s-0—w

folgt durch Gleichsetzen
st(s) —w= —a)zF(s)

oder

F(s) = sz% = L[sin(wD)].

+ w

Aufgabe 3.20 eee Wir machen einen Separationsansatz
u(x,t) = w(t)v(x) und differenzieren

up(x, 1) = w’ () v(x),
Upy (x, 1) = w(t) v (x),
w”’ (x) v(x) = w(t) v (x),

" "
v

—=—=A.
w v

Das fiihrt auf ein Sturm-Liouville Eigenwertproblem
v” = Av mit der Losung

v(x) = exp(\/xx) + ¢ exp(—«/Xx) .
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Wir setzen die Randbedingungen ein:
0=v(0)=c1=—cp=c, c€eR
0 =1v(1) = clexp(v/A) — exp(—v/1)) = 0.

Da hier ein Sturm-Liouville Eigenwertproblem vorliegt, be-
trachten wir nur reelle Eigenwerte. Die zweite Bedingung
kann nur dann erfiillt sein wenn A < 0 oder wenn ¢ = 0 ist.
Im Fall ¢ = 0 existiert nur die triviale Losung und im Fall
A = 0 ist v linear oder konstant, aber durch die Randbedin-
gungen folgt v = 0. Fiir A < 0 gilt

0= exp(«/X) - exp(—«/X) =2i sin(\/W)
— M= —k*n%, keN
mit den Eigenfunktionen
vr(x) = 2i csin(kmx) .

Nun wollen wir noch das Anfangswertproblem 16sen. Wir
entwickeln dazu die Losung in eine Fourierreihe

ulx,t) = w()v(x)

= Z(ak cos(kmt) + by sin(kmt)) sin(kmx)
k=1

und setzen die Anfangswerte ein:
e.¢]
ux,0) =gkx) = Zak sin(kmx) ,
k=0

o0
up (x,0) = h(x) = Z bk sin(kmx),
k=1

1
== a; = 2/ g(s)sin(kms)ds,
0

2 1
= b = —/ h(s) sin(kms)ds .
km 0

Aufgabe 3.21 ee Aus

v(x) = e/ Py k) oder  u(x) =e 2 PUy(x)

folgt durch Differenzieren

W =e—3 ) pdx (—%pv + v/),

n_ = [ pdx P, 1, p 1 1 ’
—e”2 — — — —pl—=pv+
u'=e ( 5PV 2pv+v sP\—zpv ),

daher gilt
Lu=u"+ px)u’ 4+ qgx)u

— e—%fpdx <_ v — %p/v +" + %p2v

1
+p0 — Epv) + qv)

1 1
_ e—%fpdx <U// _ Ep/v _ szv +qv)

und

1 1
Lu:O@v”+(—§p’—1p2+q)v:0.
[ S —

k(x)
Betrachten wir nun das Eigenwertproblem:
Lu=u"+ pu' +qu=iu,
e_%fpdx(v” — %p/v — %pzv +qv) = ae—2 [ pdxy, ,
V' 4+ k(x)v = v,
0=0v"+ (k(x) — Mv,

d. h. A istein Eigenwert von L genau dann, wenn A ein Eigen-
wert von L ist, wobei

Lv =v" 4+ k(x)v.

Wenden wir die Transformation auf die Hermitesche Diffe-
renzialgleichung an

u" —2xu' 4+ 2nu =0,

px) = —2x, g(x) =2n,

so folgt
1 1 2
=S k(x)=—=(-2)— —(—2x)"+2n
2 4
=1—x2 +2n,
und wir erhalten

V' + (1 —x2+2n)v=0.

Aufgabe 3.22 eee Zunichst zeigen wir, dass & > 0 ist.
Dazu multiplizieren wir die gegebene Differenzialgleichung
mit u

A

(—xu') = =u,
X
A
u(—xu') = Zu?
X

und integrieren partiell

€ €
/ u(—xu')'dx = (—xu’u)h‘ —i—/ xu?dx
1 1

—————
-0 —_———
>0
| °1
ik/ ,Mde’
1 X
———
>0

da u(1) = u(e) = 0 und nur positive Funktionen integriert
werden. Wir setzen A = uz mit u € R.

Mit dem Ansatz u(x) = x%, « € C folgt
u(x) =x“,
u'(x) = ax® ",
u'(x) =a(— DHx*2.
Die gegebene Differenzialgleichung ldsst sich umschreiben

zu
0=x%u"+xu' + uzu .
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