
Kapitel 3

Aufgaben

Verständnisfragen

Aufgabe 3.1 • Ist die Differenzialgleichung

e−y + (1 − xe−y)y′(x) = 0

exakt?

Aufgabe 3.2 •• Ist die Differenzialgleichung

y′ = ex−y

separabel?

Berechnen Sie jene Lösung y(x), für die y(0) = 1 gilt.

Aufgabe 3.3 •• Bestimmen Sie mithilfe der Definition
der Laplace-Transformation die Bildfunktionen der folgen-
den Originalfunktionen:

a) f (t) = 2 t e−4t

b) f (t) = sinh (at), a ∈ R, a < s
c) f (t) = sin2 t

Rechenaufgaben

Aufgabe 3.4 •• Bestimmen Sie den Typ und die Lösung
der Differenzialgleichung

y′(x) = (x2 + 1)y2 + (x2 − 1)

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.

Aufgabe 3.5 •• Die Bernoulli’sche Differenzialglei-
chung

y′(x) = −ay(x)+ byγ (x)
mit konstanten Koeffizienten a, b ∈ R, a �= 0 und γ �= 1 ist
separabel. Lösen Sie diese Differenzialgleichung mittels der
Methode der Separation der Variablen.

Aufgabe 3.6 • Lösen Sie die Differenzialgleichung

y′(x) = 2x − y(x)
mittels einer geeigneten Substitution.

Aufgabe 3.7 •• Ist die Differenzialgleichung

2xy(x)+ x2y′(x) = 0

exakt? Berechnen Sie die Lösungen.

Aufgabe 3.8 •• Finden Sie einen integrierenden Faktor
u(x, y) , sodass die Differenzialgleichung

(y2 − 2x − 2)+ 2yy′(x) = 0

exakt wird.

Aufgabe 3.9 •• Berechnen Sie die Lösung (in implizi-
ter Form) der Differenzialgleichung

y′(x) = − y2 − xy
2xy3 + xy + x2

.

Aufgabe 3.10 ••• Berechnen Sie die allgemeine Lösung
der Differenzialgleichung

(y + xy2)− xy′ = 0

mittels eines geeigneten integrierenden Faktors der Form
u(y). Bestimmen Sie des Weiteren diejenige Lösung, die
durch den Punkt (x, y) = (2,−2) verläuft.

Aufgabe 3.11 •• Ist die Differenzialgleichung

(2x + y)dx + (x − y) dy = 0

exakt? Begründen Sie Ihre Antwort. Berechnen Sie die all-
gemeine Lösung dieser Differenzialgleichung.

Aufgabe 3.12 •• Finden Sie einen integrierenden Fak-
tor für die nicht exakte Differenzialgleichung

(1 − xy)+ (xy − x2)y′ = 0 .

Aufgabe 3.13 •• Zeigen Sie mittels vollständiger In-
duktion, dass für die Laplace-Transformierte für Monome
fn(t) = tn, n ∈ N0

L[fn(t)] = n!
sn+1

, s > 0

gilt.

Aufgabe 3.14 •• Lösen Sie die Differenzialgleichung
1. Ordnung

y′(x) = x + 2y(x)

x
= 1 + 2

(
y(x)

x

)
.

Aufgabe 3.15 •• Berechnen Sie alle möglichen Lösun-
gen der Differenzialgleichung

y′(x) = 2x
√
y

mittels Separation der Variablen. Geben Sie auch die kon-
kreten Lösungen zu den Anfangsbedingungen y(0) = 1,
y(0) = 0 und y(0) = −1. Was passiert im letzten Fall?

Aufgabe 3.16 •• Lösen Sie das Randwertproblem

y′′(x)− y(x) = 1

mit den Randbedingungen y(0) = y′(0) = 0.

Aufgabe 3.17 •• Geben Sie alle Lösungen des Rand-
wertproblems

y′′(x)+ y(x) = 0

mit den Randbedingungen y(0) = y(π) = 0 an.
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Aufgabe 3.18 •• Bestimmen Sie mithilfe der Lapla-
ce–Transformation der Ableitung und der Transformationsta-
bellen die Bildfunktionen der ersten Ableitung der folgenden
Funktionen:

a) f (t) = sinh(at)
b) f (t) = t3

Aufgabe 3.19 ••• Die Funktion f (t) = sin(wt) ist eine
Lösung der Schwingungsgleichung

f ′′(t) = −ω2 f (t) .

Bestimmen Sie die zugehörige Bildfunktion L[f (t)] =
F(s), indem Sie die Laplace-Transformation auf die Diffe-
renzialgleichung anwenden und dabei die Transformation der
Ableitung verwenden.

Aufgabe 3.20 ••• Gegeben ist die Wellengleichung mit
Randbedingungen

utt = uxx, u(0, t) = u(1, t) = 0 , x ∈ [0, 1] , t ∈ R .

Führen Sie einen Separationsansatz durch, d. h. bestimmen
Sie alle Lösungen der Form u(x, t) = w(t)v(x) . Dieser An-
satz führt auf ein Sturm-Liouville-Eigenwertproblem für die
Funktion v.

Bestimmen Sie damit die Lösung der Wellengleichung, die
zusätzlich zu den Randbedingungen auch die Anfangsbedin-
gungen

u(x, 0) = g(x), ut (x, 0) = h(x) , x ∈ [0, 1]
mit geeigneten Funktion g , h erfüllt. Entwickeln Sie dazu
die Lösung in eine Fourierreihe

u(x, t) =
∞∑
k=1

(ak cos(kπt)+ bk sin(kπt)) sin(kπx).

Die Konvergenz der auftretenden Reihe muss nicht unter-
sucht werden.

Aufgabe 3.21 •• Zeigen Sie, dass die Differenzialglei-
chung

Lu = u′′ + p(x)u′ + q(x)u = 0

durch die Substitution

v(x) = e
1
2

∫
pdxu(x)

in die Form
v′′ + k(x)v = 0

gebracht werden kann. Geben Sie die Funktion k explizit an.

Wie wirkt sich diese Tranformation auf das Eigenwertpro-
blem Lu = λu aus?

Transformieren Sie die Hermitesche Differenzialgleichung

u′′ − 2xu′ + 2nu = 0 , x ∈ R , n ∈ N0 .

Aufgabe 3.22 ••• Bestimmen Sie die Eigenwerte und
Eigenfunktionen des Sturm-Liouville-Eigenwertproblems

−(xu′)′ = λ

x
u, u(1) = 0 , u(e) = 0 .

Beweisaufgaben

Aufgabe 3.23 ••• Lösen Sie das Anfangswertproblem

y′(x) = 2
√
y(x) , x ≥ 0 , y(0) = 0 .

Ist die Lösung eindeutig? Geben Sie eine Begründung!

Aufgabe 3.24 ••• Beweisen Sie die Energieerhaltungs-
gleichung

1

2
(ϕ′(t))2 − ω2 cosϕ(t) = const

für die nichtlineare Pendelgleichung

ϕ′′(t)+ ω2 sin ϕ(t) = 0 .

Hinweise

Verständnisfragen

Aufgabe 3.1 • Überprüfen Sie die Integrabilitätsbe-
dingung.

Aufgabe 3.2 •• –

Aufgabe 3.3 •• –

Rechenaufgaben

Aufgabe 3.4 •• –

Aufgabe 3.5 •• Finden Sie eine geeignete Substitution
zur Berechnung des y-Integrals.

Aufgabe 3.6 • –

Aufgabe 3.7 •• –

Aufgabe 3.8 •• Wählen Sie als Ansatz für den integrie-
renden Faktor

u(x, y) = u(x) .

Aufgabe 3.9 •• Ein Ansatz für den integrierenden Fak-
tor ist

u(x, y) = xayb , a, b ∈ R .
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Aufgabe 3.10 ••• –

Aufgabe 3.11 •• –

Aufgabe 3.12 •• –

Aufgabe 3.13 •• Partielle Integration.

Aufgabe 3.14 •• Diese Differenzialgleichung ist vom
Typ y′ = h ( y

x

)
, also homogen.

Aufgabe 3.15 •• –

Aufgabe 3.16 •• –

Aufgabe 3.17 •• –

Aufgabe 3.18 •• L[f ′(t)] = sL[f (t)] − f (0)

Aufgabe 3.19 ••• L[f ′′(t)]=s2L[f (t)]−sf (0)−f ′(0)

Aufgabe 3.20 ••• Der Separationsansatz führt auf
w′′(t)v(x)=w(t)v′′(x), und Division durch wv ergibt

w′′
w

= v′′
v
.

Die linke Seite hängt nur noch von t ab und die rechte nur
von x. Die Gleichung kann nur dann für alle x und t erfüllt
sein, wenn gilt

w′′
w

= λ, u
′′
u

= λ , mit λ ∈ R.

Aufgabe 3.21 •• –

Aufgabe 3.22 ••• Zeigen Sie zuerst, dass alle Eigen-
werte positiv sind und man daher λ = μ2 , μ ∈ R setzen
kann. Multiplizieren Sie dazu die Gleichung mit u und in-
tegrieren Sie über das Intervall [1, e]. Es handelt sich hier
um eine Euler’sche Differenzialgleichung. Machen Sie daher
einen Ansatz u(x) = xα , α ∈ C .

Beweisaufgaben

Aufgabe 3.23 ••• Studieren Sie die Voraussetzungen
des Satzes von Picard-Lindelöf.

Aufgabe 3.24 ••• –

Lösungen

Verständnisfragen

Aufgabe 3.1 • Die Differenzialgleichung ist exakt, da

∂

∂y
e−y = ∂

∂x
(1 − xe−y) = −e−y .

Aufgabe 3.2 •• Diese Differenzialgleichung ist exakt,
ihre Lösung ist

y′(x) = ln(ex + e + 1) .

Aufgabe 3.3 ••
a) F(s) = 2

(s + 4)2

b) F(s) = a

s2 − a2

c) F(s) = 2

s(s2 + 4)

Rechenaufgaben

Aufgabe 3.4 •• Diese Differenzialgleichung ist separa-

bel mit Lösung y(x) = tan
(
x3

3 + x + π
4

)
.

Aufgabe 3.5 ••
y(x) = u1−γ (x) mit u(x) = b

a
+ c
a

exp(a(γ−1)x) , c ∈ R

Aufgabe 3.6 • y(x) = ce−x − 2 + 2x , c ∈ R

Aufgabe 3.7 •• Die vorliegende Differenzialgleichung
ist exakt mit Stammfunktion

ϕ(x, y) = x2y .

Die Lösungen y(x) dieser Differenzialgleichung sind für
x �= 0 durch

y(x) = c

x2
, c ∈ R

gegeben.

Aufgabe 3.8 •• Mit dem integrierenden Faktor
u(x, y) = ex ist die Differenzialgleichung

ex(y2 − 2x − 2)+ 2exy y′(x) = 0

exakt. Die Lösung lautet

y(x) = ±
√

2x + ce−x , c ∈ R .

Aufgabe 3.9 •• Die Differenzialgleichung

1

xy2
(y2 − xy)+ 1

xy2
(2xy3 + xy + x2)y′(x) = 0

ist exakt. Die Lösung in impliziter Form lautet:

ln(xy)− x

y
+ y2 = c , c ∈ R .
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Aufgabe 3.10 •••
y(x) = 2x

2c − x2
, c = 1

Aufgabe 3.11 •• Die Differenzialgleichung ist exakt,
ihre Lösung lautet

x2 + xy − 1

2
y2 = c , c ∈ R

und in expliziter Form, wenn wir nach y auflösen

y = x ±
√

3x2 − 2c .

Aufgabe 3.12 ••
u(x) = 1

x
, x �= 0

ist ein integrierender Faktor.

Aufgabe 3.13 •• –

Aufgabe 3.14 •• y(x)=xz(x)=x(cx − 1)=cx2 − x,
c ∈ R

Aufgabe 3.15 ••
y(x) = 1

4
(x2 + c)2

y(0) = 1 ⇒ y(x) = 1

4
(x2 + 2)2

y(0) = 0 ⇒ y(x) = 1

4
x4

y(0) = − 1 ⇒ y(x) = 1

4
(x2 + 2i)2

Für y(0) = −1 existiert keine reelle Lösung.

Aufgabe 3.16 •• y(x) = ex + e−x − 2

2

Aufgabe 3.17 •• y(x) = c1 sin x , c1 ∈ R beliebig

Aufgabe 3.18 ••
a) L[f ′(t)] = L[a cosh(at)] = as

s2−a2

b) L[f ′(t)] = L[3t2] = 6
s3

Aufgabe 3.19 ••• L[f (t)]=L[sin(ωt)]=F(s)= ω
s2+ω2

Aufgabe 3.20 •••
u(x, t) = w(t)v(x)

=
∞∑
k=1

(ak cos(kπt)+ bk sin(kπt)) sin(kπx)

mit ak = 2
∫ 1

0
g(s) sin(kπs)ds

und bk = 2

kπ

∫ 1

0
h(s) sin(kπs)ds

Aufgabe 3.21 ••
k(x) = −1

2
p′ − 1

4
p2 + q

Die Transformation bewirkt beim Eigenwertproblem, dass λ
ein Eigenwert von L ist, genau dann wenn λ ein Eigenwert
von L̄ mit L̄v = v′′ + k(x)v .

Die Hermitesche Differenzialgleichung wird zu

v′′ + (1 − x2 + 2n)v = 0 .

Aufgabe 3.22 ••• Die Eigenfunktionen sind uk(x) =
sin(πk ln x) zu den Eigenwerten λk = k2π2, k ∈ N.

Beweisaufgaben

Aufgabe 3.23 ••• Es gibt zwei Lösungen y(x) ≡ 0 und
y(x) = x2. Da die Funktion f (y) = 2

√
y(x) die Bedingung

der Lipschitz-Stetigkeit an der Stelle y = 0 nicht erfüllt, stellt
das keinen Widerspruch zum Satz von Picard-Lindelöf dar.

Aufgabe 3.24 ••• –

Lösungswege

Verständnisfragen

Aufgabe 3.1 • –

Aufgabe 3.2 •• Diese Differenzialgleichung ist separa-
bel, da die beiden Variablen x und y getrennt werden können.
Es gilt

dy

dx
= ex e−y ,

ey dy = ex dx ,

und nach Integration erhalten wir

ey = ex + c , c ∈ R ,

y(x) = ln(ex + c) .

Wir setzen die gegebene Anfangsbedingung y(0) = 1 ein,
woraus

y(0) = ln(1 + c) = 1 ,

1 + c = e1 ,

c = e − 1

folgt und schließlich

y(x) = ln(ex + e − 1) .
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Aufgabe 3.3 •• Mit partieller Integration folgt:

L[f (t)] = L[2 t e−4t ] =
∫ ∞

0
2 t e−4t e−stdt

= 2
∫ ∞

0
t e−(s+4)t dt = ... = 2

(s + 4)2
= F(s)

L[f (t)] = L[sinh (at)] =
∫ ∞

0
sinh (at) e−stdt

= 1

2

∫ ∞

0

(
e(a−s)t − e−(a+s)t

)
dt = ... = a

s2 − a2
= F(s)

L[f (t)] = L[sin2 t] dt =
∫ ∞

0
sin2 t e−stdt

= 1

2

∫ ∞

0

(
1 − cos(2t)

)
e−st dt = ... = 2

s(s2 + 4)
= F(s)

Rechenaufgaben

Aufgabe 3.4 •• Die gegebene Differenzialgleichung

y′(x) = dy

dx
= (x2 + 1)(y2 + 1)

ist separabel. Sie kann daher folgendermaßen gelöst werden:

dy

y2 + 1
= (x2 + 1) dx ,

arctan y = x
3

3
+ x + c , c ∈ R ,

y(x) = tan

(
x3

3
+ x + c

)
.

Aus der Anfangsbedingung y(0)= tan(0+ 0+ c)= tan c=1
folgt c = π

4 und die Lösung ist

y(x) = tan

(
x3

3
+ x + π

4

)
.

Aufgabe 3.5 •• Die gegebene autonome nichtlineare
Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten lässt sich
mittels Separation der Variablen lösen. Aus der äquivalenten
Formulierung

dy

byγ − ay = dx

erhält man ∫
dy

byγ − ay = dx = x + c1

mit einer Integrationskonstante c1 ∈ R. Für die Berechnung
dieses Integrals wählen wir die Substitution

u = y1−γ , du = (1 − γ )y−γ dy ,

daher gilt

dy

byγ − ay = 1

1 − γ
yγ

byγ − ay du = 1

1 − γ
1

b − ay1−γ du

und ∫
dy

byγ − ay = 1

1 − γ
∫

du

b − au .

Mit der weiteren Substitution t = b − au, dt = −a du folgt∫
dy

byγ − ay = − 1

a(1 − γ )
∫

dt

t

= − ln t

a(1 − γ ) =
ln(b − au)
a(γ − 1)

= x + c1 .

Auflösen nach u ergibt die allgemeine Lösung

u(x) = b

a
+ c

a
exp(a(γ − 1)x) , c ∈ R ,

und schließlich

y(x) = u1−γ (x) = ( b
a
+ c

a
exp(a(γ − 1)x))1−γ .

In den Aufgaben in Kapitel 3 haben wir die Substitution
u(x) = y1−γ (x) vor der Integration durchgeführt und haben
eine einfache lineare Differenzialgleichung für u erhalten.
Diese Vorgangsweise funktioniert auch für den allgemeinen
Fall a = a(x) und b = b(x).

Aufgabe 3.6 • Diese Differenzialgleichung ist vom
Typ y′(x) = f (ax + by(x)+ c) und wird durch die Substi-
tution

u(x) = 2x − y(x)
gelöst, daraus folgt u′(x) = 2−y′(x) oder y′(x) = 2−u′(x)
und die entsprechende Differenzialgleichung lautet

−u′(x) = − du

dx
= u(x)− 2∫

du

u− 2
= −

∫
dx

ln |u− 2| = − x + c1 , c1 ∈ R

u(x) = ec1 e−x + 2

y(x) = − ec1 e−x − 2 + 2x = cex − 2 − 2x , c ∈ R .

Kommentar: Natürlich ist diese Differenzialgleichung
eine lineare skalare inhomogene Differenzialgleichung und
kann auch mithilfe der Methoden aus Kapitel 2 gelöst wer-
den.

Aufgabe 3.7 •• Die Funktionen 2xy = p(x, y) und
x2 = q(x, y) sind auf ganz R2 definiert und es gilt

∂(2xy)

∂y
= 2x = ∂(x2)

∂x
.
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Damit existiert eine Stammfunktion, die durch Integration
ermittelt werden kann:

ϕ(x, y) =
∫

2xy dx = x2y + c1(y) ,

ϕ(x, y) =
∫
x2 dy = x2y + c2(x).

Die Integrationskonstanten c1, c2 können jeweils noch von
der Variablen abhängen, nach der nicht integriert wurde.
Durch ϕ(x, y) = x2y ist eine Stammfunktion gegeben und
durch Auflösen der Gleichung x2y = c für c ∈ R nach y
erhalten wir eine Lösung y(x) der Differenzialgleichung,

y(x) = c

x2
für x �= 0 .

Aufgabe 3.8 •• Diese Differenzialgleichung ist zu-
nächst nicht exakt, da

ϕ(x, y) =
∫
∂ϕ

∂x
dx =

∫
p(x, y) dx

=
∫
(y2 − 2x − 2) dx = y2x − x2 − 2x + c1(y) ,

ϕ(x, y) =
∫
∂ϕ

∂y
dy =

∫
q(x, y) dy

=
∫

2y dy = y2 + c2(x)

und die Konstanten c2(x) und c1(y) nicht so gewählt werden
können, dass die Integrabilitätsbedingungen erfüllt sind. Wir
versuchen daher einen integrierenden Faktor u(x, y) zu fin-
den, der die Differenzialgleichung exakt macht und probieren
den einfachsten Fall u(x, y) = u(x) aus. Wir berechnen die
entsprechende Integrabilitätsbedingung

p
du(x)

dy
− q du(x)

dx
− ∂q

∂x
u(x)+ ∂p

∂y
u(x) = 0

(y2 − 2x − 2) · 0 − 2y
du(x)

dx
− (0 − 2y) u(x) = 0

−2y
du(x)

dx
+ 2yu(x) = 0 ,

woraus für den integrierenden Faktor u(x) = ex folgt. Also
ist die Differenzialgleichung

ex(y2 − 2x − 2)+ 2exy y′(x) = 0

exakt mit Stammfunktion

ϕ(x, y) = ex(y2 − 2x) ,

die sich aus der Berechnung der Integrale∫
ex (y2 − 2x − 2) dx = ex (y2 − 2x)+ c1(y) ,∫
2ex y dy = y2 ex + c2(x) ,

mit c2(x) = 2x ex und c1(y) = 0 ergibt. Die Lösung der
Differenzialgleichung lautet daher

y(x) = ±
√

2x + ce−x , c ∈ R.

Aufgabe 3.9 •• Durch Umformung erhalten wir die
Differenzialgleichung in gewohnter Form

(y2 − xy)+ (2xy3 + xy + x2)y′ = 0 .

Diese Differenzialgleichung ist nicht exakt, wie man
leicht nachrechnet. Wir versuchen als integrierenden Faktor
u(x, y) = xayb mit a, b ∈ R . Das führt auf

p
∂u(x, y)

∂y
− q ∂u(x, y)

∂x
− ∂q

∂x
u(x, y)+ ∂p

∂y
u(x, y) = 0 ,

(y2 − xy)bxayb−1 − (2xy3 + xy + x2)axa−1yb

−(2y3 + y + 2x)xayb + (2y − x)xayb = 0 ,

zur Berechnung des entsprechenden integrierenden Faktors.
Nach dem Ausmultiplizieren und der Division durch xayb

folgt

(−2a − 2)y3 + (−a + b + 1)y + (−a − b − 3)x = 0 .

Alle Koeffizienten müssen verschwinden,

−2a − 2 = 0 ,

−a + b + 1 = 0 ,

−a − b − 3 = 0 ,

woraus wir a = −1 und b = −2 erhalten. Für den integrie-
renden Faktor ergibt sich

u(x, y) = 1

xy2

und die Differenzialgleichung

1

xy2
(y2 − xy)+ 1

xy2
(2xy3 + xy + x2)y′ = 0

ist exakt mit Stammfunktion ϕ(x, y) und Lösung (in impli-
ziter Form)

ϕ(x, y) = ln(xy)− x

y
+ y2 = c , c ∈ R .

Kommentar: Die Entscheidung, nach welcher der beiden
Variablen aufgelöst werden kann, kann im Allgemeinen mit-
hilfe des Satzes über implizite Funktionen getroffen werden.

Aufgabe 3.10 ••• Wir schreiben die Differenzialglei-
chung in der Form

y(1 + xy)dx − x dy = 0

d. h.,

p dx+q dy = 0 , p(x, y) = y+xy2, q(x, y) = −x .
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Es ist py = 1 + 2xy �= qx = −1, also nicht exakt. Wir
versuchen u = u(y) so zu finden, dass

u(y) (y + xy2)︸ ︷︷ ︸
=:P(x,y)

dx −u(y) x︸ ︷︷ ︸
=: Q(x,y)

dy = 0

exakt ist, d. h., wir versuchen die Integrabilitätsbedingungen
für P undQ zu erfüllen:

Py = u(y)(1 + 2xy)+ u′(y)(y + xy2) = Qx = −u(y) .

Wir wollen

u′(y)(y + xy2) = − u(y)(2 + 2xy) ,

u′(y)y(1 + xy) = −2 u(y)(1 + xy)

erfüllen und das ist wiederum eine Differenzialgleichung für
u(y). Nach Kürzen durch den Faktor (1+ xy) �= 0 verbleibt
als geforderte Gleichung

u′(y)y = −2 u(y) .

Das ist eine separable Differenzialgleichung für den gesuch-
ten integrierenden Faktor u(y),

1

2

du

u
= −dy

y
.

Integration mit Integrationskonstante c = 0 gewählt, ergibt

1

2
ln u = − ln y

exp

(
1

2
ln u

)
= exp(− ln y)

u1/2 = y−1.

Also ist

u(y) = 1

y2

ein integrierender Faktor und die Differenzialgleichung(
1

y
+ x

)
− x

y2
dy = 0

ist exakt. Die Lösung dieser exakten Differenzialgleichung
erfordert die Kenntnis einer Stammfunktion ϕ(x, y) des Vek-
torfeldes (P,Q), d. h. ϕ(x, y) mit

ϕx = P = 1

y
+ x, ϕy = Q = − x

y2
.

Die Integration dieser beiden Forderungen nach x bzw. y
ergibt

ϕ(x, y) = x
y
+ x2

2
+ c(y)

ϕ(x, y) = x
y
+ c(x),

und daher muss gelten

c(x)− x2

2︸ ︷︷ ︸
hängt nur von x ab

= c(y)︸︷︷︸
hängt nur von y ab

const = c(y) = c(x)− x2

2
⇒ c(x) = x2

2

und

ϕ(x, y) = x

y
+ x2

2

ist die gesuchte Stammfunktion.

Lösungen der ursprünglichen Differenzialgleichung sind
charakterisiert durchϕ(x, y) = const, und daraus folgt durch
Auflösen nach y

y(x) = 2 x

2c − x2
c ∈ R .

Für die spezielle Lösung, die durch den Punkt (x, y) =
(2,−2) verläuft, ergibt sich

−2 = 4

2c − 22
⇒ c = 1 ,

und daher

y(x) = 2 x

2 − x2
.

Die Lösung ist nicht definiert für x = ±√2.

Aufgabe 3.11 •• Wir überprüfen die Integrabilitätsbe-
dingung ∂p

∂y
= ∂q
∂x

∂p

∂y
= ∂

∂y
(2x + y) = 1 ,

∂q

∂x
= ∂

∂x
(x − y) = 1 .

Die Differenzialgleichung ist also exakt.

Wir suchen nun die Stammfunktion ϕ(x, y), sodass gilt

∂ϕ(x, y)

∂x
= p(x, y) = 2x + y

∂ϕ(x, y)

∂y
= q(x, y) = x − y ,

und erhalten, indem wir die erste Gleichung integrieren,

ϕ(x, y) =
∫
∂ϕ

∂x
dx = x2 + xy + c(y) .

Um c(y) zu bestimmen, differenzieren wir nach y und ver-
gleichen

∂ϕ(x, y)

∂y
= x + c′(y) = q(x, y) = x − y .

Also ist c′(y) = −y und c(y) = − 1
2y

2 + const, d. h., die
Stammfunktion der exakten Differenzialgleichung ist

ϕ(x, y) = x2 + xy − 1

2
y2
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für const = 0 und die allgemeine Lösung erfüllt

x2 + xy − 1

2
y2 = c , c ∈ R .

Wir können nach y (oder x) auflösen und erhalten für die
Lösung y(x)

y(x) = x ±
√

3x2 − 2c , c ∈ R .

Aufgabe 3.12 •• Wir versuchen, einen integrierenden
Faktor u(x) zu finden, der nur von x abhängt, und überprüfen
die Integrabilitätsbedingung, wobei P(x, y) = p(x, y) u(x)
undQ(x, y) = q(x, y) u(x):
∂P

∂y
= ∂

∂y
(p(x, y) u(x)) = ∂

∂y
((1 − xy) u(x)) = −x u(x) ,

∂Q

∂x
= ∂

∂x
(q(x, y) u(x)) = ∂

∂x
((xy − x2) u(x))

= (y − 2x) u(x)+ (xy − x2) u′(x) .

Aus ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

folgt

−x u(x) = (y − 2x)u(x)+ (xy − x2)u′(x) ,
(x − y)u(x) = x(y − x)u′(x) , x �= y ,

u(x) = −x u′(x) .
Wir lösen die Differenzialgleichung für u(x) mittels Tren-
nung der Variablen:

du

u
= −dx

x
,∫

du

u
= −

∫
dx

x
,

ln u = − ln x + c , c ∈ R ,

u(x) = ec

x
.

Die Differenzialgleichung

1 − xy
x

+ (y − x)y′ = 0

ist exakt.

Aufgabe 3.13 •• n = 0 ,

L[f0(t)] = F(s) =
∫ ∞

0
t0 e−st dt = −e−st

s

∣∣∣∞
0

= 1

s

n→ n+ 1 ,

L[fn+1(t)] =F(s) =
∫ ∞

0
tn+1 e−st dt

= − tn+1 e−st
s

∣∣∣∞
0
+ n+ 1

s

∫ ∞

0
tn e−st dt

= n+ 1

s

n!
sn+1

= (n+ 1)!
sn+2

,

wobei wir hier partielle Integration verwendet haben und die
Induktionsvoraussetzung eingesetzt haben.

Aufgabe 3.14 •• Diese homogene Differenzialglei-
chung lässt sich durch die Substitution y(x) = xz(x) fol-
gendermaßen umschreiben:

y′(x) = z(x)+ x z′(x) = 1 + 2z(x) ,

xz′(x) = 1 + z(x) .
Das ist eine separable Differenzialgleichung, die durch Tren-
nung der Variablen gelöst werden kann

xz′(x) = x dz

dx
= 1 + z(x) ,

dz

1 + z =
dx

x
,∫

dz

1 + z =
∫

dx

x
,

ln(z+ 1) = ln(x)+ c1 , c1 ∈ R ,

z+ 1 = ec1x = cx ,
z(x) = cx − 1 , c ∈ R .

Rücksubstitution führt auf die allgemeine Lösung

y(x) = xz(x) = x(cx − 1) = cx2 − x , c ∈ R .

Aufgabe 3.15 ••
y′ = dy

dx
= 2x

√
y

dy√
y
= 2xdx∫

dy√
y
=
∫

2xdx

2
√
y = x2 + c

d. h., wir erhalten als allgemeine Lösung

y(x) = 1

4
(x2 + c)2 .

Nun lösen wir die drei Anfangswertprobleme:

y(0) = 1 = 1

4
c2 ⇒ c = 2, y(x) = 1

4
(x2 + 2)2

y(0) = 0 = 1

4
c2 ⇒ c = 0, y(x) = 1

4
x4

y(0) = −1 = 1

4
c2 ⇒ c = 2i, y(x) = 1

4
(x2 + 2i)2

Im dritten Fall existiert keine reelle Lösung.

Aufgabe 3.16 •• Die allgemeine Lösung einer inhomo-
genen Differenzialgleichung ist y = yh + yp , wobei yh die
allgemeine Lösung der homogenen Gleichung y′′ − y = 0
ist und yp irgendeine spezielle Lösung von y′′ − y = 1 ist.

Für die homogene Gleichung ist

y1(x) = ex , y2(x) = e−x



Lösungswege zu Kapitel 3 21

ein Fundamentalsystem und die allgemeine homogene Lö-
sung hat die Form

yh(x) = c1y1(x)+ c2y2(x) .

Die Partikulärlösung bestimmen wir durch Variation der
Konstanten:

yp(x) = c1(x)y1(x)+ c2(x)y2(x) , c1, c2 ∈ R .

Da wir nur an einer speziellen Lösung interessiert sind, kön-
nen wir zusätzliche Voraussetzungen an c1(x) und c2(x) fest-
legen, etwa

c′1(x)y1(x)+ c′2(x)y2(x) = 0 .

Wenn wir diesen Ansatz füryp(x) in die Gleichung einsetzen,
erhalten wir

1 = y′′p(x)− yp(x) = c′1(x)y′1(x)+ c′2(x)y′2(x) .
Das ist ein lineares Gleichungssystem für c′1, c′2:

exc′1(x)+ e−xc′2(x) = 0 ,

exc′1(x)− e−xc′2(x) = 1 .

Daraus folgt

c′1(x) =
1

2
e−x , c′2(x) = −1

2
ex ,

und durch Integration

c1(x) = −1

2
e−x , c2(x) = −1

2
ex

also ist

yp(x) = c1(x)y1(x)+ c2(x)y2(x) ,

= − 1

2
e−x ex − 1

2
ex e−x = −1 ,

eine Partikulärlösung. (Man könnte auch sofort sehen, dass
yp(x) = −1 die Gleichung y′′p − yp = 1 erfüllt.)

Kommen wir nun zur Lösung des Randwertproblems:

y(x) = c1ex + c2e−x − 1

ist die allgemeine Lösung. Einsetzen der Randbedingungen
führt auf

y(0) = c1 + c2 − 1 = 0 ,

y′(0) = c1 − c2 = 0.

Wir lösen dieses Gleichungssystem und erhalten

c1 = 1

2
, c2 = 1

2
.

Die Lösung des Randwertproblems ist daher

y(x) = ex + e−x − 2

2
.

Aufgabe 3.17 •• Die Funktionen

y1(x) = cos x , y2(x) = sin x

bilden ein Fundamentalsystem für die gegebene homogene
Differenzialgleichung. Die allgemeine Lösung ist

y(x) = c1y1(x)+ c2y2(x) , c1, c2 ∈ R .

Wir bestimmen c1 und c2 durch Einsetzen der Lösung in die
Randbedingungen:

0 = c1 cos 0 + c2 sin 0 = c1 .

0 = c1 cosπ + c2 sin π = −c1 ,

also c1 = 0, c2 ∈ R beliebig und die Lösungen haben die
Gestalt

y(x) = c2 sin x, c2 ∈ R .

Aufgabe 3.18 ••
a) Es gilt: f ′(t) = a cosh(at) und f (0) = sinh 0 = 0.

L[f ′(t)] =L[a cosh(at)] = sL[sinh(at)] − 0

= s a

s2 − a2
= as

s2 − a2

b) Es gilt: f ′(t) = 3t2 und f (0) = 03 = 0.

L[f ′(t)] =L[3t2] = sL[t3] − 0

= s 6

s4
= 6

s3

Aufgabe 3.19 ••• Es gilt: f (0) = sin 0 = 0, f ′(t) =
ω cos(ωt) und daher f ′(0) = ω. Aus

L[f ′′(t)] =L[−ω2 f (t)] = −ω2L[f (t)] = −ω2F(s)

L[f ′′(t)] = s2F(s)− s · 0 − ω
folgt durch Gleichsetzen

s2F(s)− ω = −ω2F(s)

oder
F(s) = ω

s2 + ω2
= L[sin(ωt)] .

Aufgabe 3.20 ••• Wir machen einen Separationsansatz
u(x, t) = w(t)v(x) und differenzieren

utt (x, t) = w′′(t) v(x) ,
uxx(x, t) = w(t) v′′(x) ,

w′′(x) v(x) = w(t) v′′(x) ,
w′′
w

= v′′
v

= λ .

Das führt auf ein Sturm-Liouville Eigenwertproblem
v′′ = λv mit der Lösung

v(x) = c1 exp(
√
λ x)+ c2 exp(−√λ x) .
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Wir setzen die Randbedingungen ein:

0 = v(0)⇒ c1 = −c2 = c , c ∈ R

0 = v(1)⇒ c(exp(
√
λ)− exp(−√λ)) = 0 .

Da hier ein Sturm-Liouville Eigenwertproblem vorliegt, be-
trachten wir nur reelle Eigenwerte. Die zweite Bedingung
kann nur dann erfüllt sein wenn λ ≤ 0 oder wenn c = 0 ist.
Im Fall c = 0 existiert nur die triviale Lösung und im Fall
λ = 0 ist v linear oder konstant, aber durch die Randbedin-
gungen folgt v ≡ 0. Für λ < 0 gilt

0 = exp(
√
λ)− exp(−√λ) = 2i sin(

√|λ|)
�⇒ λk = −k2π2 , k ∈ N

mit den Eigenfunktionen

vk(x) = 2i c sin(kπx) .

Nun wollen wir noch das Anfangswertproblem lösen. Wir
entwickeln dazu die Lösung in eine Fourierreihe

u(x, t) = w(t)v(x)

=
∞∑
k=1

(ak cos(kπt)+ bk sin(kπt)) sin(kπx)

und setzen die Anfangswerte ein:

u(x, 0) = g(x) =
∞∑
k=0

ak sin(kπx) ,

ut (x, 0) = h(x) =
∞∑
k=1

bkkπ sin(kπx) ,

�⇒ ak = 2
∫ 1

0
g(s) sin(kπs)ds ,

�⇒ bk = 2

kπ

∫ 1

0
h(s) sin(kπs)ds .

Aufgabe 3.21 •• Aus

v(x) = e
1
2

∫
pdxu(x) oder u(x) = e−

1
2

∫
pdxv(x)

folgt durch Differenzieren

u′ =e−
1
2

∫
pdx

(
− 1

2
pv + v′

)
,

u′′ =e−
1
2

∫
pdx

(
− 1

2
pv′ − 1

2
p′v + v′′ − 1

2
p

(
− 1

2
pv + v′

))
,

daher gilt

Lu = u′′ + p(x)u′ + q(x)u
= e−

1
2

∫
pdx

(
− pv′ − 1

2
p′v + v′′ + 1

4
p2v

+ p(v′ − 1

2
pv)+ qv

)
= e−

1
2

∫
pdx

(
v′′ − 1

2
p′v − 1

4
p2v + qv

)

und

Lu = 0 ⇔ v′′ + (−1

2
p′ − 1

4
p2 + q︸ ︷︷ ︸

k(x)

)v = 0 .

Betrachten wir nun das Eigenwertproblem:

Lu = u′′ + pu′ + qu = λu ,
e−

1
2

∫
pdx(v′′ − 1

2
p′v − 1

4
p2v + qv) = λe−

1
2

∫
pdxv ,

v′′ + k(x)v = λv ,
0 = v′′ + (k(x)− λ)v ,

d. h. λ ist ein Eigenwert vonL genau dann, wenn λ ein Eigen-
wert von L̄ ist, wobei

L̄v = v′′ + k(x)v.
Wenden wir die Transformation auf die Hermitesche Diffe-
renzialgleichung an

u′′ − 2xu′ + 2nu = 0 ,

p(x) = −2x, q(x) = 2n ,

so folgt

⇒ k(x) = −1

2
(−2)− 1

4
(−2x)2 + 2n

= 1 − x2 + 2n ,

und wir erhalten

v′′ + (1 − x2 + 2n)v = 0.

Aufgabe 3.22 ••• Zunächst zeigen wir, dass λ > 0 ist.
Dazu multiplizieren wir die gegebene Differenzialgleichung
mit u

(−xu′)′ = λ

x
u ,

u(−xu′)′ = λ

x
u2

und integrieren partiell∫ e

1
u(−xu′)′dx = (−xu′u)∣∣e1︸ ︷︷ ︸

=0

+
∫ e

1
xu′2dx︸ ︷︷ ︸
>0

!= λ
∫ e

1

1

x
u2dx︸ ︷︷ ︸

>0

,

da u(1) = u(e) = 0 und nur positive Funktionen integriert
werden. Wir setzen λ = μ2 mit μ ∈ R .

Mit dem Ansatz u(x) = xα , α ∈ C folgt

u(x) = xα ,
u′(x) = αxα−1 ,

u′′(x) = α(α − 1)xα−2 .

Die gegebene Differenzialgleichung lässt sich umschreiben
zu

0 = x2u′′ + xu′ + μ2u .



http://www.springer.com/978-3-642-54945-8


	Kapitel 3
	Aufgaben
	Verständnisfragen
	Rechenaufgaben
	Beweisaufgaben

	Hinweise
	Verständnisfragen
	Rechenaufgaben
	Beweisaufgaben

	Lösungen
	Verständnisfragen
	Rechenaufgaben
	Beweisaufgaben

	Lösungswege
	Verständnisfragen
	Rechenaufgaben





