Grundlagen

What is the Matrix?

Thomas A. Anderson

Strukturgleichungsmodelle und andere statistische Verfahren modellieren die Zu-
sammenhénge zwischen Variablen, d. h. zwischen Gréen, die die (zumindest prin-
zipiell) messbaren Eigenschaften politischer Objekte beschreiben. Dabei werden
vier SKALENNIVEAUS unterschieden:

1. Nominalskala: Die Ausprigungen unterscheiden sich, aber es gibt keine
Rangfolge (Wahlabsicht). Variablen, die lediglich zwei Auspragungen haben
(Wihler/Nichtwéhler) werden auch als bindr oder dichotom bezeichnet. No-
minalskalierte Variablen mit mehreren Auspriagungen heilen multinomial oder
polytom.

2. Ordinalskala: Die Ausprigungen lassen sich in eine GroBer-Kleiner-Rangfol-
ge bringen, aber die Abstinde zwischen den Kategorien sind nicht identisch
(,,stimme voll zu®, ,,stimme zu“, ,teils/teils*). Nominal- und ordinalskalierte
Variablen werden manchmal unter der gemeinsamen Bezeichnung , kategorial*
zusammengefasst.

3. Intervallskala: Die Abstinde (Intervalle) zwischen den Kategorien sind kon-
stant (Temperatur in Grad Celsius)

4. Ratioskala: Die Abstinde zwischen den Kategorien sind konstant, und es gibt
einen absoluten Nullpunkt (Lebensalter, Stundenlohn in Euro). Intervall- und
Ratioskalen werden auch als ,,metrisch* bezeichnet.

Je hoher das Skalenniveau einer Messung, desto hoher auch der Informationsgehalt
der entsprechenden Variablen.
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Eng verbunden mit dem Skalenniveau ist eine zweite Eigenschaft von Variablen.
Diese konnen entweder diskret oder stetig (kontinuierlich) sein. Diskrete Variablen
haben eine abzidhlbare (wenn auch moglicherweise sehr groe) Anzahl von Auspra-
gungen, wihrend stetige Variablen eine unbeschréinkte Zahl von Werten annehmen
konnen. Kategoriale Variablen sind stets diskret, metrische Variablen werden in der
Forschungspraxis meist als stetig betrachtet, auch wenn die Zahl der unterschied-
lichen Messwerte durch die Messgenauigkeit der Instrumente begrenzt ist (Tutz
2000, S. 3).

Fiir zusitzliche Verwirrung sorgt oft die Diskrepanz zwischen dem theoreti-
schen Konzept (der latententen Variablen) und dem, was tatsidchlich beobachtet
werden kann. Praktisch alle sozialwissenschaftlichen Indikatoren (mit der mog-
lichen Ausnahme von physiologischen Grofen und Reaktionszeiten) generieren
diskrete Werte, wihrend die zugrundeliegenden Konzepte teils diskret (z. B. das
Vorliegen einer Parteiidentifikation), teils kontinuierlich (z. B. Fremdenfeindlich-
keit) sind.

Lineare Modelle (zu denen die klassischen Strukturgleichungsmodelle gehoren)
setzten metrische Daten voraus.! Dariiber hinaus gibt es verschiedene Moglich-
keiten, auch nominal- und ordinalskalierte Variablen in einem Strukturgleichungs-
modell zu beriicksichtigen (siehe Abschn. 4.1). Um die Darstellung nicht zu
iiberfrachten, beziehen sich die folgenden Abschn. 2.1 bis 2.3 aber ausschlieBlich
auf metrische Variablen.

2.1 Matrixalgebra*

Eine MATRIX oder Matrize ist nichts weiter als eine rechteckige Anordnung von
reellen Zahlen (Skalaren).2 Die meisten Leser diirften mit dem Konzept der Roh-
datenmatrix vertraut sein, die sich présentiert, wenn ein Datensatz in Excel, SPSS

! Vor allem bei den in der Einstellungsforschung allgegenwirtigen Ratingskalen (vgl. z. B.
Tab. 2.1) wird allerdings schlichtweg angenommen, dass die Abstinde zwischen den Aus-
pragungen der Variablen konstant sind. Solche Daten werden etwas optimistisch auch als
.quasi-metrisch® bezeichnet.

2 Fiir die Zwecke dieses Buches sind Skalare ,.einfache* reelle Zahlen. Die Menge der reellen
Zahlen beinhaltet alle Zahlen, die fiir politikwissenschaftliche Messungen benétigt werden,
d. h. positive und negative natiirliche Zahlen und Briiche (einschlieflich der irrationalen Zah-
len wie ). Matrizen, die komplexe Zahlen enthalten, spielen fiir den Gegenstandsbereich
dieses Buches keine Rolle.
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Tab. 2.1 Religiositit, Rassimus und Lebensalter

Alter | Religiositdt | Hautfarbe wichtig
Befragter 1 | 19 0 0 19 0 O
Befragter2 |56 |7 6 _ 56 7 6 _
Befragter 3|71 | 10 10 71 10 10
Befragter 4 | 39 5 4 39 5 4

Die Daten wurden willkiirlich aus dem deutschen Sample des European Social Survey von
2002 ausgewihlt. Die Fragetexte lauten: ,,Regardless of whether you belong to a particular
religion, how religious would you say you are? 0 = not at all religious; 10=very religious*
,.Please tell me how important you think each of these things should be in deciding whether
someone born, brought up and living outside this country should be able to come and live
here. How important should it be for them to be white? O = extremely unimportant; 10=
extremely important™

oder Stata (nach Eingabe von edit) gedffnet wird. Bei einer solchen Rohda-
tenmatrix handelt es sich um den ,Kern“ einer Rohdatentabelle, d.h. um die
numerischen Daten abziiglich der Variablen- und Befragtennamen. Tabelle 2.1 il-
lustriert dies: Die grau unterlegten numerischen Informationen in der Tabelle bilden
die Rohdatenmatrix D.

Fiir das Rechnen mit Matrizen gelten besondere Regeln, die als Matrixalge-
bra bezeichnet werden. Diese ermdglichen es, statistische Probleme in kompakter
Form darzustellen und in effizienter Weise zu 16sen. Die meisten modernen Pro-
gramme verfiigen iiber benutzerfreundliche Schnittstellen, so dass es normalerwei-
se nicht mehr notwendig ist, das zu schitzende Modell in Matrixschreibweise zu
spezifizieren. Fiir ein Verstdndnis der Grundlagen von Strukturgleichungsmodelle
sind elementare Kenntnisse der Matrixalgebra aber unabdingbar.

Die Darstellung in diesem Abschnitt beschrénkt sich notwendigerweise auf ein
Minimum und kann bei der ersten Lektiire iibersprungen werden. Eine umfassen-
dere und leicht zugéngliche Einfiihrung bietet Namboodiri (1984). Detaillierte und
konzise Darstellungen finden sich in den Anhédngen der Lehrbiicher von Madda-
la (2001) und Greene (2003). Einen umfassenden Uberblick vermittelt Harville
(1997).

2.1.1 Dimensionen, Elemente, Vektoren, Submatrizen,
Partitionen

Matrizen sind zweidimensionale Gebilde mit den Dimensionen m (Zeilen) und
n (Spalten). Die Matrix D aus Tab. 2.1 hat m = 4 Zeilen und n = 3 Spalten,
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also 4 x 3 = 12 Elemente. Als Indizes fiir die Zeilen und Spalten werden hiu-
fig die Kleinbuchstaben i und j verwendet. Indizes ermdglichen es, jedes Element
der Matrix eindeutig zu identifizieren. Fiir die Elemente selbst werden dabei zum
Namen der Matrix analoge Kleinbuchstaben verwendet: Das Element d;—» j—3 der
Matrix D hat den Wert 6. Der Einfachheit halber werden die Kleinbuchstaben oft
weggelassen. Wenn m und n kleiner als 10 sind, kann auch das Komma zwischen
den beiden Indizes entfallen: di—> j—3 = d» 3 = d3 = 6. In jedem Fall wird zuerst
die Nummer der Zeile, dann die Nummer der Spalte geschrieben (Gl. (2.1)).

a1l ai2 o din
) ) a1 a2 - Qg
Elemente eciner Matrix: A = ) ) ) 2.1)
am,1 Amy2 *** QAmn
by
by
Spalten- und Zeilenvektoren: b = |, e= [Cl - Cm] (2.2)
b

Eine Matrix, die nur eine einzige Spalte hat, wird als Spaltenvektor bezeichnet;
eine Matrix, die nur eine einzige Zeile hat, nennt man Zeilenvektor (Gl. (2.2)).
Generell konnen Vektoren als Matrizen mit einer einzigen Dimension m verstanden
werden.’

Eine m x n Matrix kann man sich wahlweise als aus m Zeilenvektoren mit
jeweils n Elementen oder n Spaltenvektoren mit jeweils m Elementen zusammen-
gesetzt vorstellen. So besteht die Rohdatenmatrix D aus vier Zeilenvektoren, die
jeweils die Daten eines Falles enthalten. Alternativ dazu lésst sich D auch in drei
Spaltenvektoren unterteilen, die jeweils die Werte einer Variable enthalten.

a1 aipziai;s

Partitionierung/Augmentierung von Matrizen: A = | az,1 a22:ia23 (2.3)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

as1 a3pias;s

3 Verwirrenderweise wird ein Vektor mit m Elementen manchmal auch als m-dimenensiona-
ler Vektor bezeichnet.
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Loscht man einzelne Spalten- oder Zeilenvektoren aus einer Matrix, so erhilt man
eine Submatrix. Im Falle von D wiirden dadurch bestimmte Félle und/oder Varia-
blen aus dem Datensatz ausgeschlossen. Dariiber hinaus ist es moglich, eine Matrix
zu partitionieren, indem sogenannte ,,Blocke* gebildet werden, bei denen es sich
ihrerseits wieder um Matrizen handelt. Umgekehrt kénnen zwei oder mehrere klei-
nere Matrizen zu einer groleren Matrix zusammengesetzt werden (siehe Gl. (2.3)).
Dies geschieht beispielsweise dann, wenn zu einer Rohdatenmatrix zusitzliche Fal-
le (beispielsweise aus einem anderen Land) oder zusitzliche Variablen (aus einer
zweiten Datenquelle) hinzugefiigt werden.

2.1.2 Besondere Matrizen

1 2 3
Eine symmetrische Matrix: A= |2 4 7 24
3 7 5

Matrizen, bei denen die Zahl der Zeilen und Spalten identisch ist, heien quadra-
tische Matrizen. Diejenigen Elemente einer quadratischen Matrix, die auf einer
gedachten Linie von der oberen linken zur unteren rechten Ecke, der sogenannten
Hauptdiagonale, liegen (aj,1,a2,2, - - - am,n) werden als diagonale Elemente be-
zeichnet. Matrizen, bei denen alle Elemente oberhalb bzw. unterhalb der Diagonale
gleich 0 sind, werden als untere bzw. obere Dreiecksmatrizen bezeichnet.

Quadratische Matrizen konnen (achsen-)symmetrisch sein. In diesem Fall ist der
Inhalt der Matrix an der Diagonale gespiegelt, d. h. fiir jedes Element, das nicht auf
der Diagonale liegt, gilt a; ; = a;; (siche Gl. (2.4)). Die redundanten Elemente im
oberen Dreieck der Matrix werden hiufig weggelassen. Die Kovarianz- und Korre-
lationsmatrizen (siehe Abschn. 2.2), die als Ausgangspunkt fiir die Schitzung von
Strukturgleichungsmodellen dienen, sind stets symmetrisch. Kovarianz- und Kor-
relationsmatrizen werden deshalb héufig als untere Dreiecksmatrizen geschrieben,
was eine kompaktere und iibersichtlichere Darstellung erméglicht.

Matrizen, bei denen alle Elemente au3erhalb der Diagonalen den Wert O haben,
werden als DIAGONALE MATRIZEN bezeichnet. Ein besonderer Typ von diago-
nalen Matrizen sind die EINHEITSMATRIZEN. Bei einer Einheitsmatrix haben alle
Elemente auf der Hauptdiagonalen den Wert 1, alle anderen Elemente den Wert O.
Eine solche Matrix heif3t auch Identitdtsmatrix, weil das Produkt einer Matrix A mit
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einer Einheitsmatrix wiederum A ergibt (vgl. Abschn. 2.1.3). Einheitsmatrizen ha-
ben iiblicherweise den Namen I,,,, wobei der Index fiir die Zahl der Zeilen/Spalten
steht:

0 0
3 x 3 Einheitsmatrix: Iz = 0 2.5)

S O =

2.1.3 Einfache Matrixoperationen

Das Produkt eines beliebigen Skalars k und einer beliebigen Matrix A erhalt
man, indem man alle Elemente von A mit k multipliziert. Das Ergebnis dieser
sogenannten SKALARMULTIPLIKATION ist wiederum eine Matrix.

kaijn karp -+ kain
ka1 kaxp -+ kayn

kA = . . ) . (2.6)
kam,l kam,Z ce kam.n

Matrizen, die dieselbe Anzahl Zeilen und Spalten haben, konnen elementweise
addiert oder subtrahiert werden.

ai,1 +byi—ci1 aip+bip—cio aipn+tbia—cip

a1 +by1—c21 axp+brp—cr2-0 ayy+bry—cop
A+B-C=

am,1 + bm,l —Cm,1 Am2 + bm,Z —Cmp2 up+ bm,n —Cm,n
2.7
Eine m xn Matrix A und eine p x ¢ Matrix B konnen multipliziert werden, wenn die
Zahl der Spalten von A der Zahl der Zeilen von B entspricht. Das Ergebnis dieser
sogenannten MATRIXMULTIPLIKATION ist eine neue Matrix mit den Dimensionen
m x g. Die einzelnen Elemente dieser Matrix ergeben sich, indem man Elemen-
te der Ausgangsmatrizen miteinander multipliziert und das Ergebnis aufsummiert.
Dabei wird die erste Matrix zeilenweise, die zweite Matrix hingegen spaltenweise
abgearbeitet und die Ergebnismatrix wiederum zeilenweise aufgebaut (Gl. (2.8)).
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Multiplikation zweier Matrizen:

- 7,10
1 2 3
AB=|— 8| 11
4 5 6
- 9 12

[(Ix74+2x843x9 1x10+2x11+3x12
_4><7+5><8+6><9 4x104+5x11+6x12

50 68

= 2.8)
122 167

Tatséchlich ist die Beschreibung der Matrixmultiplikation viel komplizierter als
die Prozedur selbst, wie Gl. (2.8) zeigt. Hier werden die 2 x 3 Matrix A und die
3 x 2 Matrix B miteinander multipliziert. Das erste Element der 2 x 2 Ergeb-
nismatrix wird bestimmt, indem in Richtung der eingezeichneten Pfeile das erste
Element in der ersten Zeile von A mit dem ersten Element in der ersten Spalte
von B multipliziert wird, anschlieend das zweite Element der erste Zeile mit dem
zweiten Element der ersten Spalte und dann das dritte Element der ersten Zeile
mit dem dritten Element der ersten Spalte. Die Summe dieser drei Produkte be-
trigt 50. Analog dazu wird das zweite Element der ersten Zeile der Ergebnismatrix
bestimmt, indem die erste Zeile von A mit der zweiten Spalte von B multipliziert
wird. Das erste Element der zweiten Zeile ergibt sich aus der Multiplikation von
zweiter Zeile/erster Spalte, das noch fehlende vierte Element aus der Multiplikation
von zweiter Zeile/zweiter Spalte.

Anders als bei der gewohnlichen Multiplikation von Skalaren sind die Produkte
AB und BA normalerweise nicht identisch. In Abhingigkeit von der Zahl der Spal-
ten/Zeilen ist es sogar durchaus moglich, dass BA nicht definiert ist, obwohl es sich
bei AB um eine korrekte Operation handelt. Um Missverstidndnisse zu vermeiden
spricht man deshalb hier auch davon, dass A mit B postmultipliziert bzw. B mit A
pramultipliziert wird.

Nach der gleichen Logik konnen statt zweier Matrizen auch zwei Vektoren a
und b miteinander multipliziert werden, sofern beide dieselbe Zahl von Elemen-
ten haben. Das Ergebnis dieser Prozedur ist stets ein Skalar; sie wird deshalb
auch als SKALARPRODUKT (manchmal auch inneres Produkt oder Punktprodukt)
bezeichnet.
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Die TRANSPOSITION ist eine einfache Operation, die Zeilen und Spalten einer
Matrix vertauscht. Dies wird durch einen hochgestellten Strich symbolisiert.* Ein
Spaltenvektor wird durch Transposition zum Zeilenvektor und umgekehrt.>

1
1 2 3
Transposition einer Matrix: C = |: i| ,C=|2 7 2.9
6 7 8
3

2.1.4 Rangund Inverse

Der Rang einer Matrix ist ein komplexes Konzept, dessen Bedeutung hier nur ange-
rissen werden kann. Der Zeilen- bzw. Spaltenrang entspricht der maximalen Zahl
der linear unabhdngigen Zeilen-/Spaltenvektoren, in die eine Matrix zerlegt wer-
den kann. Da Zeilen- und Spaltenrang stets identisch sind, geniigt es, hier den
Spaltenrang zu betrachten.

Eine Menge von Vektoren vi, vy, - - - ist dann linear unabhingig, wenn keiner
der Vektoren als lineare (auf einer gewichteten6 Addition basierende) Kombination
der anderen Vektoren darstellbar ist.

Eine quadratische Matrix mit Rang 2:

11417 1 4 7
V=|258]. ~Ix|2]|+2x|5]|=]8 (2.10)
31619 3 6 0

Matrix V aus Gl. (2.10) ldsst sich durch Partitionierung (Gl. (2.3)) in drei Spalten-
vektoren vp, v, und v3 zerlegen. Von diesen drei Vektoren sind aber nur zwei linear
voneinander unabhéngig, da sich der dritte als Kombination der beiden anderen
darstellen ldsst (—1 x vi +2 x vp = vz oder 0.5 x vi + 0.5 x v3 = vy etc.). V hat
deshalb den Rang 2.

4 Manche Textbiicher verwenden stattdessen ein hochgestelltes T: A’'=AT .

5 Nach einer giingigen Konvention sind Vektoren Spaltenvektoren, sofern sie nicht ausdriick-
lich als Zeilenvektoren eingefiihrt werden.

% Die ,,Gewichtung* bezieht sich hier einfach darauf, dass jeder Vektoren bei der Addition
mit einem zusitzlichen Faktor multipliziert werden kann.
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Vereinfacht dargestellt ist der Rang ein Maf fiir den Informationsgehalt einer
Matrix. Quadratische Matrizen, bei denen der Rang gleich der Zahl der Spalten
bzw. Zeilen ist, haben ,,vollen” Rang und heilen nicht-singulér oder invertierbar,
weil zu ihnen eine INVERSE existiert.

Die Inverse kann als das matrixalgebraische Gegenstiick zum Kehrwert eines
Skalars betrachtet werden. Multipliziert man einen Skalar k mit seinem Kehr-
wert % = k!, so erhilt man den Wert 1. Multipliziert man eine Matrix A, die
m Zeilen/Spalten hat, mit ihrer Inversen A~ so erhilt die Einheitsmatrix I,
(vgl. GL. (2.5), Seite 18). Das folgende Beispiel illustriert den Zusammenhang:

1 2
M= , (2.11)
13 4
-2
M= T, (2.12)
272
MM ! =M"'M= ! 0} (2.13)
B “lo 1|’ '

Noch allgemeiner gilt AA~!' = A~'A = 1.

Die Suche nach der Inversen einer Matrix ldsst sich prinzipiell als Anwendung
einer Serie sogenannter Elementaroperationen rekonstruieren, mit deren Hilfe die
Ausgangsmatrix schrittweise in eine Einheitsmatrix transformiert wird. Solche
Elementaroperationen 1) vertauschen zwei Zeilen einer Matrix, 2) multiplizieren
jedes Element einer Zeile mit einem Skalar ungleich 0 oder 3) fiigen zu einer Zeile
ein Vielfaches (ungleich 0) einer anderen Zeile hinzu. Implementiert werden diese
Elementaroperationen durch Pramultiplikation mit einer Einheitsmatrix, an der die
entsprechende Operation bereits vorgenommen wurde (Namboodiri 1984, S. 29).
Fiir die Matrix M = (} %) ist dies beispielsweise mit folgenden Schritten moglich
(die Matrizen E;, E,, E3 implementieren dabei die Elementaroperationen, Z; und
Z, reprisentieren die Zwischenergebnisse):

1. Das Dreifache der ersten Zeile von zweiter Zeile abziehen:

Bi= (1Y)
31
2. Neue zweite Zeile zu erster Zeile addieren:
Ey=(51)

3. Neue zweite Zeile mit —% multiplizieren:

- (3-0)
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1 o)1 2 1 2

E; xM = =7 = (2.14)
-3 1||3 4 0 -2
1 1)1 2 1 0

E, x7Z) = =7, = (2.15)
0 1][o -2 0 -2
1 o][1 o 1 0

E; x 7y = 1 1= (2.16)
0 -1]lo -2 0 1

Die Inverse ergibt sich, indem die verschiedenen Zwischenschritte zusammenge-

fasst werden: EsE;E; = M1 = (_12 !

Bei dem hier dargestellten Verf;hren handelt es sich um eine Variante der
Gauf-Elimination. In der Praxis ist diese Vorgehensweise fiir grofere Matri-
zen zu aufwendig. Stattdessen werden Computerprogramme verwendet, in denen
spezialisierte und sehr effiziente Algorithmen implementiert sind.

Dennoch ist es wichtig, das Konzept der Inversen zu verstehen, weil dies fiir
die Anwendung linearer Modelle (zu denen die Strukturgleichungsmodelle zdhlen)
von zentraler Bedeutung ist: Das Invertieren der Kovarianzmatrix ist ein wichti-
ger Zwischenschritt bei der Berechnung der Parameterschiatzungen. Wenn zu einer
empirischen Datenmatrix keine Inverse existiert, ist das Modell nicht schitzbar,
d.h. nicht ,identifiziert (vgl. Abschn. 2.6.3, Seite 61). Zu erkennen ist dies in
der Regel an einer Fehlermeldung des Programms, die darauf hinweist, dass eine
bei der Schitzung verwendete Matrix nicht ,,positiv-definit* (und damit u. a. nicht
invertierbar, sieche Kline 2010, S. 49-51) ist.

2.2 Kovarianz, Korrelation, Regression

2.2.1 Die Kovarianz: MaB fiir Zusammenhinge zwischen
metrischen Variablen:

Im Beispiel in Tab. 2.1 (Seite 15) liegt der Durchschnittswert der Variable Reli-
giositit bei 5.5 Skalenpunkten; der Mittelwert des Rassismus-Indikators betridgt 5
Skalenpunkte. In beiden Fillen sind die Befragten heterogen, d.h. ihre individu-
ellen Messwerte streuen um den Mittelwert. Ein géngiges (wenn auch nicht sehr
anschauliches) MaB fiir diese Streuung ist die VARIANZ (s2, vgl. fiir das folgende
Gehring und Weins 2009, Kap. 6.2.2 und 7.4). Zur Berechnung der Varianz wird
die Differenz eines Messwertes vom Mittelwert quadriert. Anschlieend wird die
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