Lineare Differentialgleichungen

Die einfachste Differentialgleichung ist, abgesehen vom ,trivialen* Fall X = a, von der
Form

X =ax, 2.1

wobei @ € R eine Konstante ist. Die Gleichung modelliert die Eigenschaft, dass das
aktuelle Wachstum von x proportional zur aktuellen Grofle von x ist. Diese lineare Diffe-
rentialgleichung war uns bereits in der Einleitung bei der Modellierung der Entwicklung
einer Population begegnet. Die Losungen von (2.1) hatten wir dort als

x(t) = exp(at) xg (2.2)

kennengelernt. Hier ist x, eine beliebige reelle Zahl, die den Wert xo = x(0) der Losung
zum Zeitpunkt 1 = 0 festlegt, der sogenannte Anfangswert. Falls a # 0 ist, wachsen (fiir
a > 0) oder fallen (fiir a < 0) also alle Losungen exponentiell.

Gleichung (2.1) ist ein besonders einfacher Fall, die folgende Definition beschreibt die
allgemeine Form einer (autonomen) linearen Differentialgleichung.

Definition 2.1 Eine Differentialgleichung x = f(x) heif3it linear, falls das Vektorfeld f
als Funktion vom R? in den R linear ist, d. h. falls

fx+y)=f)+ f(y) und flax) =af(x)
fiir alle x, y € R und @ € R.

Ist das Vektorfeld linear, dann ist es von der Form f(x) = Ax mit einer (reellen)
d x d-Matrix A. Eine autonome lineare Differentialgleichung hat also die Form

X = Ax. (2.3)
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Thre Losungen lassen sich formal genauso darstellen wie die der skalaren GI. (2.1):
x(t) = exp(At) xo 24

mit dem Anfangswert xo € R¢ und einer von A¢ abhingigen' Matrix exp(A4t) € R?*¢ . Im
folgenden Abschn. 2.1 werden wir kldren, was ,,exp(A4)* bzw. ,.exp(At)“ fir A € R9*d
bedeuten soll.

Man nennt die Differentialgleichung (2.3) autonom (oder auch eine lineare Differenti-
algleichung mit konstanten Koeffizienten), weil das Vektorfeld f(x) = Ax nicht von der
Zeit t abhidngt. Allgemeiner kann man nichtautonome Differentialgleichungen der Form

x(1) = f(t.x(1)) 2.5)

betrachten, hierist f : I x D — R?, I C R, D C RY, ein (zeitabhiingiges) Vektorfeld.
Eine nichtautonome lineare Differentialgleichung ist durch eine ,,zeitabhéngige Matrix*,
also eine Funktion # — A(?) gegeben:

X(t) = A(t)x(1).

Mit der Losung solcher Systeme werden wir uns in Abschn. 2.2 beschiftigen.

Frage 5 Formal kann man sich auf autonome Systeme beschrinken, da man einer nicht-
autonomen Differentialgleichung (2.5) eine autonome zuordnen kann, die ,,dieselben*
Losungen besitzt. Dazu fithrt man die neue Variable y = (¢,x) € I x D ein. Wie lau-
tet das zugehorige Vektorfeld g, so dass y = g(y) dieselben Losungen wie (2.5) hat?
Zusatzfrage: Falls (2.5) linear ist, ist dann auch y = g(y) linear oder zumindest affin
linear?

21 Autonome Systeme

Wie erwihnt lassen sich alle Losungskurven des Systems x = Ax in der Form x () =
exp(At) xo mit xo € R? darstellen. Als Motivation fiir die Definition der Exponential-
funktion exp(At) oder e’ fiir Matrizen? betrachten wir zunichst diagonale und diagona-
lisierbare Matrizen.

Diagonale Matrizen Falls A = diag(a,, ..., ay) eine Diagonalmatrix ist, nimmt X =
Ax eine besonders einfache Form an: das System ist entkoppelt, d. h. es liegen d vonein-
ander unabhingige skalare Gleichungen

X; = a;x,

"Fiir A € R%*? und ¢ € R bezeichnet At die Matrix, in der jeder Eintrag von A mit ¢ multipliziert
wird.
2 Wie im Reellen verwenden wir die Schreibweisen exp(At) und e’ synonym.
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Abb. 2.1 Losungskurven von X = Ax mit Diagonalmatrix 4 € R*>?. a A = diag(—1,-3),
b A = diag(—1,1)

i = 1,...,d, vor. Fiir den Anfangswert xo = (xo,... ,X0g)T sind deren Losungen
x; (t) = exp(a;t) xo;, es gilt also

exp(ait)
exp(At) = . . (2.6)

exp(agqt)

In Abb. 2.1 sind einige Losungskurven fiir zwei Systeme mit Diagonalmatrix und
verschiedenen Eigenwerten dargestellt. Man beachte, dass die Losungskurven in dieser
Abbildung im Zustands- oder Phasenraum R?, also dem Bildraum der Losungsfunktio-
nen ¢t +— x(t), dargestellt sind. Hier ist insbesondere die zeitliche Abhéngigkeit nicht
sichtbar. Eine solche Darstellung der Losung(en) nennt man Phasenportrait.

Frage 6 Wie sehen die Phasenportraits fiir die Systemmatrizen A = diag(1,1) und A =
diag(0, 1) aus?

Diagonalisierbare Matrizen Falls A diagonalisierbar ist, konnen wir das Problem auf
eines mit einer Diagonalmatrix zuriickfiihren, indem wir eine Koordinatentransformation
in eine Basis aus Eigenvektoren durchfiihren. Sei dazu V' zunichst eine beliebige inver-
tierbare d x d-Matrix und x (¢) Losung von (2.3). Dann gilt fiir z = V~'x wegen x = Vz
die Gleichung

=V x=V14x = v '4v:. 2.7)

Enthdlt V nun die Eigenvektoren von A, dann ist V!4V = L mit L =
diag(A4,...,As) und es folgt
=1Lz (2.8)
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Abb. 2.2 Losungskurven von ¥ = Ax, A = VLV ' und V = [151] a L = diag(—1,-3),
b L = diag(—1,1)

mit der Diagonalmatrix L, fiir die wir die Losungen bereits kennen. Die Losungen von
X = Ax sind damit x(¢) = Vz(t), bzw. explizit

exp(A1?)
x(t) = Vexp(Lt) V'xg=V Vxo

exp(Aqt)
mit beliebigem x, € R?. Fiir eine diagonalisierbare Matrix A muss also
exp(4) = Vexp(L) V! (2.9)

gelten, wobei L eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A auf der Diagonalen und
V' die Matrix mit den zugehdrigen Eigenvektoren als Spalten ist. Beispielhafte Losungs-
kurven fiir diesen Fall finden sich in Abb. 2.2
Nehmen wir nun an, der Anfangswert X ist ein Vielfaches des Eigenvektors v; zum
Eigenwert A; von A4,
Xg = CV;.

Dann ist V™' xy = ¢V~'v; = ce; der i-te Einheitsvektor und fiir die Losung x(¢)

erhalten wir
x(t) = Vexp(Lt)V ™' xg

= Vexp(Lt)ce; (2.10)
= cexp(A;1) v;,

d.h. die Kurve x(¢) verbleibt in dem von v; aufgespannten Raum. Das Argument l4sst
sich leicht verallgemeinern und wir erhalten:

Proposition 2.2 Jeder Eigenraum E C R von A ist invariant fiir die Losungen x (¢) =
Vexp(Lt)V~'xg von x = Ax, d.h. gilt xo € E, dann gilt x(¢) € E fiir alle 7.

Frage 7 Beweisen Sie Proposition 2.2.
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Die Matrix-Exponentialfunktion Die skalare Exponentialfunktion exp : R — R ist als
unendliche Reihe definiert:

1 1
exp(x):1+x+5x2+§x3+....

Die Darstellung (2.6) der Exponentialfunktion fiir eine diagonalisierbare Matrix A ldsst
sich also umschreiben zu

exp(A11)
exp(At) =V !
exp(A,t)
=1+ V(L)V '+ V%(Lz)zv—l + V%(szV‘l + ...
=1+ At + %(Az)2 + %(Atf +...

Das motiviert die folgende

Definition 2.3 Fiir eine Matrix A € C9*¢ ist die Matrix-Exponentialfunktion exp(A)
definiert als

21 1 1
exp(A):ZEAk:I+A+2—!A2+§A3+... (2.11)
k=0

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn die Reihe (2.11) fiir jede Matrix A € C?*¢
konvergiert. Das tut sie: Zur Begriindung betrachten wir die Frobeniusnorm ||A| =
(Zi,j |ai; 1)1/ von A. Fiir diese Matrix-Norm gilt | AB| < || A| || B]|, also

1 1
1+ || Al +5||A2|| . <14+ A4] + 5||A||2+...

exp([|Al])-

Zudem gilt fiir jeden Eintrag af/]-{) der Matrix A%, k > 1, die Ungleichung |af/1-{)| < | A*|;
fiir die Eintrige ai(](.)) von A° = I gilt |a§](-))| < 1. Folglich ist die Reihe links der Unglei-
chung eine Majorante fiir jeden Eintrag der Reihe 7 + A + %Az + ... — und damit ist
jeder Eintrag der Reihe (2.11) absolut konvergent.
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Diese absolute Konvergenz erlaubt es, direkt die Ableitung der Funktion ¢ — exp(At)
zu bestimmen: wir diirfen jeden Matrixeintrag der Reihe gliedweise ableiten und erhalten

d d 1 1
— Aty = — [T + At + — A% + =A% + ...
ar P = 4 ( EER TR TR

_ 2 2 3 3.2
1
=4 (1 + At + 5(Az)2 + .. ) = Aexp(Ar),

also genau die gleiche Eigenschaft wie bei der skalaren Exponentialfunktion. Insbesonde-
re haben wir damit bestitigt, dass

x(t) = exp(At) x

eine Losung der linearen Differentialgleichung X = Ax mit x(0) = x, ist. Fiir eine
beliebige Zeit #y € R sieht man analog leicht, dass

x(t) = exp(A(t — 1)) xo (2.12)

eine Losung von X = Ax mit x (zp) = X ist. In dieser Darstellung wird ¢y als Anfangszeit
und xo wie bisher als Anfangswert bezeichnet. Tatséchlich ist (2.12) die eindeutige Lo-
sung, die die Bedingung x(#p) = x, erfiillt, wie wir im nichsten Kapitel ganz allgemein
zeigen werden.

Bemerkung 2.4 Wir wollen noch vier aus der Reihendarstellung folgende wichtige Beob-
achtungen machen, bevor wir weiter auf die Bestimmung der Matrix-Exponentialfunktion
eingehen:

(i) Falls AB = BA, so gilt fiir die Matrix-Exponentialfunktion die tibliche Funktional-

gleichung e*8 = e4eB,

(ii) Ist A = VBV ™! mit einer reguliren Transformationsmatrix ¥ € R, dann gilt
exp(4) = Vexp(B)V .

(ii1) Fiir eine Matrix mit Blockstruktur

Ay 0
A = T . 3
0 A,
wobei Ay, ..., A, quadratische Matrizen sind, folgt
exp(Ar) 0

exp(4) = - ,
0 exp(An)



2.1 Autonome Systeme 15

(iv) Ein Unterraum U C R, fiir den Ax € U gilt fiir alle x € U, heiBt invariant bzgl.
A. Fiir jedes x € U und ¢t € R gilt dann auch exp(A?)x € U (vgl. Prop. 2.2).

Frage 8 Was ist exp(At) fiir die Matrix A = |:(1) _01:| ?

Aus (ii) folgt, dass sich die Bestimmung der Matrix-Exponentialfunktion einer Matrix
A auf die Bestimmung von exp(B) einer geeigneten Normalform B von A zuriickfiihren
lasst (das hatten wir ja bereits fiir diagonalisierbare Matrizen ausgenutzt). Die Beob-
achtung in (iii) legt dabei nahe, eine Normalform mit Blockstruktur zu verwenden. Wir
werden daher im Folgenden die Jordan-Normalform von A verwenden.

Nicht-diagonalisierbare Matrizen Jede Matrix A € R9*¢ lisst sich auf Jordan-
Normalform® transformieren, d.h. zu jeder Matrix A € R¢*¢ gibt es eine regulire
Matrix V € R4*4 5o dass die Matrix

J=VAV
die folgende Gestalt hat:
Ji

J = . (2.13)
I

Die Jordan-Blocke J;,i = 1, ..., m, haben die Form
J = ] (2.14)

dabei ist A ein Eigenwert von A. Hat der Eigenwert A die geometrische Vielfachheit e,
dann taucht A in e Jordan-Blocken auf.

Beispiel 2.5 Im einfachsten nicht-diagonalisierbaren Fall liegt also ein 2 x 2-System der

folgenden Form vor:
)'c:|:a 1i|x:Ax, a € R.
0 a

Was ist exp(A¢?) in diesem Fall? Wir zerlegen die Matrix A,

0 a 0 0

3 Camille Jordan, franzosischer Mathematiker, 1838—1922.
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Abb. 2.3 Zeitlicher Verlauf 30
der Losung von Beispiel 2.5 o2
im Vergleich zum exponentiel- —e(2— 1)
len Verlauf 20
g
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in eine Diagonalmatrix D und eine nilpotente* Matrix N. Da DN = ND, gilt nach
Bemerkung 2.4 exp(D + N) = exp(D) exp(N) und damit

exp(At) = exp((D + N)t) = exp(Dt) exp(Nt).

Die Exponentialfunktion der Diagonalmatrix D konnen wir bereits bestimmen, was ist
also mit exp(N)? Nun, da N2 = 0 und damit N¥ = 0 fiir k > 2, folgt sofort

exp(Nt) =1 + Nt.

Damit erhalten wir
exp(At) = exp(Dt)exp(Nt)

e 0 [1
0 e“||0 1
eat teat

- 0 et :

Wir erhalten also in der ersten Komponente der Losung x (1) = exp(At)xo einen in ¢
polynomiellen Anteil, sie lautet ndmlich explizit

x1(1) = e xo1 + e txpy

=" (xo1 + 1X02) -

Dass dieser Anteil durchaus einen signifikanten Effekt auf das qualitative Verhalten der
Losung haben kann, ist beispielhaft in Abb. 2.3 fiira = 2 und x° = (2, —1)T dargestellt.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall

X = J,'X,

4 Eine quadratische Matrix N heiBit nilpotent, falls N k' =0 fiirein k € N.
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mit dem Jordan-Block J; aus (2.14). Wieder konnen wir die Systemmatrix J; zerlegen,

2 0 1 .
0o .
A 0
in eine Diagonalmatrix L = diag(A,...,A) und eine nilpotente Matrix N. Wieder gilt

LN = NL, also exp(L + N) = exp(L)exp(N). Ist N eine k x k-Matrix, dann gilt
Nk = N¥! = . = 0 und damit

1 1
N)=I+N+-N?>+... NEL
exp(N) N+ N+t D

Wir erhalten also insgesamt

exp(J;t) = exp(Lt) exp(Nt)

r 1.2 1,3 L k=1 ]
1 ¢t =t 51 _(k—l)!t
1,2 :
S 1 ¢ 5t
. 1 t (2.15)
oM 1
t
— 1 -

Zusammenfassend ergibt sich also das folgende Vorgehen zur Berechnung der Losung
einer linearen autonomen Differentialgleichung (2.3):

1. Berechne die Jordan-Normalform (2.13) und die zugehorigen Koordinatentransforma-
tionsmatrizen V und V!,

2. Berechne die Matrix-Exponential-Funktion exp(J;t) fiir die einzelnen Jordan-Blocke
gemil (2.15) und daraus die Gesamt-Matrix-Exponentialfunktion mittels (2.4).

3. Die Losung x(¢) mit x(f)) = Xxo ist dann gegeben durch x(¢) = Vexp(J(t —
lo)) V71X0 .

Bezeichnen v;y,...,v;iq,, i = 1,...,m, die Hauptvektoren (oder verallgemeinerten
Eigenvektoren) zum Eigenwert A; — also gerade die Eintriige der Matrix V' — und ist der
Anfangswert x, gegeben durch

m d;
x0=§ E QijVij,

i=1j=1
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so ergibt sich aus der Formel aus 3. mit etwas Rechnung die ausfiihrliche Losungsdarstel-
lung

m
(f— —to)di—1
x([) = E e’\’(' t())[ (Ol,‘] + (l — lo)()liz + ...+ %aidi> - Vi1
i=l1

(t—t)%i 2

+ (Oli2+(l‘—l‘0)06i3+-~+ @21 “"d") e

+ aidl‘ . Uid,']

Diese Formel ist beim Rechnen per Hand manchmal einfacher zu verwenden als die
Formel aus 3., weil sie ohne das Aufstellen der Jordan-Normalform und das explizite
Invertieren von V' auskommt.

Frage 9 Gilt die Aussage von Proposition 2.2 auch fiir die verallgemeinerten Eigenrdume
von A?

Komplexe Eigenwerte Die gerade diskutierten Losungsdarstellungen gelten gleicher-
malen fiir reelle wie fiir komplexe Eigenwerte. Zwar betrachten wir in diesem Buch nur
reelle Differentialgleichungen X = Ax — aber natiirlich kann auch eine reelle Matrix A
komplexe Eigenwerte besitzen. Gibt es eine reelle Interpretation der zugehorigen (kom-
plexen) Losungen?

Betrachten wir einen komplexen Eigenwert A = o +if € C von A und die zugehorige
Differentialgleichung des diagonalisierten Systems (2.8):

z=MAz, zeC. (2.16)

Ihre Losungen sind
z(t) = eMzg = e@TPIzy = ¢ eiPl 7 (2.17)

fiir einen beliebigen Anfangswert zo € C. Der Faktor ¢, der den Realteil o des Eigen-
werts A enthilt, bewirkt wieder ein exponentielles Anwachsen (o > 0) bzw. Abfallen
(o < 0) der Losung.

Der Faktor ¢'?’, in dem der Imaginirteil vorkommt, sorgt fiir eine Drehung um den
Ursprung: Stellen wir Real-und Imaginirteil der Losung z = a + i b explizit dar, so wird
aus (2.17)

a(t) +ib(t) = e* (cos Bt + i sin Bt)(ag + ibo),

beziehungsweise, wenn wir C mit dem R?2 identifizieren,

|:a(t) :|=eu,|:c?sﬁt — sin Bt :||:a0 :| 2.18)
b(t) sin Bt cos ft by
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Abb. 2.4 Losungskurven von Z = Az fiir zo = 1 und verschiedene A. a Re(A) < 0, b Re(A) = 0,
cRe(1) >0

Die 2 x 2-Matrix in dieser Darstellung der Losung dreht den Vektor (ag, by)T € R? um
den Winkel B¢ um den Ursprung. Die Losungskurve im R? bzw. in C liegt also fiir @ = 0
auf einem Kreis, vgl. Abb. 2.4b. Entsprechend hat sie fiir « # 0 die Form einer Spirale —
je nach Vorzeichen von « spiralt die Losung nach innen (¢ < 0) oder auen (o > 0).

Wenn wir die zeitliche Entwicklung des Realteils (oder des Imaginérteils) einzeln
betrachten, erhalten wir fiir « < 0 eine geddmpfte Schwingung, fiir « = 0 eine (unge-
didmpfte) Schwingung und fiir « > 0 eine angeregte Schwingung, vgl. Abb. 2.5.

Wie ldsst sich mit Hilfe dieser reellen Darstellung der Losung fiir die skalare Dif-
ferentialgleichung (2.16) nun die Losung des allgemeinen linearen Systems (2.3) reell
beschreiben? Betrachten wir dazu noch einmal die Darstellung (2.10) der Lésung von

X = Ax zum Anfangswert xo = v,

x(t) = eMv
= e P (u + iw),
a b c
1
; 10
5
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t t t

Abb. 2.5 Zeitliche Entwicklung des Realteils a(z) der Losung von z = Az fiir zo = 1 und ver-
schiedene A.a Re(A) < 0, b Re(1) = 0,cRe(A) >0
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