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3 Spannungszustand

Das Ziel von Kapitel 2 war die Bereitstellung von Grund-

. . . . . . Spannungszustand
gleichungen mit deren Hilfe die Spannungsermittlung in | ier dem Begriff ,,Spannungs-
Abhingigkeit der Bauteilgeometrie sowie der Art und Hohe | zustand* versteht man alle Span-
der duBleren Beanspruchung erméglicht wurde. Bei einach-  |nungen (Normal- und Schub-
siger Zugbeanspruchung zum Beispiel o = F/A. Betrachtet | Spannungen), die an einem belie-
wurden die Grundbelastungsarten Zug, Druck, Biegung, | Pigen Ort eines Korpers wirken.
Schub (Abscherung) und Torsion.

Mit Hilfe der in Kapitel 2 abgeleiteten Grundgleichungen ist es allerdings nur moglich, die
wirkenden Normal- und Schubspannungen in denjenigen Schnittebenen zu ermitteln, welche
fiir die Herleitung der Grundgleichungen gewéhlt wurden. Bei einachsiger Zugbeanspruchung
also beispielsweise in Ebenen senkrecht zur Beanspruchungsrichtung. Fiir Festigkeitsnach-
weise ist es jedoch erforderlich, unter anderem diejenigen Schnittebenen zu ermitteln, in denen
die Normalspannungen Extremwerte annchmen (Hauptebenen, siche Kapitel 6).

Das Ziel von Kapitel 3 ist dementspre-

chend die Bereitstellung von Metho- ?) 7 > Z|

den, mit deren Hilfe eine Spannungs- M — pl%‘é‘s M,
ermittlung in beliebigen Schnittebenen |~ > —
durchgefiihrt werden kann. Diese

Problemstellung soll am Beispiel eines

diinnwandigen Behilters unter Innen- b)

druck (p;) mit einer iiberlagerten Tor- y Oy

sionsbeanspruchung (Torsionsmoment L0

M,) erldutert werden (Bild 3.1a).
Schneidet man entsprechend Bild 3.1b -1
ein Flachenelement parallel zur Achs-
richtung heraus, dann kann man auf

einfache Weise die Lastspannungen in *Gy X
den Schnittebenen berechnen. Im vor-
liegenden Beispiel a]so: Bild 3.1 Normal- und Schubspannungen in unterschiedli-

chen Schnittebenen am Beispiel eines diinnwan-
digen Behilters unter Innendruck mit iiberlager-

d; . .
= p; -— (siche Kapitel 12
x = Pi 4.5 (siche Kapitel 12) ter Torsionsbeanspruchung

Oy =p; i (siehe Kapitel 12)
2.5

Ty =Tyx =M /W,

Die Spannungen o, o, und 7, = 7, in einem Flachenelement dessen Schnittebenen parallel zu
den Koordinatenachsen x und y verlaufen (Bild 3.1b) unterscheiden sich von den Spannungen
Oy, Oy und 7y = Ty in einem um den Winkel ¢ gedrehten Flichenelement, dessen Schnitt-
ebenen parallel zur x‘- und y‘-Koordinatenachse verlaufen (Bild 3.1c). Die Herleitung der
entsprechenden Zusammenhinge zwischen dullerer Belastung und den Spannungen (Normal-
und Schubspannungen) in beliebigen Schnittebenen bzw. Schnittrichtungen soll nachfolgend
getrennt fiir den ein-, zwei- und dreiachsigen Spannungszustand erfolgen (Kapitel 3.2 bis 3.4).
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3.1 Spannungsbegriff

Denkt man sich ein in 4 und B gelagertes Bauteil unter der Wirkung einer dufleren Beanspru-
chung (z. B. Krifte, Streckenlasten und Momente) an einer beliebigen Stelle durchgeschnitten,
dann miissen sich die iiber die Schnittebene ungleichmiBig verteilten inneren Schnittkrafte mit
der dueren Beanspruchung im Gleichgewicht befinden. Die innere Beanspruchung an einer
bestimmten Stelle der Schnittebene wird durch die dort angreifende und auf die Teilfldche
AA wirkende Kraft AF gekennzeichnet. Da die Krifteverteilung iiber die Teilfliche A4 un-
gleichmiiBig ist, stellt AF die gemittelte, resultierende Kraft dar. Um eine Aussage iiber die
ortliche Beanspruchung machen zu kénnen, also den Einfluss der GroBe von A4 auf AF zu
eliminieren, muss die Schnittfliche A4 klein gemacht werden.

Als Ma fiir die auf eine unendlich kleine Querschnittsfliche bezogene Schnittkraft AF fiihrt
man die (mechanische) Spannung s ein (Bild 3.2):

3.1)

Bild 3.2 Definition der mechanischen Spannung

3.1.1 Normal- und Schubspannungen

Spannungen sind, wie zum Beispiel Kréfte, vektorielle Grofen, sie haben also eine Richtung
und einen Betrag. Spannungen haben die Dimension Kraft pro Fliche und werden beispiels-
weise in der Einheit N/mm? oder Pa = N/m” (1 MPa = | N/mm®) angegeben .

Der Spannungsvektor s ist im Allgemeinen schrdg zum Flachenelement (Normalenvektor 7 )
orientiert. Fiir Festigkeitsnachweise ist es dabei zweckmiBig, den Spannungsvektor in eine
Komponente senkrecht und tangential zur Schnittebene zu zerlegen. Man bezeichnet dann den
Betrag der Komponente senkrecht zur Flidche als Normalspannung o, den Betrag der Kom-
ponente tangential zur Fliche hingegen als Schubspannung 7 (Bild 3.2).

! Pa = Pascal, benannt nach dem Mathematiker und Physiker Blaise Pascal (1623 ... 1662)
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3.1.2 Indizierung von Normal- und Schubspannungen

Zur eindeutigen Kennzeichnung von Spannungen fithrt man zwei Indizes ein. Definitionsge-
méhB soll gelten:

1. Index: Richtung der Schnittebenennormalen
2. Index: Richtung der Spannung

Liegt beispielsweise eine Schubspannung in einer
Schnittebene deren Normalenvektor in x-Richtung
zeigt, dann ist der 1. Index ,x*. Zeigt die Schubspan-
nung selbst in y-Richtung, dann lautet der zweite Index
,y*“. Die Schubspannung wird dementsprechend mit 7,
bezeichnet.

Zur Kennzeichnung von Normalspannungen verzich-
tet man {iblicherweise auf eine Doppelindizierung, da
die Richtung der Flichennormalen mit der Spannungs-
richtung {ibereinstimmt und schreibt dann beispiels-  Bild 3.3 Indizierung von Normal- und
weise oy anstelle von oy. Schubspannungen

3.1.3 Vorzeichenregelung fiir Normal- und Schubspannungen

Normalspannungen kénnen entweder zur Schnittebene hin oder von ihr weg gerichtet sein.
Dementsprechend unterscheidet man zwischen Zugspannungen (Kapitel 2.1) und Druckspan-
nungen (Kapitel 2.2). Die Unterscheidung von Zug- und Druckspannungen soll im Folgenden
durch ein Vorzeichen (,,+* fir Zugspannung und ,,-* fiir Druckspannungen) erfolgen. Die in
Bild 3.3 dargestellten Normalspannungen (o, oy, ;) sind dementsprechend Zugspannungen.

Bei Schubspannungen ist eine Unterscheidung der Spannungen mittels Vorzeichen physika-
lisch nicht sinnvoll und hat nur fiir die Richtung der Schubspannung innerhalb der Schnitt-
ebene eine Bedeutung. Fiir die Festlegung des Vorzeichens einer Schubspannung ist die fol-
gende allgemeine Vorzeichenregelung fiir Schubspannungen zweckmifig:

Eine Schubspannung ist positiv, wenn sie in Schnittebenen mit Normalenvektor in
positiver Achsrichtung liegt (positives Schnittufer) und ihre Richtung ebenfalls mit
einer positiven Achsrichtung zusammenfillt.

In Schnittebenen mit Normalenvektor in negativer Achsrichtung (negatives Schnittufer) sind
Schubspannungen dann positiv, wenn ihre Richtung mit einer negativen Achsrichtung zusam-
menféllt. Demnach sind alle in Bild 3.3 dargestellten Schubspannungen positiv.

Haufig treten an der zu untersuchenden Stelle des Bauteils in einer der drei Schnittebenen we-
der Normal- noch Schubspannungen auf (z. B. lastfreie Bauteiloberfldchen). Man spricht dann
von einem zweiachsigen oder ebenen Spannungszustand (Kapitel 3.3). In diesem Fall ist es
zweckméBig, die erforderlichen Berechnungen mit Hilfe des Mohrschen Spannungskreises
(Kapitel 3.3.4) durchzufiihren. Hierfiir ist es jedoch empfehlenswert, von der allgemeinen Vor-
zeichenregelung abzuriicken und die nachfolgende spezielle Vorzeichendefinition fiir Schub-
spannungen anzuwenden (siche auch Kapitel 3.3.4.2):

Eine Schubspannung ist positiv (negativ) anzusetzen, falls bei Blick in Richtung der
Schubspannung die zugehérige Schnittebene rechts (links) von der Schubspannung
liegt (zweckméBige Vorzeichenregel bei Verwendung des Mohrschen Spannungskreises).
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3.1.4 Zugeordnete Schubspannungen

In Bild 3.4 ist ein quaderformiges Werkstoff-
element mit den Seitenléngen dx, dy und dz dar-
gestellt. Man kann es sich beispielsweise aus ei-
nem Balken herausgeschnitten denken. In den
Schnittebenen wirken die Schubspannungen 7y,
bzw. 7,,. Die Bedingung >M, = 0 fiir das Mo-
mentengleichgewicht fithrt mit dem Momenten-
bezugspunkt 4 auf die Gleichung:

Ty dx-dz-dy =7y -dy-dz-dx 3.2)

Hieraus folgt: Bild 3.4 Momentengleichgewicht an einem
Wiirfelelement eines  schubbean-
Tyy = Tyx 3.3) spruchten Bauteils

Schubspannungen, die in zueinander senkrechten Schnittebenen wirken und auf eine gemein-
same Schnittkante zu oder von ihr weg zeigen, bezeichnet man als zugeordnete Schubspan-
nungen. In Bild 3.3 sind somit zugeordnete Schubspannungen:

Ty Und 7y,

T, UNd 7,4

Ty, und 7y

3.2 Einachsiger Spannungszustand

Fiir die nachfolgenden Ausfithrungen soll
zunichst ein einachsig auf Zug bean- | @) %
spruchter Stab betrachtet werden (Bild “y

3.5a). Zur Ermittlung des Zusammen- F (pL F
hangs zwischen &uflerer Beanspruchung |=<+—9¢7—————— X
und den Spannungen in einer beliebigen E

Schnittebene E, deren Normalenvektor b) oA
#imit der x-Richtung den Winkel ¢ ein- N \ / ¢

schlieft, wird das Schnittprinzip ange- F AR P
wandt (Bild 3.5b). I — {(

Zur Sicherstellung des Kréftegleichge-
wichts des abgeschnittenen Teils, muss
die Schnittkraft Fg in der schrigen
Schnittebene der duBeren Kraft /' das  Bild 3.5 Kriftegleichgewicht an einem einachsig
Gleichgewicht halten. Es ist dabei beanspruchten Zugstab

zweckmaBig, die Kraft F in eine Normal-

komponente Fy- = F - cos ¢ und in eine Tangentialkomponente F- = Fg - sinp zu zerlegen.

Fe =Fgcos@
Fy =Fs-sing

Geht man von einer gleichméBigen Spannungsverteilung iiber der Querschnittfliche aus, dann
folgt mit A, = A/cosep und o= Fs/A fiir die Normalspannung o in Abhéngigkeit des Schnitt-
winkels @ :

Fo Fsy-cosp Fy

X “S.cos’p=0-cos’p 3.4

Oy
A4, Alcosp A
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und fiir die Tangentialspannung 7,y- in Abhéngigkeit des Schnittwinkels ¢ :

F,  Fy-si Iy .
=V ISP TS Sing-cosp =0 sing-cosp (3.5

Tou
4, Alcosp A

Unter Anwendung der trigonometrischen Bezichungen:

cos? (p:%'(l+0052¢) (3.6)

sinq)-cosq):%~sin2¢7 3.7
folgt aus Gleichung 3.4 fiir die Normalspannung:

o Normalspannung in der Schnittebene E, deren Nor-
(o =—'(1+COS2¢J) malenvektor mit der x-Richtung den Winkel ¢ ein-  (3.8)
2 schlieB3t bei einachsigem Spannungszustand

und aus Gleichung 3.5 fiir die Schubspannung:

o . Schubspannung in der Schnittebene E, deren Nor-
Ty =—-sin2¢@ malenvektor mit der x-Richtung den Winkel ¢ ein- (3.9)
2 schliefit bei einachsigem Spannungszustand

Gleichungen 3.8 und 3.9 zeigen, dass sich
in Abhéngigkeit der gewdihlten Schnitt- 14
richtung ¢, die Normal- und die Schub-
spannungen stetig dndern. Bild 3.6 zeigt 051
insbesondere, dass in Schnittrichtungen
von 45° und 135° die Schubspannungen 0
einen Extremwert annehmen und mit 0°
| 7 45°)|=| £ (135°) | = 0,55 betragsmii-
Big die GroBe der Normalspannung in
dieser Schnittrichtung erreichen. In
Schnittebenen parallel zur Beanspru-

\ |
chungsrichung. (00°) wiken hinsezen | (7] (5] [5=] [£] [4]

1_

keine Normal- und keine Schubspannun-
gen.

Lost man Gleichung 3.8 nach cos2¢p und  Bild 3.6 Spannungsverlauf ein@s eina}chs.ig .bean-
Gleichung 3.9 nach sin2¢auf, dann er- spruchten Zugstabes in Abhéngigkeit der

. Schnittrichtung
halt man:
2-0,
cos2p =—x _| (3.10)
o
. 2Ty
sin2¢p = Y (3.11)
o

Quadriert und addiert man die Gleichungen 3.10 und 3.11, dann folgt:

2 2 2-T :
cos? 2¢ +sin®2¢ :( Ix —1) +(#j (3.12)

o o
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mit cos® 2¢ +sin” 2¢p =1 ergibt sich schlieBlich:

2Y oY
1:(;) .{(ax.—zj +rf,y,] (3.13)

und somit:
o 2 2 o 2 Gleichung des Mohrschen Spannungskrei-
Oy — Ty = 5 ses in der o-7Ebene bei einachsigem Span- (3.14)
nungszustand

Gleichung 3.14 beschreibt einen Kreis in der o-7zEbene mit Mittelpunkt in (0,5~o-| 0) und
Radius o/ 2, den Mohrschen Spannungskreis " (Bild 3.7).

Jeder Bildpunkt des Mohrschen Spannungskreises
représentiert die Spannungen (o und 7y) in einer
bestimmten Schnittebene. So représentiert bei-
spielsweise der Bildpunkt 4 die Spannungen in einer
Schnittebene senkrecht zur Stabachse (¢ = 0). In | Ty
dieser Ebene tritt bekanntlich nur eine Normalspan-
nung auf. Die Schubspannung ist hingegen Null
(siehe auch Bild 3.6).

a) Mohrscher Spannungskreis

T

Zur Ermittlung der Spannungen in einer beliebigen
Schnittebene B, deren Normalenvektor mit der x-
Achse (Beanspruchungsrichtung) den Winkel ¢ ein-
schliet, tragt man den Winkel 2¢ bzw. ¢ in der in
Bild 3.7a dargestellten Weise ab (Richtungssinn b) Lageplan Schnittebene A
analog zum Lageplan, Bild 3.7b). Die Koordinaten %/ y
des Bildpunktes B (o-x-|'cxvy-) sind dann die Span- - 5 l_
X

nungen in der Schnittebene B.

. Schnittebene B
N
@ K%

Ty

Bild 3.7 Mohrscher Spannungskreis fiir
einachsige Zugbeanspruchung

! benannt nach dem deutschen Ingenieur Christian Otto Mohr (1835 ... 1918)
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3.3 Zweiachsiger (ebener) Spannungszustand

Als Beispiel eines zweiachsig beanspruchten Bau- a) y oy

teils wird eine diinne Scheibe mit der Dicke ¢ ent- \ Ty 1

sprechend Bild 3.8a betrachtet. Die Scheibe wird —

durch die Normalspannungen oy und oy sowie durch n

die zugeordneten Schubspannungen 7, und 7, be- Txy

ansprucht. S ‘ I \\(P - ‘ =
X X

Zweiachsige Spannungszustidnde findet man haufig e Ex Ty

im Bereich lastfreier Oberflichen, da senkrecht zur

Oberflache aus Gleichgewichtsgriinden keine Span-
nungen auftreten kdnnen.

3.3.1 Spannungszustand und Schnitt-
richtung

Zur Durchfiihrung von Festigkeitsnachweisen miis-
sen, wie in spateren Kapiteln noch eingehender ge-
zeigt wird, Spannungen in Schnittrichtungen ermit-
telt werden, die nicht mit der &uBleren Beanspru-
chungsrichtung zusammenfallen.

Zur Ermittlung der Spannungen o> und 7 in einer

beliebigen Schnittebene E,-, deren Normalenvek-

tor 7 mit der x-Richtung den Winkel ¢ einschliefit, l Tyx
Gy

wendet man das bereits aus Kapitel 3.2 bekannte
Schnittprinzip an und betrachtet das Kréftegleich-
gewicht in x- und y-Richtung am abgeschnittenen  Bild 3.8 Spannungen an einem zweiach-

Scheibenelement (Bild 3.8b). sig tbearlslc>ruchten Scheibenele-
men

Kriftegleichgewicht in x-Richtung (ZFx = 0):
=0y 1-COSQ -t + Ty -l sSin@-t+0y,-cosQ-l-t+7., sing-1-t=0 |:(lot)

—0y - COSQ + Ty, -SINQ + Oy - COSP + Ty -SINQ =0 (3.15)

Kriftegleichgewicht in y-Richtung (2F, =0):
—oy-l-sing-t+7,-l-cosp-t+oy-sing-l-t—7,,-cosp-l-1=0 |:(l-t)

—0y -SINY + 7, - COSP + Oy -SINY — Ty - COSP =0 (3.16)

Berechnung der Normalspannung o
Aus Gleichung 3.15 folgt:
Cosp

Ty = Oy " — Ty = Oy ~C9ﬂ (3.17)
sing sing

Gleichung 3.17 in 3.16 eingesetzt und mit 7, = 7« (zugeordnete Schubspannungen):

cosp 0.2 cosp=0  (3.18)
2

).

Txy

-0y -8ing +7,,-COSP + 0y -smgo—[ax .

sing sing
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2 2

— 0y -SInQ + 7, -COSQ + O -SinY — oy -@—¢+ Tyy "COSQ + 0Oy - C(?S ?_o (3.19)
sing sing

Multiplikation von Gleichung 3.19 mit sing liefert:

-0y sin® @ +2- Tyy "COSQ-SINQ + o-xy(sin2 @ +cos® go)— oy cos’ p=0 (3.20)
Mit den trigonometrischen Beziehungen:

sin’ o+ cos’ =1

sin® 9 =0,5-(1-cos2¢)

cos? @ =0,5-(1+cos2p)

2-sin@-cos@ =sin2¢
folgt schlieBlich aus Gleichung 3.20:

o
Oy = o; (14 cos2¢)+ TY -(1-cos2¢p) -7, -sin2¢ (3.21)
o,+o, 0,—0
Op=— 5 Y X 5 % c0s2¢ — 7, -sin2¢p (3.22)

Normalspannung in der Schnittebene E,., deren Normalenvektor 7 mit der x-Rich-
tung den Winkel ¢ einschliefit bei zweiachsigem Spannungszustand.

Vorzeichen von 7, entsprechend spezieller Vorzeichenregelung (Kapitel 3.1.3).

Berechnung der Schubspannung 7.
Aus Gleichung 3.15 folgt:
sing sing

Oy =0y = Ty~ <y’ (3.23)
cosQ cosQ
Gleichung 3.23 in 3.16 eingesetzt und mit 7, = 7 (zugeordnete Schubspannungen):

. sing sing | .

— Oy -SinQ+7,, cos¢7+(0'x Ty T~ Ty J-sm¢7—rx,y, -cos@p =0 (3.24)

cosg cosQ

. . sinz(p sin2¢7

— Oy SINQ + 7, COSQP + Oy SINY —Ty - ——— = Ty, — Ty -c0s@ =0 (3.25)

cosQ .E
Multiplikation von Gleichung 3.25 mit cos¢ liefert:

— 0y SiNQ-COSQ + 7, (coszgo— sin? ¢J)+ Oy SINQY - COSP—Tyyr (coszgo—i- sin? go): 0 (3.26)
Mit den trigonometrischen Beziehungen:

sin? o+ cos? p=1

cos’ Q- sin? @ =Ccos2p

sin@-cos@ =0,5-sin2¢
folgt schlieBlich aus Gleichung 3.26:

= -2 sin2 20+ 2% sin2 327
Tx'y'__T'Sln P + Ty COS ;o+7-sm ) (3.27)
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oy — Oy

-Sin2¢ +7,,-c0s2¢p (3.28)

Schubspannung in der Schnittebene E,., deren Normalenvektor 7 mit der x-Rich-
tung den Winkel ¢ einschlief3t bei zweiachsigem Spannungszustand

Vorzeichen von 7, entsprechend spezieller Vorzeichenregelung (Kapitel 3.1.3).

Bei der Anwendung von Gleichung 3.22 und 3.28 ist hinsichtlich des Vorzeichens der Schub-
spannung 7, zu beachten, dass eine Schubspannung als positiv anzusetzen ist, falls sie entspre-
chend Bild 3.8 wirkt. Dies entspricht der Vorzeichenregelung flir Schubspannungen fiir den
ebenen Spannungszustand (spezielle Vorzeichenregelung). Erhdlt man aus Gleichung 3.28 ein
negatives Ergebnis, dann wirkt die Schubspannung .- entgegen der in Bild 3.8 dargestellten
Richtung.

Mitunter findet man in der Literatur in Gleichung 3.22 vor dem letzten Summanden ein Plus-
zeichen (o = ... + 7y - sin2¢) und in Gleichung 3.28 ein Minuszeichen (z¢y = ... - iy - cOS29).
Die Erklarung fiir diesen scheinbaren Unterschied findet sich in der Vorzeichenregelung fiir
Schubspannungen. Wéhrend bei obiger Herleitung, wie bereits erwéhnt, die spezielle Vorzei-
chenregelung (Kapitel 3.1.3) zugrunde gelegt wurde (7, ist in Bild 3.8 positiv anzusetzen)
wird in der Literatur mitunter auch die allgemeine Vorzeichenregelung fiir 7,, angewandt.
Gemil der allgemeinen Vorzeichenregelung miisste 7, fiir die in Bild 3.8 eingezeichnete
Richtung negativ eingesetzt werden, so dass sich die erwidhnte Vorzeichenumkehr ergibt.

3.3.2 Mohrscher Spannungskreis

Zur Ermittlung der Spannungen o und 7.y in einer beliebigen Schnittebene konnen prinzi-
piell die Gleichungen 3.22 und 3.28 herangezogen werden. Eine anschaulichere Moglichkeit
derartige Fragestellungen zu beantworten, bietet der Mohrsche Spannungskreis.

3.3.2.1 Mittelpunkt und Radius des Mohrschen Spannungskreises

Zur Bestimmung von Mittelpunkt und Radius des Mohrschen Spannungskreises eliminiert
man aus den Gleichungen 3.22 und 3.28 den Winkel ¢ und erhélt dann die Gleichung eines
Kreises in der o-7-Ebene (Mohrscher Spannungskreis). Um den Winkel ¢ zu eliminieren,
werden die Gleichungen 3.22 und 3.28 quadriert und addiert. Aus Gleichung 3.22 folgt:

o,+0, O,—C . :
oy == Y = > Y.cos2p -7, -sin2¢ |quadriert (3.29)
2 2
o, +0. o, —0O .
oy — Y| = . cos2¢ — 7, -sin2¢ (3.30)
2 2
o +o,Y (o.-0,)
[O'x'_ X YJ :( X yJ -cos* 2¢
2 2 (3.31)
_Z.Gx—O'y- ) 20 -sin2 +2_.22
S Ty "€082¢5in2 + 73 -sin” 2

Aus Gleichung 3.28 folgt:

Oy — Oy

Ty =

y -sin2¢ +7,,-c0s2¢  |quadriert (3.32)
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2 Ox 0y . ’
Ty = 5 -S$in2¢ +7,,c0s2¢p (3.33)
o -0, ) o, —C
z’f,y, =( X > y] -sin? 2 +2-— 5 Loty ~cos2¢~sin2¢+rfy -cos? 2¢ (3.34)

Addition der Gleichungen 3.31 und 3.34 fiihrt auf eine Kreisgleichung im o-t-Koordinatensy-
stem (Mohrscher Spannungskreis):

2 2
o, +0 o, —0C
{ax,— x2 y] +rf,y,:[ x2 yj -(c0522(p+sin22(o)+z'fy~(sin22(o+00522(p)

Gleichung des Mohrschen Span-
oy, + oy 2 X 9 5 nungskreises in der o-rEbene
Oy — 5 Ty = +7, | bei zweiachsigem Spannungszu-  (3-35)
stand

Fiir den Mittelpunkt des Mohrschen Spannungskreises folgt:

o, +0o,
M= P | 0 Mittelpunkt des Mohrschen Spannungskreises (336)

Der Radius des Mohrschen Spannungskreises ergibt sich zu:

R= || 2% 42 (3.37)
- 2 2 Radius des Mohrschen Spannungskreises ’

Jeder Bildpunkt P des Mohrschen Spannungskreises reprasentiert die Spannungen (oy und
Tyy) in einer Schnittebene, deren Normalenvektor durch den Winkel ¢ festgelegt ist.

3.3.2.2 Konstruktion des Mohrschen Spannungskreises

Gegeben sei ein durch die Spannungen oy, oy und 7, gekennzeichneter ebener Spannungs-
zustand (Bild 3.9a). Gesucht sind der Mohrsche Spannungskreis sowie die Spannungen o,
Oy, Tyy- Und 7y an einem um den Winkel ¢ gegeniiber der x-Richtung gedrehten Fldchenele-
ment (Bild 3.9b).

Zur Konstruktion des Mohrschen Spannungskreises geht man wie folgt vor (Bild 3.9¢):
1. Zeichnen eines o-7-Koordinatensystems.

2. Eintragen des Bildpunktes Py (o | Ty) der die Spannungen in der Schnittebene mit der x-
Achse als Normale représentiert (Schnittebene Ey).

Fiir die graphische Darstellung des Mohrschen Spannungskreises ist es infolge der Kreis-
geometrie zweckméBig, von der allgemeinen Vorzeichenregelung fiir den dreiachsigen
(rdumlichen) Spannungszustand (Kapitel 3.1.3) abzuriicken und die bereits in Kapitel 3.1.3
erwéhnte spezielle Vorzeichendefinition fiir Schubspannungen anzuwenden:

Eine Schubspannung ist positiv (negativ) anzusetzen, falls bei Blick in Richtung
der Schubspannung die zugehorige Schnittebene rechts (links) von der Schub-
spannung liegt.
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Unter Verwendung dieser speziellen Vor-
zeichenregelung ergibt sich eine Uberein-
stimmung der Vorzeichen der Schub- y -
spannungen am Flichenelement und im ‘ Tyyx
Mohrschen Spannungskreis. Geméal die- 777777
ser speziellen Vorzeichenregelung ist die
Schubspannung 7, in Bild 3.9a positiv,
die Schubspannung 7, hingegen negativ
anzusetzen. oy

a)

Ox

3. Eintragen des Bildpunktes P, (ay| Tyx) der ¢ 1
die Spannungen in der Schnittebene mit
der y-Achse als Normalenvektor repré-
sentiert (Schnittebene Ey). Die Schub-
spannung 7, ist entsprechend der spe-
ziellen Vorzeichenregelung negativ anzu-
setzen.

4. Die Schnittebenen Ey und Ey stehen senk-
recht aufeinander (siche Lageplan). Da
die Bildpunkte zweier senkrechter
Schnittebenen bzw. Schnittrichtungen auf
einem Kreisdurchmesser liegen, schneidet

die Strecke PP, die o-Achse im Kreis-

Bild 3.9 Konstruktion des Mohrschen Spannungs-
mittelpunkt M. kreises

5. Kreis um M durch die Bildpunkte P, oder P, ist der gesuchte Mohrsche Spannungskreis.

Zur Ermittlung der Spannungen oy und 7, einer beliebigen Schnittebene Ei. iibertrigt man,
ausgehend von einer Schnittebene mit bekannten Spannungen (z. B. Schnittebene Fy mit der x-
Achse als Normale), den doppelten Richtungswinkel (2¢ ) in den Mohrschen Spannungskreis.
Der Drehsinn muss dabei dem Lageplan entsprechen. Die Koordinaten des Bildpunktes P,
(o ‘ 7y) kennzeichnen die Spannungen in der Schnittebene Ey. (Bild 3.9b und 3.9¢).

Fiir Festigkeitsnachweise werden mithin auch die Spannungen oy und 7 in der Schnittebene
mit der y‘-Achse als Normale () bendtigt. Diese Groen werden auf analoge Weise ermittelt
(siehe Bild 3.9¢).

3.3.2.3 Hauptnormalspannungen und Hauptspannungsrichtungen

Aus dem Mohrschen Spannungskreis (Bild 3.9¢) ist ersichtlich, dass eine maximale Spannung
oy und eine minimale Spannung oy, existieren (Bildpunkte P; und P, in Bild 3.9¢). Diese
beiden extremalen Normalspannungen werden als Hauptnormalspannungen bezeichnet. Im
praktischen Sprachgebrauch nennt man die Hauptnormalspannungen bisweilen auch Haupt-
spannungen (nicht zu verwechseln mit den Hauptschubspannungen, Kapitel 3.3.2.4). Die
Richtungen zu den Hauptnormalspannungen (Winkel ¢, und ¢,) nennt man dementsprechend
Hauptnormalspannungsrichtungen oder kurz Hauptspannungsrichtungen bzw. Haupt-
richtungen (nicht zu verwechseln mit den Hauptschubspannungsrichtungen). Schnittebenen,
deren Normalenvektor mit der Hauptnormalspannungsrichtung zusammenfillt sind schub-
spannungsfrei.
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Eine Richtung ist auch dann Hauptspannungsrichtung, falls die zugehdrige Schnittebene vollig
frei von Spannungen ist, wie zum Beispiel eine lastfreie Oberfliche (zweiachsiger Spannungs-
zustand). Die zugehdrige Hauptnormalspannung ist dann Null. Im Hinblick auf die Bezeich-
nung soll vereinbart werden, dass mit oy, die groBere der beiden (von Null verschiedenen)
Hauptspannungen bezeichnet wird, also oy > ojp.

Die beiden Hauptnormalspannungen oy; und oy, ergeben sich aus den Schnittpunkten des
Mohrschen Spannungskreises mit der o-Achse (Bild 3.9¢), da in diesen als Hauptspannungs-
ebenen oder Hauptebenen bezeichneten Ebenen, die Schubspannungen zu Null werden.

Der Winkel ¢, zwischen der x-Richtung und der Normalen zur ersten Hauptebene (erste
Hauptspannungsrichtung) kann graphisch mit Hilfe des Mohrschen Spannungskreises ermittelt
werden. Es gilt dabei: 2-¢, = £ (MPy, MP)). Fir den Winkel ¢, zwischen der x-Richtung und
der Normalen zur zweiten Hauptebene (zweite Hauptspannungsrichtung) gilt dementspre-
chend: 2-¢, = £ (MPy, MP,).

Die Hauptnormalspannungen oy; und oy, kdnnen auch rechnerisch ermittelt werden. Aus dem
Mohrschen Spannungskreis lassen sich die folgenden Beziehungen ableiten:

2
Oy t Oy Ox = Oy 2
oy1 = A +7 3.38
H1 ) ( 2 Xy ‘ ( )
Hauptnormalspannungen in der
x-y-Ebene bei zweiachsigem Span-
2 nungszustand
oy +Ooy Oy —Oy 5
O = 5 — ( 5 aF Txy (339)

Die Winkel ¢, und ¢, zwischen der x-Richtung und den Normalen zur den Hauptebenen
(Hauptspannungsrichtungen) lassen sich ebenfalls rechnerisch ermitteln. Man erhélt die Rich-
tungswinkel ¢, bzw. ¢, aus Gleichung 3.28 mit der Bedingung z.,- = 0, da, wie bereits er-
wihnt, in Schnittebenen mit den Hauptspannungsrichtungen als Normale voraussetzungsge-
méil keine Schubspannungen auftreten:

— Do Richtungswinkel zwischen der x-Achse und der
@).» = —-arctan Xy ersten oder der zweiten Hauptspannungsrich- (3 40)
Ox — Oy tung. Vorzeichen von 7,, entsprechend speziel-

ler Vorzeichenregelung (Kapitel 3.1.3).

Der mit Hilfe von Gleichung 3.40 errechnete Winkel kann der Richtungswinkel zwischen der
x-Achse und der ersten oder der zweiten Hauptspannungsrichtung sein. Eine Entscheidung
kann mit Hilfe von Tabelle 3.1 erfolgen.

Aufgrund der n-Periodizitdt des Tangens ergibt sich der zweite Winkel zu:
V3
P21 = P12 +5 (3.41)

3.3.2.4 Hauptschubspannungen

Die im Bauteil auftretenden betragsmifBig grofften Schubspannungen 7, ergeben sich aus
dem Mohrschen Spannungskreis (Bild 3.9¢) zu:

_ 2 Maximale Schubspannung in
o =t Ox 0y +7,% -+ 911" %m0 der x-y-Ebene bei zweiachsi- (3 42)
2 v 2 gem Spannungszustand
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3.4 Dreiachsiger (raumlicher) Spannungszustand

Unter der Voraussetzung eines zweiachsigen Span-
nungszustandes war es mit Hilfe des Mohrschen
Spannungskreises moglich, die Normal- und die
Schubspannungen in beliebigen Schnittebenen zu
ermitteln. Im Falle eines dreiachsigen (rdumlichen)
Spannungszustandes ist diese Vorgehensweise in
der Regel nicht moglich V.

Zur Beschreibung des Spannungszustandes in einem
Punkt P eines beliebig beanspruchten Korpers (vgl.
Bild 3.2) schneidet man ein wiirfelféormiges Volu-
menelement heraus, dessen Kanten parallel zu den
Achsen des Koordinatensystems sind. Im allgemei-
nen Fall wirken am Volumenelement drei voneinan-
der unabhéngige Normalspannungen (o, oy und o)
sowie drei Paare voneinander unabhéngiger, zuge-
ordneter Schubspannungen (7, und 7, 7, und z,,
7y, und 7).

3.4.1 Spannungstensor

Zur Ermittlung der Schnittspannungen in einer be-
liebigen Schnittebene (charakterisiert durch den
Normalenvektor7 ) trennt man, analog zum zwei-
achsigen Spannungszustand, vom Wiirfelelement ei-
nen Tetraeder heraus und betrachtet das Krifte-
gleichgewicht (Bild 3.10).

Bild 3.10 Spannungen am rdumlichen
Tetraederelement

Die Spannungsvektoren s bzw.s;, s, undssin den einzelnen Tetraederflichen wirken schrig
zur jeweiligen Flache (Bild 3.10). Multipliziert man den jeweiligen Spannungsvektor mit der
entsprechenden Tetraederfldche, dann erhdlt man die auf die jeweiligen Flichen wirkenden
Krifte, deren vektorielle Summe aus Gleichgewichtsgriinden Null sein muss. Ansetzen des
Kriftegleichgewichts am freigeschnittenen Tetraederelement liefert (Bild 3.10):

§'M=§1'AA1+§2'AA2 +§3'AA3=0

(3.43)

Damit Gleichung (3.43) weiter umgeformt werden kann, miissen zunéchst die Flacheninhalte
der Teilflichen AA;, A4, und AA; berechnet werden. Die Berechnung soll am Beispiel von

Teilflache AA4; erfolgen (Bild 3.11).
Fiir den Inhalt der Tetraederfliche A4 gilt:

AA=%~g-h (3.44)
Fiir den Inhalt der Tetraederflache AA4; gilt:

" Die Berechnung von Spannungen in beliebigen Schnittrichtungen mit
Hilfe des Mohrschen Spannungskreises gelingt nur, falls das Volu-
menelement parallel zu den Hauptachsen herausgeschnitten vorliegt
(Hauptspannungselement, Kapitel 3.4.3).

Bild 3.11 Geometrische Beziehungen am
Tetraederelement
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Zwischen den Hohen % und /5 der beiden Dreiecksflachen gilt weiterhin (Bild 3.11):
hy =h-cosy

Damit folgt aus Gleichung 3.45 mit Gleichung 3.44:
Ady =%-g-h-cosy=AA-cosy

In analoger Weise folgt fiir die Teilflichen A4; und AA4,:
A4y =AA-cosa
AAdy =AA-cos

Setzt man die Gleichungen 3.47 bis 3.49 in Gleichung 3.43 ¢in, dann folgt:
S-AAd=5-Ad-cosa+5y-AAd-cos f+53-AA4-cosy | 1 A4

5§ =35 -cosa+35,-cos ff+353-cosy

Fiir die Komponenten der Spannungsvektoren ergibt sich (Bild 3.10):

Sx Ox Tyx Tzx
s =8y 51 =| Txy 5y =| oy 53 =| Ty
Sz Txz Tyz Oz

Eingesetzt in Gleichung 3.51 folgt fiir den Spannungsvektor s in der Schnittebene AA4:

Sx Ox Tyx Tzx
Sy |=| Txy |cOS@+| Oy |-cOS f+| T,y |-COSY
Sz Txz Tyz O3z

Gleichung 3.53 lésst sich auch in Matrizenform darstellen:

S, O, T, T,|[cOsa
s, |=|7y O, T, ||cosp

s, T, T, O,)\cosy

v _ Y
s K n

(3.46)

(3.47)

(3.48)
(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Die GroBe S wird als Spannungstensor bezeichnet. Der Spannungstensor beschreibt den
Spannungszustand in einem beliebigen Punkt eines Bauteils. Die Hauptdiagonale des Span-
nungstensors enthilt die Normalspannungen o, oy und o, daneben stehen die Schubspannun-
gen. Da jeweils drei Paare von Schubspannungen gleich sind (zugeordnete Schubspannungen,
d. h. 5y = s, oy = T und 7, = 1) ist die Spannungsmatrix symmetrisch, so dass nur 6 von-

einander unabhéngige Spannungskomponenten vorliegen.

Entsprechend des Gesetzes fiir zugeordnete Schubspannungen konnen die Indizes der Schub-
spannungen vertauscht werden, so dass der Spannungstensor S auch wie folgt geschrieben

werden kann:
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_ Ox Txy T7Txz
S=|ty Oy Ty (3.59)
Txz Tyz Oy

3.4.2 Berechnung der Normal- und Schubspannungen in einer beliebigen
Schnittebene

Mit Hilfe des Spannungstensors wird der Spannungszustand in einem beliebigen Korperpunkt

eindeutig beschrieben. Mitunter ist es von Interesse, die Spannungen in beliebigen Schnitt-

richtungen zu ermitteln. Die rdumliche Lage der schrigen Schnittebene A4 wird durch ihren

Normaleneinheitsvektor n festgelegt, wobei gilt:

ny cosa
n=|ny |=|cosp (3.56)
n, cosy

Bei bekanntem Spannungszustand (gekennzeichnet durch [Z
den Spannungstensor) errechnet sich der Spannungsvek-

tor § zu:

Ox Txy Txz
§=| Ty |-COS@+| Oy |-COSB+| Ty, |-cOSY
Txz Tyz oy
Oy "COSQ + 7Ty, -C08 B+7T,, -COSY
=| 7y "COSQ+0y -CO8 f+7,, COSy (3.57)

Ty, "COSA+Ty,-cOsf+0, cosy

Sofern 7 keine Hauptspannungsebene kennzeichnet und da-  Bild 3.12

mit § keine Hauptnormalspannung ist, fallens und 7 nicht ~ Spannungen in beliebiger Schnitt-
zusammen. Dann ldsst sich der Spannungsvektor s in eine Eﬁﬁgsgﬁsggd dreiachsigem Span-
Komponente in Richtung der Flachennormalen (Normal-

spannung) und in eine Komponente senkrecht dazu (Schub-

spannung) zerlegen (Bild 3.12).

Die Normalspannungskomponente o des Spannungsvektors s zur Schnittebene A4 erhdlt man
durch senkrechte Projektion des Spannungsvektors s auf den Normaleneinheitsvektorn . Der
Betrag der Normalspannung o ergibt sich dann als Skalarprodukt vons und# :

Oy "COSQ +Ty, -COS B+7,,-cosy | (cosa

O=5n=|Ty Cosa+0y-Cosf+7, -cosy|-|cosf (3.58)
Ty, "COSQ+Ty,-cO8 f+0,-cosy | | cosy
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2

O=0y-C0S"a+0o -cosz,B+0'Z-cos2;/

y

(3.59)
+2-(rxy -COSQ - COS B+ Ty, -COS [§-COSy + Ty, -cosy'cosa)

Betrag der Normalspannung in beliebiger (riumlicher)
Schnittrichtung

Fiir den Betrag der Schubspannung in der Schnittebene A4 ergibt sich unter Anwendung des
Satzes von Pythagoras:

N ) 2 Betrag der Schubspannung in beliebiger (rdumlicher)
e e Schnittrichtung (3.60)

3.4.3 Hauptnormalspannungen bei dreiachsigem Spannungszustand

Wird ein Bauteil durch duflere Krifte und Momente beansprucht, dann kénnen zumindest bei
einfachen geometrischen Verhéltnissen, mit Hilfe der in Kapitel 2 beschriebenen Grundglei-
chungen die Lastspannungen und damit der Spannungszustand ermittelt werden. Allgemein
wird der Spannungszustand in einem Punkt P eines beanspruchten Bauteils durch drei vonein-
ander unabhingige Normalspannungen (o, oy und o,) sowie drei Paare zugeordneter Schub-
spannungen ( %y, 7, %) beschrieben (Bild 3.10) und mathematisch durch den Spannungsten-
sor S ausgedriickt (Kapitel 3.4.1). In Lastspannungen ausgedriickt lautet der Spannungstensor:

X Xy Xz
S=|1y Oy Ty 3.61)
Txz Z-yz o,

Fiir einen Festigkeitsnachweis ist in der Regel die Kenntnis von Betrag und ggf. Richtung der
Hauptnormalspannungen (oy;, oy, und oy3) erforderlich. Zur Ermittlung der Hauptnormal-
spannungen dreht man das Wiirfelelement so, bis die Schubspannungen in den Schnittebenen
verschwinden und die Normalspannungen Extremwerte annehmen (Hauptspannungsele-
ment, Bild 3.13). Die entsprechenden Schnittrichtungen bezeichnet man als Hauptnormal-
spannungsrichtungen und die in diesen Schnittebenen (Hauptspannungsebenen bzw. Haupt-
ebenen) wirkenden Normalspannungen als Hauptnormalspannungen (siche auch Kapitel
3.3.4.3).

Hauptspannungselement

z Hauptspannungs- -
ebene (Hauptebene)
y G
X Haupt(normal)- H;auptnormalspannung
ich
spannungsrichtung (Hauptspannung)

Bild 3.13 Allgemeiner Spannungszustand und Hauptspannungselement
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Im Allgemeinen sind in einem beliebigen Punkt eines Bauteils der Spannungsvektors und der
Normalenvektor 7z der zugehodrigen Schnittebene nicht parallel zueinander (Bild 3.2). Die
Hauptspannungsrichtungen sind jedoch dadurch gekennzeichnet, dass die Spannungsvektoren
(Sy) =0y1»Smp = Oy und sy =03 ) senkrecht zu den zugehdrigen Schnittebenen bzw.
parallel zu deren Normalenvektoren ( 7,7y, und 75 ) sind d. h. die Schubspannungen ver-
schwinden. Der Betrag der Hauptnormalspannungen ist dabei das oy;- bzw. oy,- bzw. das
oms-fache des Normaleneinheitsvektors der jeweiligen Hauptspannungsebene. Mathematisch
lasst sich dieser Sachverhalt wie folgt formulieren:

Oopi =0y “hy (@=1,2,3) (3.62)
OHix cosq;
Oyiy |=Oni* cos f3;
OHiy COSy;

daraus folgt:
Opix = Opi - €08 Q;
Opiy = O €08 fB; (3.63)
OHiz = OHi " €087

Andererseits muss sich bei bekannter Hauptspannungsrichtung und bekanntem Spannungszu-

stand (gekennzeichnet durch den SpannungstensorS ) derselbe Spannungsvektor &y auch
entsprechend Gleichung 3.54 ergeben:

GHi = S . nHi (3.64)
Oyix Ox Txy Txz cosa;
Ouiy |=|Txy Oy Ty, || COSS;
OHiy Txz 7’-yz o, COS 7

Opix = Oy 1COSQ; + Ty +COS f3; + 7y, - COS Y

OHiy = Txy "COSQ; + 0y -COS f3; + Ty, -COSY; (3.65)

OHiz = Txy *COSQ; + Ty, -COS ff; + 0, - COS ¥

Nach Gleichsetzen von Gleichung 3.63 mit 3.65 und ordnen, erhélt man ein homogenes, linea-
res Gleichungssystem fiir den Richtungskosinus der Normalenvektoren der jeweiligen Haupt-
spannungsebenen (cosa;, cosf; und cosy;) und damit auch der Hauptnormalspannungen.

(ax —GHi)-COSGi +7yy -cos B +1y,-cosy; =0

Tyy COSQ + (ay —op ) cos ff; + 7y, -cosy; =0 (3.66)
Tyy 1COSQ + Ty, -COS 5 + (o-z —aHi)-cos;/i =0

Das Gleichungssystem hat nur dann nicht triviale Losungen, falls die Determinante der Koeffi-

zientenmatrix des Gleichungssystems Null ist. Dies fiihrt auf die charakteristische Gleichung
(E = Einheitsmatrix, S = Spannungsmatrix, oy; = Eigenwert der Spannungsmatrix):
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Ox ~OHi Txy Txz
det(S — oy - E) = Ty oy —Ooh ry, |=0 gz::}::z’;snsme (3.67)
Txz Tyz Oz —OHi

Die Losung der charakteristischen Gleichung liefert die Eigenwerte (oy, oy und oy3) der
Spannungsmatrix. Diese Eigenwerte entsprechen den jeweiligen Hauptspannungen. Die zu
den Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren ( 7y, 7y, und sy ) sind identisch mit den Haupt-
spannungsrichtungen.

Die Berechnung der Determinante (Gleichung 3.67) fiihrt auf eine Gleichung dritten Grades
(Eigenwertgleichung), deren Losung die gesuchten Eigenwerte der Spannungsmatrix d. h. die
Hauptnormalspannungen oy; sind. Zu den mathematischen Grundlagen wird an dieser Stelle
auf die entsprechende Literatur wie z. B. [3] verwiesen. Die Eigenwertgleichung lautet:

0'1311 -1 '0'1211 +1 o4 -13=0 Eigenwertgleichung (3.68)
Die Koeffizienten I}, I, und /5 der Eigenwertgleichung (Gleichung 3.68) sind die Invarianten

des Spannungstensors (unverédnderliche Gréflen in Bezug auf eine Koordinatentransformation)
und berechnen sich wie folgt:

Ii=oy+0,+0, ) (3.69)
5 ; P Invarianten des
Iy=0,'0,+0,:0,+0y 0, Ty — Ty, —Tx, Spannungs- (3.70)
5 5 tensors
Li=0,-0,:0,+2:7 7y, Ty, =0y Ty, =0y Ty, =0, Ty 3.7

Aufgrund der Symmetrie der Koeffizientendeterminante hat Gleichung 3.68 stets drei reelle
Losungen, die Hauptspannungen oy, oy und oys. Damit existieren bei einem rdumlichen
Spannungszustand in jedem Punkt eines Bauteils drei zueinander senkrechte, schubspannungs-
freie Schnittebenen.

Zur Losung einer Gleichung 3. Grades der Form entsprechend Gleichung 3.68, schreibt
man:

ofi+A-ofjj+ B0y +C=0 (3.72)

Die Zahlenwerte fiir 4, B und C erhilt man durch Koeffizientenvergleich mit Gleichung 3.68:

A=-I,
B=1, (3.73)
C = —13

Zur Lésung von Gleichung 3.72 geht man wie nachfolgend beschrieben vor.
1. Schritt: Elimination von 4 - O'EH durch Substitution, gemaB:

P _g (3.74)

liefert die reduzierte Form der Gleichung 3. Grades:
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wra-u+b=0 (3.75)

2
mit: a=B—A— und b=i~A3—l~A~B+C
3 27 3

2. Schritt: Berechnung der Diskriminante D von Gleichung 3.75:

3. Schritt:

4. Schritt:

b 2 3
D=(5j +(§) (3.76)

fiir D <0: eine reelle und zwei konjugiert komplexe Losungen
D =0: zwei voneinander verschiedene reelle Losungen (eine einfache Losung
und eine Doppelllosung)
D >0: dreireelle Losungen

Da die Matrix der Koeffizienten-Determinante symmetrisch ist (Gleichung 3.67),
erhdlt man drei reelle Losungen aus denen sich die drei Hauptspannungen ermit-
teln lassen.

Fiir die drei (reellen) Losungen der Gleichung 3. Grades (Gleichung 3.75) folgt:

u1=2-1’—§-cos¢7

Uy =2- 1/—1 -cos(¢+ 120°) mit ¢ = larccos U 3.77)
J 3 2. (—01/3)3
U =2-1’—% -cos((o+240°)

Die Hauptspannungen oy, oy und o3 ergeben sich schlieBlich aus Gleichung 3.74:
OHi = Ui —? (l = 1,2,3)

Vereinbarungsgemil wird die grofite positive Hauptnormalspannung mit oy und
die kleinste Hauptnormalspannung mit o3 bezeichnet (siche auch Kapitel 6), so
dass gilt (ordnen der Hauptspannungen entsprechend ihrer algebraischen Grofe):

o= maX{O'HlaO'stO'm}
o3 :min{O'Hl,GHz,O'H3} (378)

0, <0, <03

Kontrolle

Zur Kontrolle der Berechnungen kann die erste Invariante (/;) herangezogen wer-
den. Die Invarianten eines Tensors sind Gréflen, die sich auch bei einer Koordina-
tentransformation z. B. vom x-y-z-Koordinatensystem ins Hauptachsensystem
nicht dndern, so dass gelten muss:

Oy +0m + 03 =0, +0y +0, (3.79)
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3.4.4 Mohrscher Spannungskreis fiir den dreiachsigen Spannungszustand

Unter der Voraussetzung eines zweiachsigen Spannungszustandes konnten mit Hilfe des
Mohrschen Spannungskreises die Normal- und Schubspannungen in jeder beliebigen Schnitt-
ebene ebenso wie die Hauptnormalspannungen oy und oy, auf einfache und anschauliche
Weise ermittelt werden (Kapitel 3.3.4).

Liegt hingegen ein dreiachsiger (allgemeiner) Spannungszustand vor, dann ist eine dhnliche
Vorgehensweise mit Hilfe des Mohrschen Spannungskreises nicht mehr moglich. Die Ermitt-
lung der Hauptnormalspannungen sowie der Spannungen in beliebiger (rdumlicher) Schnitt-
richtung muss in diesem Fall analytisch erfolgen (Kapitel 3.4.2 und 3.4.3).

Sind hingegen die drei Hauptnormalspannungen o7, 0, und o3 bekannt (siche Gleichung 3.78),
dann konnen fiir jede durch die Hauptspannungsrichtungen gekennzeichnete Hauptspannungs-
ebene (o01-0x-Ebene, o1-03-Ebene und o>-03-Ebene) die Mohrschen Spannungskreise angege-
ben werden. Man erhilt dabei zwei sich beriihrende Nebenkreise (oi-03-Ebene und o-03-
Ebene), die von einem Hauptkreis (o;-03-Ebene) eingeschlossen werden (Bild 3.14).

Oy- 03- Ebene OC,- O;5- Ebene

T O;-O,- Ebene T O;- O5- Ebene T G,- O5- Ebene

R\
| 02UG1 c

)
N

£

03\ fcz ] o1 ©

Bild 3.14 Mohrsche Spannungskreise fiir den dreiachsigen (allgemeinen) Spannungszustand

Die Spannungen (o, 7,) in einem rdumlich beliebig gerichteten Flichenelement findet man als
Bildpunkt P innerhalb des Hauptkreises und auflerhalb der beiden Nebenkreise (grau markier-
ter Bereich in Bild 3.14). Eine graphische Methode fiir das Auffinden des Bildpunktes bei
gegebener Schnittrichtung wird in Kapitel 3.4.6 beschrieben.
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Mit Hilfe der Mohrschen Spannungskreise konnen nunmehr die folgenden Aufgabenstellungen
auf anschauliche Weise gelost werden:
e Ermittlung der Hauptschubspannungen (Kapitel 3.4.5).
e Graphische Bestimmung der Spannungen (o, und ) in beliebigen rdumlichen Schnittrich-
tungen (Kapitel 3.4.6).

3.4.5 Hauptschubspannungen bei dreiachsigem Spannungszustand

ZweckmaBigerweise ermittelt man die Hauptschubspannungen mit Hilfe der Mohrschen Span-
nungskreise, nachdem die Hauptnormalspannungen bekannt sind (Kapitel 3.4.3). Die Haupt-
schubspannungen (7, 7> und 73) ergeben sich sofort als Radien der drei Mohrschen Span-
nungskreise zu:

_ _01-03
2-Hl _Tmax = 2
0|0,
T =T (3.80)
0y — 03

T3 = —2

Die Hauptschubspannungen wirken jeweils in Schnittebenen, die zu den Hauptspannungsebe-
nen einen Winkel von 45° einschliefen und zu einer der Hauptachsen parallel sind (Bild 3.15).

O3 Hauptspannungselement

O,- O3- Ebene

Bild 3.15 Schnittebenen grofiter Schubspannungen am Hauptspannungselement
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3.4.6 Graphische Ermittlung von Schnittspannungen bei dreiachsigem Span-
nungszustand

Unter der Voraussetzung, dass die Hauptnormalspannungen (oj, 0> und o3) in einem Punkt P
eines beliebig beanspruchten Bauteil bekannt sind, kann die Normalspannung o, sowie die
Schubspannung 7, in einer beliebigen Schnittebene £ auch graphisch ermittelt werden. Die
Vorgehensweise soll nachfolgend (ohne Beweis der Konstruktionsbeschreibung) aufgezeigt
werden. Die Normale 7 der rdumlichen Schnittebene E schliefit mit den Hauptspannungsrich-
tungen (1, 2 und 3) die Winkel ¢, £, und yein (Bild 3.16a)

a) b)
(3) T

Bild 3.16 Graphische Ermittlung von Schnittspannungen bei dreiachsigem Spannungszustand

Konstruktionsbeschreibung:
1. Konstruktion der Mohrschen Spannungskreise fiir die drei Hauptspannungsebenen.

2. Die Normale 7 schlieft mit der ersten Hauptspannungsrichtung (1) den Winkel « ein. Dem-
entsprechend trigt man zu einer Parallelen zur 1-Achse durch o; den Richtungswinkel o ab
und bringt dessen Schenkel zum Schnitt mit den Hauptkreis d. h. dem Mohrschen Span-
nungskreis der o; -o3-Ebene (Schnittpunkt 4).

3. Die Normale 7 schlieft mit der dritten Hauptspannungsrichtung (3) den Winkel y ein. Dem-
entsprechend trigt man zu einer Parallelen zur t-Achse durch o3 den Richtungswinkel y ab
und bringt dessen Schenkel ebenfalls zum Schnitt mit dem Mohrschen Spannungskreis der
o1 -o3-Ebene (Schnittpunkt B).

4. Kreisbogen um M,; (Mittelpunkt des Mohrschen Spannungskreises der o,-o3-Ebene) mit

Radius M 34 und Kreisbogen um M,, (Mittelpunkt des Mohrschen Spannungskreises der
oi-0,-Ebene) mit Radius M, B schneiden sich im Punkt C.

5. Die Koordinaten des Schnittpunktes C (o, | 7,) charakterisieren die Spannungen in der
Schnittebene E. Ist die Normalspannung o, positiv, dann liegt eine Zugbeanspruchung vor,
ist sie hingegen negativ, dann herrscht in der Schnittebene E eine Druckspannung. Die
Wirkrichtung der Schubspannung 7, kann dieser Konstruktion allerdings nicht entnommen
werden.
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3.5 Aufgaben

Aufgabe 3.1 oooee
Die Abbildung zeigt ein durch die
Spannungen o, = 200 N/mm’;

0,=100 N/mm’ und 7,,= 75 N/mm’
zweiachsig beanspruchtes Schei-
benelement aus Werkstoff S235JR.

a) Zeichnen Sie mafstdblich den
Mohrschen Spannungskreis in
der x-y-Ebene.

b) Berechnen Sie die Hauptnor-
malspannungen oy; und oy
sowie die Richtungswinkel ¢,
und ¢, zwischen der x-Rich-
tung und den Hauptspannungs-
richtungen.

c) Ermitteln Sie die Spannungen oy und 7.y in der Schnittebene E,- sowie o und 7, in der
Schnittebene Ey- eines um den Winkel ¢ = 30° zur x-Richtung gedrehten Flichenelementes
(sieche Abbildung).

Ein Stahlrohr mit einem Aufen-

Aufgabe 3.2 olel 1 1/
durchmesser d, = 100 mm und ei-
ner Wandstirke s = 10 mm wird

v
gleichzeitig durch die Zugkraft
F = 425 kN und das Torsionsmo- F M da My F
— —Pp

ment M, = 9250 Nm statisch bean-
sprucht.

a) Skizzieren Sie den Mohrschen
Spannungskreis fiir die hochst
beanspruchte Stelle.

R\

b) Ermitteln Sie die Hauptnormalspannungen, die Hauptschubspannungen und die jeweiligen
Richtungswinkel zur x-Achse.

Aufgabe 3.3 oooee

Ein Blechstreifen wird zwischen zwei Druckplatten hindurch gezogen. Dabei entstehen an der
hochst beanspruchten Stelle des Bleches die folgenden Spannungen:

aus Zug: o, = 200 N/mm’

aus Druck: o, =-100 N/mm’

aus Reibung: 7,, = 40 N/mm’
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Blech auftretenden

grofften  Zug-  bzw.

Druckspannungen d. h. Druckplatte

die Hauptnormalspan-

nungen. Fx
b) Ermitteln Sie die Lage L&) Blechstreifen_]

derjenigen  Schnittebe- Druckplatte 7
nen, in denen die grof- ———
ten Zug- bzw. Druck- Tuy y
spannungen  auftreten - .

(Winkel ¢, und ¢, zwi- Ox ‘»

schen der x-Richtung

und den Normalen zu t X
diesen Schnittebenen). Oy

a) Berechnen Sie die im ' Fy

Tyx

Aufgabe 3.4 00000

Die Abbildung zeigt das Maschinengestell fiir eine
Einpressvorrichtung aus dem Gusseisenwerkstoff
EN-GJL-350 (alle MaBangaben in mm). Das Ma-
schinengestell wird durch die statisch wirkenden Ar- |
beitskrifte F belastet. 150 | |

a =650

wird in der S&ulenmitte ein Dehnungsmessstreifen
(DMS) appliziert. Aufgrund einer Montageunge-
nauigkeit schliet die Messrichtung des DMS einen A-—
Winkel von 10° zur Sdulenlidngsachse ein. | | Saule

Werkstoffkennwerte EN-GJL-350: l

R = 350 N/mm’ F

E =108000 N/mm®

u =025

a) Auf welche Weise wird der Querschnitt A-B

durch die Arbeitskrifte F beansprucht?

b) Ermitteln Sie den Betrag der Arbeitskréfte F fiir A-B
eine Dehnungsanzeige von gpys = 0,1485 %o

Zur Ermittlung der unbekannten Arbeitskréifte F | T
F

|———
2
Y
R
S| g
|<—
o8}

¢) Ermitteln Sie fiir die hochst beanspruchte Stelle
(im Querschnitt A-B) die Sicherheit gegen |
Bruch. Ist die Sicherheit ausreichend? b =300

%
>
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Aufgabe 3.5 00000

Der Spannungszustand im Punkt P einer
Hochdruckleitung wird durch die fol-
genden Spannungskomponenten be-
schrieben:

0, = 500 N/mm’ 7, =250 N/mm’
o, =200 N/mm’® 7, = 100 N/mm’
0,=300 N/'mm’ 7, =400 N/mm’

a) Berechnen Sie die Normal- und
Schubspannung in einer Schnitt-
ebene E;, deren Normalenvektor mit
dem x-y-z-Koordinatensystem die
Winkel o= 60°, f=60° und y=45°
einschlief3t.

b) Berechnen Sie die Normalspannung
und die Schubspannung in einer
Schnittebene E,, deren Normalen-
vektor mit dem x-y-z-Koordinaten-
system die Winkel o = 40,833°,
L = 69,773° und y = 56,291° ein-
schlieft.

¢) Berechnen Sie die Hauptnormalspannungen oy, oy, und oy;s.

d) Ermitteln Sie die Hauptspannungsrichtungen im x-y-z-Koordinatensystem.

e) Bestimmen Sie rechnerisch und graphisch die Spannungen op; und 73 in einer Schnitt-
ebene £, deren Normalenvektor zu den Hauptspannungsrichtungen (zum Hauptachsen-
system) die Winkel a = 50°, = 50° und y= 65,4° einschlief3t.
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