2 Definitionen und Voriiberlegungen

Seien M eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und «, 8 > 0.

Definition 2.1. Sei 0 < k < n. Wir bezeichnen mit QF(M) := T'(AFT* M)
den Raum aller glatten Differentialformen vom Grad k auf M, d.h., aller
glatten Schnitte w der k-ten &duferen Potenz des Kotangentialbiindels von
M. Das bedeutet, dass jedem p € M eine reelle alternierende Multilinear-

form w,, auf dem Tangentialraum 7, M zugeordnet wird, und zwar so, dass
fiir alle Vektorfelder X, ..., X, € T'(TM) die Abbildung

M—->R:p— wp((Xl)Pv"'v(Xk)P)

glatt ist.
Der Raum QF(M,C) sei wie oben mit "komplex" anstelle von "reell" und
C anstelle von R definiert, d.h., Q¥(M,C) = Q¥(M) ® C.

Glatte Differentialformen kénnen entlang differenzierbarer Abbildungen zu-
riickgezogen werden. Die Rdume QF(M) sind zudem ausgestattet mit der
duReren Ableitung d : QF (M) — QF+1(M), welches mit dem Riicktransport
vertraglich ist:

Definition 2.2. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen
zwei riemannschen Mannigfaltigkeiten M und N. Dann ist f* : C*(N) —

C®(M) : ¢ — o f der induzierte Riicktransport auf Funktionen und
f*:QF(N) — QF(M) fiir 0 < k < n der durch

(f*w)p(X1,..., Xi) 1= wyp (dfp(X1), ..., dfp(Xk))

fiir alle pe M, X1,..., Xy € T,M und w € QF(N) gegebene Riicktransport
auf k-Formen.

Bemerkung 2.3. Die dufiere Ableitung d ist natiirlich, d.h., fir alle dif-
ferenzierbaren Abbildungen f : M — N zwischen zwei riemannschen Man-
nigfaltigkeiten M und N gilt, dass f*dw = d(f*w) fiir alle w € QF(N).
([Jan03, S. 145])

Definition 2.4. Sei0 < k < n. Das L?-Skalarprodukt (-, -) von zwei glatten
kompakt getragenen k-Formen w und o auf M ist wie folgt definiert:

@)= | o).

Hierbei bezeichnet (-, ) das gewohnliche punktweise definierte Skalarpro-
dukt auf Differentialformen und es wird bzgl. der riemannschen Volumen-
dichte integriert.
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Die Vervollstindigung der glatten kompakt getragenen k-Formen QF(M)
bzgl. (-, -) bezeichnen wir mit Q%, (M) := L?(M,A*T*M).
Weiterhin sei Q%,(M,C) := Ok, (M) ®C.

Wir haben nun alle Mittel beisammen um den zentralen Operator dieser
Arbeit einzufiihren.

Definition 2.5. Wir definieren den Operator
FY = ads + Bod

auf dem Raum Q!(M). Hierbei ist § der zu d formal adjungierte Operator,
d.h., fiir alle k € N und alle w € Q¥(M) und 5 € QF1(M) ist

(dwa 77) = (w’ 677)

Notation 2.6. Wir bezeichnen den Hodge-Laplace-Operator auf Q! (M)
wie folgt:
AM .= FM — 45 + éd.

Fiir den gewohnlichen Laplaceoperator auf den glatten Funktionen C* (M)
schreiben wir A} := &d.

Bemerkung 2.7.

1. F (% ist formal selbstadjungiert, denn fiir alle w, o € QL(M) gilt:

(Faj\éw7 o) = ((add + éd)w, o)
= a(ddw, o) + B(ddw, o)
a(w,déo) + B(w, ddo)

(w, Fl%o).

2. Eigenformen zu verschiedenen Eigenwerten von F (% sind orthogonal
bzgl. des L2-Skalarproduktes. Denn seien \, y1 € Spek(Fo%) mit A # p,

wE Eig(F(%7 A) und o € Eig(F(%, ). Dann gilt:

)\(UJ,O’) = (F%w, U) = (wv FO%U) = :U‘(wv J)v

weshalb

(A= )@, 0) =0,
Wegen A # pu erhalten wir, dass (w,0) = 0. Daher sind w und o
orthogonal.



Definition 2.8. Sei 0 < k < n. Der eindeutig bestimmte metrische torsi-
onsfreie Zusammenhang

V :T(TM) x T(TM) — T(TM)

auf M, der Levi-Civita-Zusammenhang, induziert auf folgende Weise einen
Zusammenhang

V:T(TM) x Q¥ (M) — QF(M)

auf den glatten k-Formen auf M: Fir X,Y7,...,Yy € T(TM) und w €
QOF (M) setzen wir

(VXW)(Yl, .. .,Yk) = aX (w(Yi, .. .,Yk))
k
=Y w, . Y VXY, Yig, ., V).
i=1
Bemerkung 2.9.

1. Man kann nachpriifen, dass mit (2.8) tatséchlich ein Zusammenhang
definiert wird. Das bedeutet, dass V C* (M )-linear im ersten, R-linear
im zweiten Eingang ist und die Produktregel

Vx(fw) =oxf-w+f-Vxw
fiir alle X e (T M), w e QF(M) und f € C*(M) erfiillt.
2. Fiir zerlegbare k-Formen wy A --- A wy € QF(M) gilt dariiber hinaus
die Produktregel

k
Vx(w1A~~Awk):2w1A~~Awi,1/\VXwiAwiH/\~'/\wk
i=1

fiir X e D(TM).

Lemma 2.10. Seienpe M, 0 <k <n, we A*T*M, ne A" T*M und
X eT,M. Dann gilt, dass

(W, X, m) = (X" nw,m),
wobei fir alle’Y e I'(T'M) die Abbildung Y, durch
Y, QPN M) - QF (M) :w— Y, wi=w(Y, . )

definiert und Y? := (Y,-) das metrisch Duale zu'Y ist.



Beweis. Sei {e1,...,e,} eine Orthonormalbasis von T,M und {e',..., e"}
die zugehorige duale Basis von Ty M, d.h., ellej) = 5; fir alle 7,7 €
{1,...,n}. Aufgrund der Linearitit in den drei Argumenten kénnen wir
annehmen, dass

w = e’ /\“’Aeik,
n:e-le.../\ejk+1
und X =¢ firle{l,...,n}, 1< < - <ip<nundl<j < <

Jk+1 < n. Dann ist
— J Jk
X n=e, (e A Attt
(=1)m=ledt Ao pedm Ao AedRt Tm ] = gy,
0 sonst.

Ferner gilt

—

o e’“ejl/\~~~/\ejmA~~~Aej’“+1>e{(),1}.

Das letztere Skalarprodukt ist eins im Fall, dass [ = j,, und zusétzlich fiir
die Indextupel .

(G1y v evir) = (J1ye -y Jms - oo s Jht1)
gilt, ansonsten ist das Skalarprodukt null. Diese beiden Bedingungen sind
dquivalent zu der Bedingung

(il, e 7im—1al7im+1a e ,ik) = (jl, e ,jk+1).

Daraus folgt, dass

—

(—1)m—1<ei1 Ao A eik,ejl Ao Aeim A /\ejk+1>
:<6l/\ei1 /\"'/\Bik,ejl /\---/\ej’“+1>

gilt, also insgesamt
(w, Xy = (X" A w,m). O

Wir {iberlegen uns mit Hilfe von Lemma 2.10 wie das &ufsere Differenti-
al d und die Koableitung ¢ in Termen des Zusammenhangs auf Formen
geschrieben werden kénnen.

Proposition 2.11. Sei{ey,...,e,} eine lokale Orthonormalbasis von T M
und {e',...,e"} die zugehirige duale Basis von T* M. Dann gilt:

d:ieiAVEi und 5:—271:6“ Ve, -
i=1 i=1



Beweis. Sei 0 < k < n. Wir zeigen zunéchst die Formel fiir d. Sei UcM
offen, {E4,...,E,} < I'(U,TM) eine lokale Orthonormalbasis von T'M,
{E*, ..., E"} die zugehorige duale Basis, {e1, ..., e,} die Standardbasis von
R™ und p € U. Wir definieren den Isomorphismus

fR" > T,M: Z vie; — Z viEi|p.
i=1 i=1

Sei weiterhin U < M eine offene Umgebung von p, sodass exp, exps (1)
P
ein Diffeomorphismus ist. Hierbei ist exp,, die riemannsche Exponentialab-

bildung in p. Dann definieren
z:=f"roexp, ' : U — f!(exp,' (U)) =V = R"

riemannsche Normalkoordinaten in p. Fiir die zugehorigen Koordinatenfel-
der%w..,(3 gilt in p:
1 Tn

0 | Def _ _
| 2 ) ) = da g (e0) = diexp, o o(er)
= (d(exp,) s(0) © dfo) (ei) = (d(exp,)o odfo) (e:)
—_———
=id7, m
= _dfo (&) = fles) = Eil,
=f, da f linear ist.

fiir alle 7 € {1,...,n}. Da die Christoffelsymbole in riemannschen Normal-
koordinaten in p verschwinden, ist fiir alle 4,5 € {1,...,n}

n

Z amk

CED am]

Damit ist auch V%dxﬂp = 0 fiir alle 4,5 € {1,...,n}, denn fiir alle X =
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S Xt e [(U, TM) gilt dann in p, dass

: 0 . )
(V2 de?)(X) = - (de? (X)) — do? (V%X>
0 . e ) 0 0 0
— XJ — J 7Xl 7 Xl 0 —
ox; l;dx <(5£€1 > ox; * vﬁzi 6:131)
= ————
=0
0 . e 0 Y
— Ji_ U gpi [ (1)
P 121<axiX>d$ (&cz)
- S
:5{
0 . 0 .
= J _ ___XJ
=0.

Sei nun w =3, _ i <n Wiy T A oo A date € QF(M). Dann gilt fiir
alle i € {1,...,n}, dass

@) J i1 i
= Z (axiwir..k) dz™ A - A dxt

I<ii<-—-<ip<n

in p und dort somit

n n
ZEZ/\VEiw=ZdJCZ/\V6Lw
i=1 =1

= i Z ((,Jiwil.‘.k) dz' A dx™ A - A da'®

1=11<i1 < <ip<n

=d ( Z Wi dT A A dxik>

I<ii<---<ipg<n

= dw.

Es folgt die erste Behauptung.
Der Beweis fiir die Formel fiir § teilt sich in mehrere Schritte auf.
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Schritt 1: Fiir alle f € C*(M) und X € I'(TM) gilt bekanntlich die Pro-
duktregel

div(f - X) = df(X) + f - div(X).

Mit dieser und dem Gaufschen Integralsatz ist

| axr=| a0 aivrex)- | feaiv()
e T

M
—f f-div(X
M

Fiir w,o € QL(M) gilt daher, dass

=0

- | oiv(x) = | oxteno)
_ JM (Vxw, 0 + (w, Vo).
Somit erhalten wir, dass
| @xwr == [ @xor- | o) (2)
M M M
Schritt 2: Fiir alle i € {1,...,n} und X = 3", X9E; € (T M) gilt, dass
(Vi E)(X) = 0, (Ei(X)) — EY(Vg,X)

= 0p, X' — ZEZ ((0p.X7)E; + XV 5, E;)

—op X' g X = Y XIE(Vp )
=1 ~——

=2 1F'LijEl
=— > X1}, = Z I E (X
j=1
Dabher ist
Y Ve E = - Z I B (3)
=1 7,7=1
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Schritt 3: Es ist fur alle i € {1,...,n}

n

div(E;) = ) (VE,Ei, By = Y T,
j=1

j=1

weshalb

i div(E,)E" = ZL e Y ZL Vi, E. (4)
i=1 =1

ij=1

Schritt 4: Seien nun w € QF(M) und 1 € Q¥*(M). Dann gilt mit Lemma
2.10 und den Schritten 1 und 3, dass

(w, — Z E; | VEJY) = _f Z@%Ei Ve
i=1 M =1
210 j ZKEz Aw,VEn)
M =1
D3 (TrE Aw)m + B 2 w)div(ED)
M =1

:f Z(El A Vg w,n)
M =1
+ J ( Z Vi E' A w,77> +{ n, Z div(E;)E* A w>>
M i=1 i=1

@,

= JM<dw,n> = (dw,n) = (w, dn).

Da w und 7 beliebig waren, folgt die zweite Behauptung. O

Um vom Spektrum von F o% (im Fall, dass M kompakt ist) als Menge von
Eigenwerten mit zugehorigen Vielfachheiten sprechen zu kénnen, fiihren
wir das Konzept einer gewichteten Menge ein.

Definition 2.12.
1. Eine gewichtete Menge ist eine Funktion W : C — Nj.

2. Falls W einen abzdhlbaren Triager supp(W) := {z € C | W(z) # 0} =
{2; | ¢ € N} hat, schreiben wir

W= {(z1, W(21)), (22, W(22)), ...}
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bzw.
Wo={z1,...,21,22, .-+, 22, .- }W-
—_— —

W (z1)-mal W (z2)-mal

3. Seien W und W’ gewichtete Mengen, dann sei ihre gewichtete Verei-
nigung W U W' wie folgt definiert:

(WU W) (2) :=W(z) + W(z)
fiir alle z € C.
4. AuRerdem fiihren wir fiir m, m’ € Ny folgende Notation ein:

WU W= WU UWUW Y- YW

’

m -mal m’ -mal
Fiir m = 1 oder m’ = 1 lassen wir den Index meist weg.

5. Die Differenz von W und W' ist die gewichtete Menge W\W’, welche
durch
(WAW')(2) := max{W (z) — W'(z),0}

fiir alle z € C definiert ist.

6. Das Minimum einer gewichteten Menge W mit dem Trager supp(W) <
R legen wir durch min(W) := min(supp(W)) fest.

7. Fiir r € R* sei rW(z) := W(Z) fiir alle z € C.

Bemerkung 2.13. Anders als in gewohnlichen Mengen kénnen in gewich-
teten Mengen Elemente mehrfach auftreten.

Definition 2.14. Seien «, 5 > 0 und M kompakt.
1. Wir bezeichnen mit
Eig(FJ5, A) := {we Q' (M) | FMw = Aw}
den Eigenraum von F O% zum Eigenwert .

2. Das Spektrum von F o% ist die gewichtete Menge

Spek(F2}) := dim(Eig(F2%,)).

[

Fiir zweidimensionale orientierbare riemannsche Mannigfaltigkeiten M sind
die Spektren von F % und F [%, wie wir im Folgenden zeigen werden, iden-

tisch.
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Definition 2.15. Sei M orientiert und vol,; die kanonische riemannsche
Volumenform auf M. Dann nennt man die fiir alle 0 < k < n durch

w A x0 = {w,oyvoly,
fiir alle w, o € QF(M) gegebene eindeutige lineare Abbildung
w0 QF (M) — Q"7F (M)
den Hodge-Stern-Operator.

Bemerkung 2.16. In [Jdn03, S. 220-225] kann man die folgenden Aussa-
gen nachlesen:

1. Man kann zeigen, dass tatsdchlich solch eine lineare Abbildung * exis-
tiert und dass diese eindeutig ist.

2. Fiir alle w € QF(M) ist

% %W = (—1)k(n_k)w.

3. Auf orientierbaren Mannigfaltigkeiten M konnen wir fiir 0 < k < n
das Kodifferential & : Q"%(M) — Q*~*~1(M) nun auch mittels des
Hodge-Stern-Operators ausdriicken:

0= (—1)k+1 wd L.

Proposition 2.17. Seien o, 8 > 0 und M eine zweidimensionale orien-
tierbare riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann stimmen die Spektren von F, O%

und Fé\i tberein.
Beweis. Sei zunéchst n € N beliebig. Fiir 0 < k& < n schreiben wir #; :=
*‘Qk(M). Es gilt wegen
snorre = (—1)F Pidge (5)
und
§= (=) gy it (6)

fiir alle 0 < k < n, dass

—
a3

w0k )y = O D O D L A Y

(_1)(2k+1)(n—k)—l~c—1 *T_Lik‘ 5*717](571

(1)L e,y (7)

(g) (71)n71+n7kd

_ (—1)k+ld.
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Folglich ist
spd Onpt = (—1)R6 s, 0xpt D (—1)%k5d = 5d
——
O 1ykox,
und
wd det = (1R 5t 0D (C1)20 D s = g,
——
Cnrtagty
Insgesamt ergibt sich
s (add + Bod)+t = add + Bdo.

Sei nun n = 2 wie vorausgesetzt. Dann ist #; eine bijektive Selbstabbildung
von Q!(M). Wir haben also gezeigt, dass

M, —1 M
*1Faﬁ*1 :Fﬁa.

Sei nun w € Eig(Fo%7 A). Dann ist

Fé\i *] W = *1F(%w =% W = A % W,

d.h., 1w € Eig(F5%, ). Ist umgekehrt 1) € Eig(F32, X) < Q' (M), so gibt es
ein w € QY (M) mit n = *;w und es gilt

*1F(%w = *1F(% . n= Fé\in = = A% w = #  w.

Daher ist
Fo%w = \w

und somit w € Eig(F O%,/\). Wir haben insgesamt also gezeigt, dass die
Abbildung
x1 : Big(F2%, A) — Eig(Fjh, )

bijektiv ist und demzufolge

Spek(F5) = Spek(Fj). O
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