Kapitel 2

Mathematische Beschreibung des Zweirades

2.1 Stand der Technik und Vorgehensweise

Das kinematische und kinetische Verhalten des Systems Zweirad, sei es in Form
des Fahrrades als auch als Motorrad, wird bereits seit iiber einem Jahrhundert un-
tersucht. Ein 2007 veroffentlichter Artikel einer Gruppe bekannter Forscher der
Zweiraddynamik [19] bietet einen sehr guten Uberblick iiber wissenschaftliche
Arbeiten und Artikel, welche bis zu diesem Zeitpunkt erschienen sind, und dient
als Grundlage der folgenden Chronik. So wurde die erste international anerkann-
te mathematische Analyse des Zweirades 1899 von Whipple [20] veroffentlicht.
Das dort verwendete 4-Korper-Modell, inzwischen hidufig als Whipple-Modell be-
zeichnet, dient bis heute als Grundlage analytischer Betrachtungen und wird auch
in dieser Arbeit genutzt. In etwa zeitgleich, aber unabhédngig von Whipple, ver-
offentlichte Carvallo eine dhnliche Arbeit [21], in welcher allerdings Masse und
Tragheitsmomente der Lenkerbaugruppe vernachlissigt wurden. Dennoch orien-
tiert man sich bis heute an den von ihm gegebenen Hinweisen bzgl. der Vorder-
radaufhingung, wonach die Lenkachse unterhalb der Frontachse zwischen Rad-
aufthingung und Bodenkontaktpunkt verlaufen soll. Dies wird mittels einer um die
Kropfung nach vorn gebogenen Vorderradgabel realisiert (sieche Abschnitt 2.4 und
Abbildung 2.4 links). In den darauf folgenden Jahrzehnten wurden die Arbeiten
beider Autoren haufig tiberpriift, variiert oder ab den 70er Jahren auch numerisch
simuliert, ohne das dabei nennenswerte neue Erkenntnisse erlangt wurden. Zudem

gab es fehlerhafte Schlussfolgerungen, wie die 1910 von Noether getroffene Aus-

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2016
E. Bombach, Traktionskonzept fiir ein Lastenfahrrad,
DOI 10.1007/978-3-658-16408-9_2



4 2 Mathematische Beschreibung des Zweirades

sage, ein Fahrrad kann ohne Kreiseleffekte nie selbststabil sein [22]. Diese Aus-
sage wurde 1970 von Johnes [23] angezweifelt, welcher im praktischen Versuch
die gyroskopischen Momente mittels eines gegendrehenden Rades eliminierte und
trotzdem freihidndig fahren konnte, wenn auch nur mit Miihe. Johnes experimen-
tierte zudem mit dem Nachlauf am Vorderrad und stellte fest, dass ein Fahrrad mit
Vorlauf unfahrbar ist. Dennoch gelang es 2011 einer holldndischen Forschergruppe
[5] ein Einspurfahrzeug zu modellieren und zu konstruieren, welches weder gyro-
skopische Momente noch Nachlauf zur Selbststabilisierung verwendet, sondern
aufgrund einer ausgekliigelten Massenverteilung stabil bleibt. So entstand iiber
die Jahre ein verworrenes Bild iiber die Physik des Fahrradfahrens, welches von
Widerspriichen und Halbwahrheiten gepridgt war und bis heute nur in gewissen
Grenzen die Realitit beschreibt. Um die Ubernahme von Fehlern zu vermeiden
wird in dieser Arbeit ein von Grund auf eigenes Modell aufgebaut. Zudem wer-
den im Gegensatz zu den meisten bisherigen Untersuchungen die sich ergeben-
den Gleichungen nicht linearisiert, wodurch beispielsweise der meist als konstant
angenommene Nachlauf am Vorderrad eine Funktion von Lenk- und Kippwinkel
wird.

In den folgenden zwei Kapiteln werden die kinetischen Zusammenhinge des
Fahrrades hergeleitet. Ziel ist eine moglichst komplette, aber dennoch handhabba-
re, konsistente Beschreibung. Dazu sind einige Vereinfachungen zu akzeptieren,
deren Giiltigkeit und Folgen an der jeweiligen Stelle genauer diskutiert werden.
Am Ende dieses Abschnittes kann jedem Punkt am Fahrrad, sei es Schwerpunkt
oder jeder willkiirliche Effektorpunkt, ein eindeutiger Ortsvektor zugewiesen wer-
den. Dieser ist von den generalisierten Koordinaten, welche die Freiheitsgrade
des Systems widerspiegeln, abhingig. Mithilfe dieser Ortsvektoren konnen ab Ab-
schnitt 2.10 die auf das Fahrrad wirkenden Krifte und Momente beschrieben wer-
den, welche iiber die Lagrangeschen Gleichungen in Kapitel 3 in ein nichtlineares
Differenzialgleichungssystem iiberfithrt werden. Parallel wird eine symbolische
Berechnung in Matlab mitgefiihrt (vgl. Abschnitt 3.2). Das komplette Skript be-
findet sich in Anhang A. Die einzelnen Bestandteile des Gleichungssystems wer-
den in separate Module (subsystems) untergliedert. Dies hat neben einer besseren
Ubersicht unter anderem den Vorteil, dass einzelne Elemente der Gleichung, wie
Massenmatrix oder Kraftkomponenten, unabhingig voneinander in die Simulati-

on zu- oder weggeschaltet werden konnen. Folglich erscheint an keiner Stelle das
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komplett ausformulierte Gleichungssystem, sondern immer nur dessen Ausschnit-

te.

2.2 Modellbildung

Ein Fahrrad ist ein umfangreiches technisches Gebilde, welches in seiner Kom-
plexitit nur schwer beschreibbar ist. Daher sollen vorerst nur die wichtigsten fiir
die Fahrdynamik relevanten Baugruppen beachtet werden. Diese definieren sich
durch die Newtonsche Gleichung (Impulssatz) dadurch, dass sie eine Geschwin-
digkeit ungleich null besitzen und dabei eine nicht zu vernachlidssigende Masse in
sich vereinen. Zudem werden Elemente, welche eine relevante Fithrungswirkung
ausiiben, mit betrachtet. Anhand dieser Uberlegung ergibt sich folgende Untertei-
lung (siehe auch Abb. 2.1), welche sich in den meisten Fahrradbauarten wie auch

dem Lastenfahrrad wiederfindet:

* Rahmen, inklusive starr angebundenem Fahrer und Lasten
* Lenkerbaugruppe und Vorderradgabel
* Vorderrad

e Hinterrad

Die starre Anbindung des Fahrers ist eine notwendige Vereinfachung und resultiert
aus der nur schwer abschitzbaren Gewichtsverlagerung der Fahrers in Abhingig-

keit der Fahrsituation. Der Modellansatz wurde bereits von Whipple genutzt [20].

2.3 Koordinatensysteme

Die Koordinatensysteme bilden die Grundlage fiir eine analytische Betrachtung

des Mehrkorpersystems (MKS) und vereinfachen dessen Handhabung erheblich.
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Abb. 2.1 Mehrkorpersystem Fahrrad bestehend aus Rédern (blau), Rahmen (schwarz) und Len-
ker (orange) mit jeweiligen Schwerpunkten und Freiheitsgraden x (Kippwinkel, links ist positiv),
¢ (Lenkwinkel, links ist positiv) und zuriickgelegter Fahrstrecke x

Yo Xo

Abb. 2.2 Genutzte Koordinatensysteme
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Inertialsystem /y:

Basis ist das bodenfeste und unbewegte Inertialsystem Iy (Abb. 2.2), dessen Ur-
sprung im Aufstandspunkt des Hinterrades Py zum Zeitpunkt ¢ = O liegt. Die zo-
Achse steht normal zum Untergrund. Die xo-Achse verlduft in der Rahmenebene
und schneidet damit immer den hinteren Aufstandspunkt Py und den Punkt P4
(Schnittpunkt der Lenkachse mit dem Boden). Nach dieser Definition kann das
Fahrrad im Modell nur eine gerade Fahrbahn zuriicklegen, da es immer an die x,-
Achse gebunden ist. Dies ist fiir die Modellierung allerdings vollig ausreichend.
Alle auftretenden Kurvenkrifte werden beriicksichtigt und der Fahrverlauf ldsst
sich durch eine Betrachtung des Lenkwinkels iiber der Zeit berechnen. Durch diese
Herangehensweise kann ein Freiheitsgrad (yg-Position) eliminiert werden, womit

ein holonomes System erreicht wird.

Aufstandspunktsystem I;:

Der Ursprung des KSYS 7y (Index H fiir Hinterrad) liegt im Kontaktpunkt des Hin-
terrades zur Fahrbahn. Zum Zeitpunkt # = 0 ist das Aufstandspunktsystem iden-
tisch mit dem Inertialsystem, zu allen anderen Zeitpunkten um x an der xo Achse
verschoben. Es wird nicht verdreht, die zz-Achse liegt also immer normal zum

Untergrund.

Rahmensystem /;:

Im Schwerpunkt des Rahmens (inklusive Fahrer und Lasten) liegt das rahmenfeste
KSYS I;. Die Achsenausrichtung ist fiir das labile Gleichgewicht des Fahrrades
(x = ¢ = 0) identisch zu Iy, sonst abhingig vom Kippwinkel k.

Zwischensystem /,:

Der Kontaktpunkt zwischen Rahmen und Lenker wird durch den Punkt P4 mar-
kiert. Dies kann ein willkiirlicher Punkt auf der Lenkachse sein, hier ist er der

Schnittpunkt mit dem Oberrohr. In diesem Punkt sitzt das KSYS I, welches eben-
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falls rahmenfest ist und immer die gleiche y-Achsenausrichtung wie /1 aufweist.
Es ist an y; um den Steuerkopfwinkel 3 gedreht (exakt: um —(90° — f3)), sodass
die zo-Achse in der Lenkachse liegt.

Lenkersystem /5:

Im selben Punkt P4 liegt das KSYS 5. Es ist lenkerfest (zo = z3) und gegeniiber I»
um den Winkel ¢ an der z5-Achse gedreht.

Hinterradsystem /,:

In der Radnabe des Hinterrades liegt das nicht mitdrehende Hinterradsystem Iy.

Wie das Rahmensystem ist seine Lage und Verdrehung vom Kippwinkel k abhén-
gig.
Vorderradsystem /s:

Das Vorderradsystem /s liegt in der Radnabe des Vorderrades. Es hat die gleiche

Achsenausrichtung wie das Lenkersystem I3.

2.4 Koordinatentransformation

2.4.1 Transformationsmatrizen

Mittels homogener Transformationsmatrizen kann ein Ortsvektor rp in ein anderes
Koordinatensystem iiberfiihrt werden. Eine Transformationsmatrix baut sich dabei
nach folgendem Schema auf:

a 000 1

0 Rotationsmatrix Translationsvektor OiR (0)X0i
= 000 1 - 1)
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Die 3x3 Rotationsmatrix wird aufgestellt, der 3x1 Translationsvektor ist der Orts-
vektor zwischen den beiden Koordinatenurspriingen. Die untere Zeile setzt sich
zusammen aus 0 0 0 und einem Mafstabsfaktor (in dieser Arbeit immer 1). So er-
hilt man eine quadratische 4x4 Transformationsmatrix, welche bequem mit einer

anderen multipliziert werden kann.

]()—)[H:

Das Aufstandspunktsystem ist gegeniiber dem Inertialsystem um den Vektor

(0)For = (x,0, 0)7 verschoben. Es folgt die Transformationsmatrix

100x
0100

T = 22

= 10010 22)

0001

Iy — Ii:

Das rahmenfeste Koordinatensystem /; ist gegeniiber dem Inertialsystem je nach
Fahrsituation um mehrere Winkel verdreht. So erfolgt beim Kippen des Fahrrades
eine Drehung des /; um den Winkel k¥ um die x;-Achse. Zudem nickt der Rah-
men aufgrund der Vorderradgeometrie beim Einlenken leicht nach vorn, was sich
in einer Rotation um y bemerkbar macht. Dieser Effekt wird durch Kippen im
eingelenkten Zustand noch weiter verstirkt. Die Rotation liegt allerdings im Be-
reich von weniger als 1° und wird damit hier vernachlissigt. x; bleibt damit immer

parallel zu xy. Fiir die Rotationsmatrix von Iy zu I; gilt also

1 0 0
HIR, = 10 cosk sink (2.3)

0 —sink cosk

Der Schwerpunkt des Rahmens ist fiir ¢ = Kk =0 um I an der xy-Achse und hg
an der zy-Achse gegeniiber dem Aufstandspunktsystem verschoben (s. Abb. 2.3).
Beim Kippen teilt sich /g in eine y- und z-Komponente auf. Dabei ist wie bereits
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4
TH
<
hg
Ir
5
L

Abb. 2.3 Geometrieparameter

erwihnt hr eine Funktion des Lenkwinkels ¢ und des Kippwinkels x, der Rah-
menschwerpunkt senkt sich beim Einlenken in Abhingigkeit vom Kippwinkel ab.
Dies hat zur Folge, dass das Gesamtsystem im eingelenkten Zustand eine gerin-
gere potentielle Energie aufweist und somit diesen dynamisch instabilen Zustand

anstrebt. Fiir den Ortsvektor zu /1, angegeben in Iy, gilt damit

Ir
a1 = | hr(@,x)sink (2.4)
hr(@,K)cos K

und fiir die Transformationsmatrix nach Schema (2.1)

1 0 0 Ir

TH — 0 co.sK sink hg(@,x)sink 25)
0 —sink cosk hg(@,K)cosk
0 0 0 1

Zum Darstellen der Koordinaten im Inertialsystem werden die Transformations-

matrizen multipliziert.
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1 0 0 lR+x

0 cosx sink hg(@,x)sink

0 =T9TH = (2.6)

0 —sink cosk hg(@,K)cosk
0 0 0 1

Iy — Ip:

Das Zwischensystem 1 ist gegeniiber /; um den konstanten, bauartbedingten Win-
kel B — % (B ist Steuerkopfwinkel) verdreht sowie um den Ortsvektor mrie =
(In — Ig,0,hq — hg)T verschoben. Der Punkt P, senkt sich dhnlich wie der Rah-
menschwerpunkt, daher ist auch ig = f(@, k). Die Transformationsmatrix lautet

sinff 0 —cosf Iy —Ig
| 01 0 0
I = . 2.7
cosB O sinf ha(,x)—hr(9,x)
0 0 O 1

Gibt man die direkte Transformationsmatrix des Inertialsystems zu I, an, entfallt
hg.

s 0 —cosp Iy
0 = 707, = cos f3sink co.s K s.inﬁ sink ha(p,x)sink 28)
coskcosf3 —sink sinf cosk hg(Q,K)cosk
0 0 0 1

Iy — Ix:

Das KSYS I5 befindet sich ebenfalls in Punkt P4, daher ist der Ortsvektor ()23 =
(0,0,0)”. Es erfolgt nur eine Rotation um z mit dem Lenkwinkel @. Es ergibt sich

die Transformationsmatrix

cos® —sing 00

sing cos¢ 00 0 002
T§ = Y =TT 2.9
3 0 0 10 3 =113 (2.9)

0 0 01
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Ab diesem Punkt werden die Gleichungen zu lang, um sie in gedruckter Form

darzustellen. Daher sei auf das beiliegende Matlab-Skript verwiesen.

Iy — Iy:

Die Transformation zum Hinterradsystem verhélt sich dhnlich der zum Rahmen-

system. Es erfolgt eine Drehung um k und eine Verschiebung um den Hinterradra-

dius ry,.
1 0 0 X
0 cosk sink rysink
70 = , " (2.10)
0 —sink cosK r,Cos K
0 O 0 1
Io — Is:

Das KSYS Is hat die gleiche Ausrichtung wie das Lenkersystem, ist allerdings um

—hy an der z3-Achse und um B an der x3-Achse verschoben.

100 B
010 0
T3 = 0 — 7073 2.11
5 001 —h 5 345 ( )
000 1

2.4.2 Berechnung der Koordinaten des Punktes Py

Die Koordinate /4 ist eine Funktion des Fahr- und Kippwinkels. Dieser Effekt
ist nicht mit der offensichtlichen Verringerung der zo-Rahmenkoordinaten bei rei-
nem Kippen zu verwechseln, welche mit dem Translationsvektor in T20 (0)Paz =
ha cos k) eingebunden ist. Unter iy = f(k, @) ist vielmehr der Betrag des kiir-
zest moglichen Vektors vom Punkt von P4 zum Boden zu verstehen, welcher in
der Rahmenebene liegt. Deutlich wird dies in Abbildung 2.4: Im linken Bild sind
Kipp- und Lenkwinkel 0°, der Abstand der Radnabe zum Boden wird durch den
Radius r, definiert. Im rechten Bild ist der Lenker um 90° eingedreht, der Abstand
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ist zwar auch hier durch r, definiert, allerdings ist die Radebene nun um den Win-
kel 90° — B gedreht, wodurch die Radnabe nur noch die Hohe r, - cos(90° — 3)
aufweist. Wird nun zusitzlich der Kippwinkel variiert, wird der Zusammenhang

sehr kompliziert.

Tah

Abb. 2.4 Vorderradgeometrie aus Seitenansicht bei einem Kippwinkel k¥ = 0°. Links: Lenkwin-
kel ¢ = 0°. Rechts: ¢ =90°

Ursache hierfiir ist die Lenker- und Vorderradgeometrie, welche es zunéchst zu
untersuchen gilt. Abbildung 2.4 zeigt die fiir jedes Zweirad tibliche Vorderradgeo-
metrie. Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Lenkachse, welche im Punkt Pr4
die Fahrbahnebene schneidet. Der Punkt Py markiert den Aufstandspunkt des Vor-
derrades. Entgegen der weitldufigen Definition, dass der Radstand L der Abstand
der beiden Aufstandspunkte (Py,Py) ist, soll er in dieser Arbeit den konstanten
Abstand zwischen Aufstandspunkt des Hinterrades Py und Punkt Pr4 kennzeich-
nen (Abb. 2.3). Die Kropfung B der Vorderradgabel ist der Abstand des Radmit-
telpunktes zur Lenkachse. 3 ist der bereits erwiihnte konstante Steuerkopfwinkel.

Der lotrechte Abstand des Aufstandspunktes P, zur Lenkachse ist der Nachlauf
N = f(¢, ). Diese Funktion wurde von Zeller [3] analytisch hergeleitet.

K

\/ K2 +sin® B

N(o,x)=B—r, (2.12)
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mit
K =cos@cosff —tanksin@ (2.13)

Negative Vorzeichen fiir N bedeuten Nachlauf, der Radaufstandspunkt Py liegt in
hinter der Lenkachse, wie in Abbildung 2.3 und 2.4 dargestellt. Positive N kenn-
zeichnen Vorlauf.

Die Hohe hy4 ergibt sich aus der Bedingung, dass das Vorderrad in jeder Lenk-
und Kipplage auf der Fahrbahn aufsitzt. Rechnerisch bedeutet dies, dass der Punkt
Py im Inertialsystem die zp-Koordinate O haben muss. Es gilt

Py
By | _ o)A )14
0 3( 1 (2.14)
1

mit (3yrp, als Ortsvektor des Aufstandspunktes des Vorderrades im lenkerfesten
Iz Koordinatensystem. Dieser ergibt sich aus der vektoriellen Summe der Gabel-
lange Ay, dem Nachlauf und einer Strecke ! (in Abbildung 2.4 die Strecke auf der

Lenkachse zwischen deren Schnittpunkten mit B bzw. N).

0 N 0
@ra = 0 |+]0]|+ 0 (2.15)
—hy 0 —/r2=(B—N)?

Aus der dritten Zeile des Gleichungssystems (2.14) erhdlt man fiir k = ¢ = 0 nach

einigem Umstellen den auch in Abbildung 2.3 ablesbaren Zusammenhang
hao=hrsinf3 —Bcosf +r, (2.16)

Fiir den vom Lenk- und Kippwinkel abhingigen Teil ergibt sich

Ahy(x, @) = NK —sin B \/ry2 — (B—N)* —Bcosp +r, (2.17)

Werden fahrradiibliche Parameter eingesetzt (r, = 0.33m,B =0.06m, § = 75°)
betrédgt die Absenkung des Punktes P4 mit Lenk- und Kippwinkeln im Bereich von
420° weniger als 1 cm. Da selbst bei Radrennen kaum solche Kippwinkel erreicht
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werden, und auch dann die Hohendifferenz minimal bleibt, wird 4, im weiteren
Verlauf als konstant angenommen. Es wird die in Gleichung (2.16) aufgestellte

Beschreibung des Punktes /4 ¢ genutzt.

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

| : z , : 0,01
P@ : _W"H"‘H 0 — =
< E I I \

. -0,01
-0,02
-0,03
-0,04
-0,05
-0,06

Ah,

Lenkwinkel ¢

Abb. 2.5 hy (in m) als Funktion des Lenkwinkels ¢ mit verschiedenen konstanten Kippwinkeln
K

Dasselbe gilt auch fiir die Schwerpunkthohe des Rahmens hg. Da die bei der
Absenkung beider KSYS (/; und 1) beteiligte Drehachse die Hinterradachse ist,
stehen die Anderungen der Hohenkoordinaten im festen Zusammenhang

!
Ahg = Ay 2 (2.18)
Ia

Wie hy ergibt sich auch der Parameter /4 aus anderen Geometrieparametern. Am
einfachsten kann man ihn anhand des Radstandes definieren. Aus Abbildung 2.3
lasst sich leicht ablesen

tanf3 = (2.19)

L—1Iy
Mit Gleichung (2.16) ergibt sich

ry —Bcosf

Iy =L—hpcosf — anp

(2.20)
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2.5 Ortsvektoren

Mithilfe der Koordinatentransformation kénnen nun die Ortsvektoren im Inerti-
alsystem angegeben werden. Exemplarisch wird der Ortsvektor des Rahmens be-
rechnet, da ein Grofteil der tibrigen Gleichungen fiir eine Darstellung an dieser

Stelle zu umfangreich ist.

Ig +x
hg sink

_ | TRem 2.21)
hg cosk

1

(0)TR = T10<1)1‘R =17

- o O O

Zur Verwendung von Jacobimatrizen miissen zuvor die generalisierten Koordina-
ten festgelegt werden. Diese spiegeln die Freiheitsgrade des Systems wieder und
sind im Modell der Kippwinkel k (positiv bei kippen nach links), der Lenkwinkel
¢ (positiv bei lenken nach links) und der zuriickgelegte Weg x.

(2.22)

=
I

= S A
=
I

= S A
=
I

= S A

Die Jacobimatrix entsteht durch Ableiten des Ortsvektors nach den generalisierten
Koordinaten. In Matlab steht hierfiir auch die Funktion jacobian(r,q) zur Verfii-

gung. Fiir den Rahmen wird errechnet

0 01
Jr=| hgcosx 00 0rrR=Jrq (2.23)
—hgsink 00

2.6 Rotationsvektoren

Zusitzlich zu den translatorischen Jacobimatrizen miissen die rotatorischen Matri-
zen bestimmt werden. Diese ergeben sich aus den Rotationsvektoren der einzelnen
Korper, abgegeben im Inertialsystem. Als Beispiel wird das Hinterrad hergeleitet.

Dieses dreht sich im eigenen Koordinatensystem /4 um die y4-Achse, sowie im
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Inertialsystem um den Kippwinkel x.

0 —K —K
(O)Tror.R =%R i +1 o0 | = é cos K (2.24)
0 0 — 2 sink
rH
-10 O
Jrot,R = 00 % (225)
0 0 s

Alle weiteren Jacobimatrizen konnen dem beiliegendem Matlab-Skript entnom-

men werden.

2.7 Kreisfahrt

w
L y
q
M
S5
e}
X
z
M H "M,s MV
« \ Vy
Py
‘ - .

Abb. 2.6 Fahrrad mit eingeschlagenem Lenker in Draufsicht
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Zur spiteren Bestimmung der Zentripetalkraft ist die Untersuchung der bei
der Kreisfahrt auftretenden geometrischen Abhéngigkeiten erforderlich. Abbil-
dung 2.6 veranschaulicht die Position wichtiger Punkte beim Lenken. Das Auf-
standspunktsystem befindet sich geméfl Abbildung 2.2 im Aufstandspunkt Py des
Hinterrades. Der Lenkachsenschnittpunkt mit dem Boden (Pr4) liegt bei den Ko-
ordinaten (g)rp,, = (L,0,0)T. Der Aufstandspunkt des Vorderrades lésst sich in
Abhingigkeit von Lenk- und Kippwinkel aus Gleichung (2.14) errechnen. Die Ver-
bindungslinie Py Pr4 (=auf Fahrbahn projizierter Nachlauf) gibt bei schlupffreier
Bewegung die Fahrrichtung des Vorderrades an, welche durch den Fahrwinkel o

beschrieben wird. Dessen Berechnung kann tiber den Zusammenhang

LA
0P,

tand = (2.26)

erfolgen und fiihrt letztendlich auf die auch von Zeller [3] gefundene Gleichung

0 = arctan ( tan ¢ sin ) 2.27)

cos kK —cos 3 sin K'tan @

Der projizierte Nachlauf ist im Vergleich zu den anderen Strecken der Skizze ver-
nachlidssigbar klein, so dass zur weiteren Betrachtung der Punkt Py in Pr4 gelegt
werden kann. Aus den sich nun ergebenden Dreiecken lassen sich leicht die geo-

metrischen Zusammenhénge ablesen:

L
™My = — (2.28)
sin 0
L
= 2.29
MH tand ( )
2
L
= 2 2
Ms (tan5> +15 (2.30)

Da zum Beschreiben einer Rechtskurve negative Radien notwendig sind, kann
Gleichung (2.30) nicht verwendet werden. Eine alternative Berechnung findet sich

mittels Verwendung des Winkels .

2.31)
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Mit 5 ;
tan og R
== 2.32
tan & L ( )
ergibt sich
Ig
.S (2.33)

o sin(arctan(/g/Ltand))
Da zu jedem Zeitpunkt die Winkelgeschwindigkeit @ aller Fahrradbauteile kon-
stant ist, kann tiber die Beziehung v = @r die jeweilige korpereigene Bahnge-
schwindigkeit bestimmt werden. So konnen die Geschwindigkeiten der beiden Ri-

der in eine holonome Abhingigkeit gebracht werden:

(2.34)

™S _ g tan &
M.H 3 sin(arctan(lg/Ltan §))

Vs =vg (2.35)

Laut getroffener Definition ist die Fahrgeschwindigkeit des Fahrrades x die Ge-
schwindigkeit des Hinterrades vg.

2.8 Gelenktes Fahren

Ein Zweirad ist naturgemil ein instabiles System. Es ist bestrebt, seine innewoh-
nende potentielle Energie zu minimieren. Dies wird durch die Verringerung der
Hohenkoordinaten erreicht, das Fahrrad kippt um. Die praktische Erfahrung zeigt,
dass es dennoch moglich ist, sich auf einem Zweirad aufrecht fortzubewegen.
Grund dafiir ist hauptsdchlich die Zentrifugalkraft. Sie entsteht durch die Trigheit
des Fahrrades beim Durchfahren einer Kurve. Sie wirkt auf jeden Schwerpunkt

mit der Masse m aus Richtung Kreismittelpunkt mit dem Betrag
Fy = m*r (2.36)

Ist ein bewegtes Fahrrad nach links gekippt und durchfihrt dabei eine Linkskurve,
wirkt die Zentrifugalkraft dem Kippen entgegen. In stabiler Kurvenfahrt gilt

F Fg
sink  cosk

(2.37)
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W2
K = arctan —X— (2.38)
8Tm,s

Fiir jede Fahrgeschwindigkeit vg kann in Abhiingigkeit vom Kurvenradius ry s ein
stabiler Fahrzustand mit dem Kippwinkel k erreicht werden. So kann ein Fahrrad-
fahrer mit etwas Ubung prinzipiell jedes Zweirad steuern: droht es nach links zu
kippen, stellt er die korrekte Lenkerstellung nach links ein, vice versa. Hier wird
klar, dass es mit einem Zweirad unmdglich ist, eine gerade Strecke zuriickzulegen.

Dies wird insbesondere beim Betrachten von Fahrradspuren im Winter deutlich.

2.9 Freihindig Fahren

Beim ungesteuerten Fahren ist der zugrunde liegende physikalische Zusammen-
hang derselbe: zu jedem Kippwinkel gibt es einen korrespondierenden Lenkwin-
kel, welcher eine stabile Kurvenfahrt ermoglicht. Allerdings ist ein Fahrrad auch
ohne Steuerung durch einen Fahrer in der Lage, selbsttiitig den korrekten Lenker-
winkel zu regeln. Dieser Vorgang nennt sich Selbststabilisierung. Bestand noch bis
vor wenigen Jahren die weitldufige Meinung, dass nur ein Zusammenspiel gyro-
skopischer Effekte und Nachlauf ein Fahrrad stabilisieren, ist es einer Gruppe von
Physikern und Konstrukteuren gelungen, ein stabiles Zweirad unter Ausschluss
beider Effekte zu entwickeln [5]. Stabilisierend wirkt hier der weit vorn ange-
ordnete Rahmenschwerpunkt. Es sind also eine Vielzahl Parameter, die das Fahr-
verhalten beeinflussen. Im weiteren Verlauf soll versucht werden, die wichtigsten
angreifenden Krifte und Momente zu benennen, rechnerisch zu erfassen und im

Modell zu integrieren.

2.10 Konservative Kriifte

Man unterteilt in konservative und nichtkonservative Krifte. Erstere verrichten
langs einer geschlossener Bahnkurve keine Arbeit. Hierzu gehoren in mechani-
schen Systemen hauptséchlich potentielle Lagekrifte (Gewichtskraft) und Feder-

krifte. Da im betrachteten MKS von ideal starrem Materialverhalten ausgegan-
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gen wird, treten keine Federkrifte auf. Um auch Anstiege und Gefille simulie-
ren zu konnen, wird ein Steigungswinkel o eingefiihrt, um den die angreifenden
Gewichtskrifte rotiert werden. Damit wirkt ein Teil der Gewichtskraft als Han-
gabtriebskraft. Im folgenden wird ausfiihrlich die Berechnung der Gewichtskraft
fiir den Rahmen gezeigt. Alle anderen Gewichtskrifte werden nach der gleichen
Vorgehensweise ermittelt und sind dem Matlab-Skript zu entnehmen. Im ersten
Schritt werden die Anteile der Krifte im mitbewegten Rahmensystem ermittelt.
Im aufrechten Zustand wirkt die komplette Gewichtskraft entgegen der z;-Achse.
In diesem Fall existiert fiir das Fahrrad kein Kippmoment und es steht im labilen
Gleichgewicht. Jede seitliche Stérung bringt es zum Kippen.

0
(1) FG.Ratmen(K = =0) = 0 (2.39)

—g mg

Nun wird der Anstieg « eingearbeitet. Ein positives & soll einen Anstieg beschrei-

ben, die Hangabtriebskraft wirkt also entgegen der xj-Achse.

cosax 0 sina 0 —g mp Sino
(I)FG,Rahmen(K = O, (1) = 0 1 0 0 = 0
—sina 0 cosa —g mp —g MR COS Q%
(2.40)

Wird nun der Kippwinkel k involviert, teilt sich die z;-Komponente auf.

1 0 0 —g mg sinQ —sino
(I)FQRahmm(K,a) = [0 cosk —sink 0 =gmp | cosasink
0 sink cosk —g mg cosQ —COoS O COS K
241

Der Kraftvektor muss nun in das Inertialsystem iiberfiihrt werden. Dafiir kann die

bereits ermittelte Rotationsmatrix (2.3) genutzt werden.

1 0 0 —sinQ
(0) FG,Ruhmen(Ka a) = |0 cosk sink (I)FG,Ruh)nen(Ka (X) = g mp 0
0 —sink cosk —cosa

(2.42)
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Im Ergebnis erkennt man die klassische Aufteilung einer Gewichtskraft in eine
Normalkraft und eine Hangabtriebskraft. Um eine generalisierte Kraft zu erhalten,
wird im letzten Schritt die Transponierte der Jacobimatrix des Kraftangriffspunk-
tes (=Schwerpunkt des Rahmens, Gleichung (2.23)) mit dem Kraftvektor (2.42)
multipliziert. Dieser Ausdruck kann spiter direkt in die Bewegungsgleichungen

iibernommen werden.

T
0 01 —g mpsinQ hgrcososink
QF(;,Rahmen = | hgcosk 00 0 =g mp 0
—hgsink 00 —g MRCOS & —sinQ
(2.43)

Die einzelnen Vektoren spiegeln dabei Krifte bzw. Momente wider, welche eine
Anderung der jeweiligen generalisierten Koordinate hervorrufen. Festgelegt durch
die Reihenfolge der Freiheitsgrade in q (Gl. 2.22) steht die erste Zeile fiir den
Kippwinkel x, die zweite fiir den Lenkwinkel ¢ und die dritte fiir die Wegkoordi-
nate x. So bewirkt ein positiver Kippwinkel (positiv = links) in Gleichung (2.43)
ein Drehmoment, welches den Kippwinkel weiter erhoht. Ein positiver Steigungs-
winkel o bewirkt eine Kraft entgegen der Fahrtrichtung und damit eine Verringe-

rung der Fahrgeschwindigkeit.

2.11 Nichtkonservative Krifte

2.11.1 Zentrifugalkraft

Neben den Gewichtskriften gibt es eine Reihe weiterer Krifte, die das Fahrverhal-
ten eines Zweirades beeinflussen. Wie bereits erwéhnt, ist die wichtigste wohl die
Zentrifugalkraft, da sie ein Umkippen verhindert und das Fahren iiberhaupt erst
ermoglicht. Die Berechnungsvorschrift wurde in Gleichung (2.36) bereits einge-
filhrt. @ ist die Kurvenwinkelgeschwindigkeit und ergibt sich aus der Hinterrad-

geschwindigkeit X und dem Kurvenradius ry g zu

tan
L

(2.44)

0=x
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Mit dem Kurvenradius des Rahmenschwerpunktes (Gleichung (2.33)) ergibt sich

fiir die Zentrifugalkraft des Rahmens, angegeben im Inertialsystem,

sin 6R

I
2R cosdr (2.45)

sin O

(O)FZentri fugal Rahmen = MR @

0 und &g sind dabei Funktionen von x und ¢ (Gl. (2.27), (2.32)). Wie die Ge-
wichtskréfte werden auch die Zentrifugalkrifte generalisiert weiterverarbeitet. Da-
zu wird wieder die Transponierte der Jacobimatrix des Kraftangriffspunktes mit

dem Kraftvektor multipliziert.

T
QZentrifugal,Rahmen = JR (0) FZentrifugal,Rahmen (246)

2.11.2 Kontaktkraft am Vorderrad

Abb. 2.7 Krifte am vorderen Aufstandspunkt Py. Normalkrifte (Pfeil nach oben), Langskrifte
(Pfeil nach rechts), Querkrifte (Pfeil nach links oben)

Eine weitere fiir die Fahrdynamik relevante Kraft ist die Kontaktkraft am Auf-
standspunkt des Vorderrades Py (Abb. 2.7). Diese bildet iiber den Nachlauf als
Hebel ein Drehmoment auf die Lenkachse und wirkt damit direkt auf die Len-

kerstellung und die Fahrdynamik. In Gleichung (2.47) sind die Komponenten in
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einem Aufstandspunkt-eigenem KSYS dargestellt:

F Laengs
(PV)FK()nmkt,vvm = FQuer (2.47)

FNarmal

Abb. 2.8 Berechnungsmodell der Normalaufstandskrifte. Normalgewichtskrifte F, (Pfeile nach
unten), resultierende ,,Nickkraft* F, (Pfeile nach links)

Normalkraft

Es ist zweckmifig mit der Berechnung der Normalkraft zu beginnen. Sie ist die
Gegenkraft zur Gewichtskraft, abziiglich der Hangabtriebskraft, und verteilt sich
je nach Schwerpunktpositionen auf Vorder- und Hinterrad (Abb. 2.8). Zusitzlich
steigt bei Anstiegen und Beschleunigungen die Normalkraft am Hinterrad und die
des Vorderrades sinkt. Dies wird mittels der roten Pfeile (Pfeile nach links) in
Abbildung 2.8 verdeutlicht, welche die Resultierende aus Hangabtriebskraft und
Tragheitskraft darstellen. Diese Kraft ist auch verantwortlich fiir die Nickbewe-
gung (Einfedern der vorderen Aufhéngung) eines Fahrzeuges beim Bremsen.

Ev = FG,Normal =mgcosq (2.48)
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Fy = Frang — Frraeg = mgsina + mi (2.49)

Die Aufstandkraft des Vorderrades erhélt man nun durch die Bildung einer Dreh-
momentenbilanz z.B. um den hinteren Aufstandspunkt.

4 . -}
cosa Y. ml;—(gsina T mih;
FNormal,vorn = & Zl_l miti (i +x) Zz_l min; (250)

i bezeichnet die einzelnen Schwerpunkte der vier Korper, m; ihre Massen und /;
bzw. h; ihren jeweiligen Lings- bzw. Hohenabstand vom hinteren Aufstandspunkt.
Die Normalaufstandskraft hat nur eine z Komponente, wodurch sie direkt im Iner-

tialsystem angegeben werden kann.

0
(O)FNormal,vorn = 0 2.51)

F Normal ,vorn

Lingskraft

Die Langskraft setzt sich aus einer antreibenden Kraft aus beispielsweise einem
Frontmotor und einer abbremsenden Rollreibungskraft mit dem Rollreibungskoef-
fizienten ¢,y zusammen. Die antreibende Kraft kann mit negativem Vorzeichen
auch als Bremskraft genutzt werden. Da spiter das Motormoment einen Ein-
gangsparameter des Modells darstellen soll, wird die Antriebskraft als Moment

angegeben.
Mw)rn

rv

FLaengs,vom = - Cr,VFNormal,vorn (252)

Zur Uberfiihrung der Kraft ins Inertialsystem muss sie um den Fahrwinkel & an

der z-Achse rotiert werden.

cosd —sind 0| [ Fraengsvorn
(0) FLaengs_’vorn = |sind cosd O 0 (253)
0 0 1 0
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Querkraft

Die Querkraft ist die Gegenkraft zur Zentrifugalkraft und wird als Zentripetalkraft
bezeichnet. Sie berechnet sich dhnlich der Normalkraft aus den Zentrifugalkriften
und deren Angriffspunkten. Zu beachten sind die Lingskomponenten der Zentri-
fugalkrifte, welche hier als Bremskraft wirken. Der yo-Anteil auf das Vorderrad
berechnet sich aus der anteiligen Summe der Queranteile der Zentrifugalkrifte
(z.B. fiir den Rahmen Gleichung (2.45)) nach

Z?:l FZentrifugal,i,y li
FZentripetul,w)rn,quer = L (254)

Die xo-Anteil ist die Summe der Lingsanteile der Zentrifugalkrifte.

4
FZentripetal,varn,laengs = Z FZentrifugal,i,x (255)
i=1

Damit ist direkt der Kraftvektor im Inertialsystem gegeben. Da hier die Gegen-
krifte angreifen, muss ein negatives Vorzeichen gesetzt werden.

_FZentripetal.,vom,laengs

(O)FZentripetal,Vorn = _FZemripetal,vom,quer (2.56)
0

Generalisierte Kraft
Die Kontaktkraft wird wie jede andere Kraft generalisiert.

FLaengs,vorn cosd — FZentripetal,vorn,laengs
—_qr :
QK{)makt,Vorn =Jpy FLaengsAvorn sind — FZenlripetal.vom,quer (2.57)

F Normal ,vorn
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2.11.3 Kontaktkraft am Hinterrad

Fiir den Kontaktpunkt des Hinterrades sind nur Krifte in Lingsrichtung inter-
essant. Diese werden in Analogie zu Gleichung (2.52) mit

M hinten

- cr,HFNormaLhinten (2.58)
I

FLaengs,hinten =

berechnet. Die hierzu notwendige Normalkraft kann iiber folgende Beziehung be-
rechnet werden:

FNorm,hinten = FNorm,gesamt - FN()rm,vnrn = gCos a(mV +mrp+mp+ mH) - FN()rm,vom
(2.59)
Fiir die generalisierte Kraft gilt

FLaengs,hinten

QKnntakt,Hinten = JZ[ 0 (260)
0

2.11.4 Luftwiderstand

Wihrend der Bewegung wirkt auf jedes Fahrzeug der Stromungswiderstand der
Luft. Die Kraft wirkt der Fahrtrichtung entgegen und betrigt

! .
Frufi = 5Curzg Arzg p & 261)

Cw,Fg ist der Luftwiderstandsbeiwert des Systems, Ar, seine Frontalfliche, p die
Dichte der Luft und x die aktuelle Geschwindigkeit. Vereinfachend wird als Kraft-
angriffspunkt der Schwerpunkt des Hauptkorpers angenommen. Damit ergibt sich

als generalisierte Kraft

—%Cw,Fzg AFzg p *
Qi = Ji 0 (2.62)
0
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2.12 Gyroskopische Momente

Gyroskopische Momente treten bei rotierenden Korpern auf, deren Drehachse ei-
ner Anderung unterliegt. Rollt ein frei laufendes, einzelnes Rad auf einer ebenen
Flédche, beginnt das Rad zu prizessieren. Es lenkt in Richtung der Kippbewegung,
was wiederum zu einem Aufrichten fiihrt. Durch diese Ahnlichkeit zum Selbst-
stabilisierungsvorgang des Fahrrades wurde lange Zeit angenommen, dass der gy-
roskopische Effekt urséchlich fiir die Fahrbarkeit von Zweiradern ist. Tatsdchlich
nimmt er nur eine untergeordnete Rolle ein und hat eher schwingungsdimpfende

Wirkung.

Abb. 2.9 Vorderrad mit Koordinatensystem und Rotationsachsen

Rad ohne Motor

Abbildung 2.9 fasst die fiir die analytische Beschreibung notwendigen Gréfien am
Vorderrad zusammen. Es ergibt sich ein symmetrischer, gefiihrter Kreisel, wie er
z.B. in [24] analysiert wird. Unter Nutzung des radlagerfesten Koordinatensys-
tems I5 (sieche Abschnitt 2.3) liegt ein Hauptachsensystem vor, womit direkt der

Drallvektor angeschrieben werden kann.

—I, K sinf
LRaa = Iyy,v% (2.63)
IZZ,V((P +Kk COSﬁ)
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Aufgrund der Rotationssymmetrie ist I, , gleich I, ,. Die Rotation des Rades wird

von der Fithrungsbewegung der Fahrradgabel iiberlagert.

—K sinf3
op = 0 (2.64)
¢+ Kk cosf

Die daraus entstehenden Kreiselmomente ergeben sich nach [24] mit

¢+ K cosf
Mgad = Lgaa X OF = Iyy,vr% 0 (2.65)
K sinf3
Ein Kippen nach links (x > 0) bewirkt demnach ein positives Drehmoment an der
z5-Achse, ein Lenken nach links. Gleichzeitig bewirkt dieses Lenken (¢ > 0) ein
positives Moment in der x5-Achse, was einem Kippen nach rechts, also in Richtung
der Ausgangsposition, gleichkommt. Durch Multiplikation der Jacobimatrix der
Rotation fiir das Vorderrad mit der gefundenen Momentengleichung erhilt man

die im Modell genutzte generalisierte Gleichung.

Rad mit Direktliufer

Von besonderem Interesse ist der Effekt eines in der Vorderradnabe verbauten
Elektromotors, welcher die gleichen Bewegungen wie das Vorderrad durchliuft
und damit ebenso Kreiselmomente erzeugt. Die Berechnung erfolgt analog zum

Rad im selben radlagerfesten Koordinatensystem.

¢+ Kk cosf
Mbpirekimotor = LiDirektmotor X @OF = Iyy7M Oy Motor 0 (2.66)
K sinf3

Wyr. Motor 1St die mechanische Winkelgeschwindigkeit des Motors, welche beim
Direktldufer in Betrag und Drehsinn gleich der Raddrehzahl ist. Iy, ist das Trég-
heitsmoment des Laufers um seine Lingsachse bezogen auf den Schwerpunkt. Das

vom Vorderrad ausgehende Kreiselmoment betrigt bei Direktldufermotoren damit



30 2 Mathematische Beschreibung des Zweirades

¢+ K cosf
X
Mbpireks = Mpirekimotor + MRaq = (Iyy,M +1yy,v) 7 0 (2-67)
' K sinf3

Zusammengefasst wird beim Direktliufer das Trigheitsmoment des Rades mit
dem des Liufers addiert. Die Kreiselmomente werden also stirker, was zu einem
stabileren Fahrverhalten, aber auch zu einem erschwerten Lenken fiihrt.

IErsalz,Direkt = Lyyy +Iyy,M (2.68)

Rad mit Getriebemotor

Neben den relativ grolen Direktldufern haben sich auch mit einem Planetengetrie-
be verbundene Elektromotoren etabliert. Der Planetenradtréiger ist dabei blockiert,
so dass sich der Ladufer in einem dem Rad entgegengesetztem Drehsinn bewegt.
Mit zp00r als Getriebeiibersetzung gilt fiir die mechanische Drehzahl eines Ge-
triebenabenmotors damit

X

WM Motor = *ZM()torr* (2.69)
v

Das entstehende Kreiselmoment im radlagerfesten System ist
¢+ Kk cosf

X
MGgetriebemotor = — yy,M ZMotor? 0 (2.70)
v . .
K sinf3

womit fiir diesen Antriebstyp das komplette vom Rad ausgehende Kreiselmoment

(9 +Kk cosf
X
Mgetrieve = MGetriebemotor + MRaa = (Iyy,v — ZMotor Iyy.M ) 7 0
' K sinf3
@2.71)

betrigt.
Beim Getriebemotor wird das Produkt aus Laufertrigheitsmoment und Getrie-

beuntersetzung (iiblicherweise zjsor0 >> 1) vom Trigheitsmoment des Rades sub-
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trahiert, was die Selbststabilisierung des Fahrrades negativ beeinflusst.

IErsatz,Getriebe = Iyy.v — ZMotor Iyy.M (272)

Wird (zumoror Lyym) > Ly, fiihrt dies zu einer negativen Dampfung, also zu einem
Aufschwingen des Lenkers, was sich im Fahrverhalten sehr deutlich bemerkbar
machen wird und unter allen Umsténden vermieden werden sollte.

Das angegebene Ersatztragheitsmoment gilt nur zur Berechnung des Kreisel-
momentes des Vorderrades. Das der rotatorischen Beschleunigung entgegen wir-
kende Trigheitsmoment wird durch Addition der beiden Summanden ermittelt.

Neben Getriebemotoren mit Planetengetrieben gibt es auch Motoren mit zwei-
stufigem Getriebe, deren Léufer dieselbe Drehrichtung wie das Rad aufweist. Die-
se beinhalten zwar auch entgegengesetzt rotierende Zahnrédder, deren Anteil am
gesamten Trigheitsmoment allerdings vernachlédssigbar klein ist. Bei diesen Mo-
toren dndert sich der Operator der obigen Gleichung (2.72) und die beiden Sum-

manden werden nun aufaddiert.
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