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Zum gegenwidrtigen Zeitpunkt (2015) stellt das Eichprinzip die erfolgreichste Me-
thode dar, Wechselwirkungen zwischen den Elementarteilchen auf dem submikro-
skopischen Niveau zu erkldren. In Kap. 6 wurde das Noether-Theorem fiir globale,
innere Symmetrien diskutiert. Die Methode von Gell-Mann und Lévy (1960), die
von lokalen, infinitesimalen Transformationen Gebrauch macht, wurde lediglich
dazu verwendet, die Strome und deren Divergenzen auf effiziente Weise zu be-
stimmen. Das Eichprinzip basiert auf der Forderung nach Invarianz der Lagrange-
Dichte bzgl. lokaler Eichtransformationen. Zu diesem Zweck werden zusitzliche
Eichfelder eingefiihrt, deren Feldquanten die Wechselwirkungen zwischen den Ele-
mentarteilchen iiber den Austausch sog. intermedidrer Bosonen entstehen lassen.
Das bekannteste Beispiel einer Eichtheorie ist die Quantenelektrodynamik, die auf
der abelschen Gruppe U(1) basiert. Fiir den Fall einer abelschen Gruppe besitzen
die Eichfelder keine Selbstwechselwirkungen. Nicht-abelsche Theorien (z. B. die
Quantenchromodynamik) werden als Yang-Mills-Theorien bezeichnet und beinhal-
ten iiber die Wechselwirkung der Eichfelder mit den Materiefeldern hinaus auch
direkte Wechselwirkungen der Eichfelder untereinander. Als weiterfiihrende Lite-
ratur verweisen wir auf Abers und Lee (1973), Itzykson und Zuber (1980), Cheng
und Li (1984), Georgi (1984), O’Raifeartaigh (1986) und Weinberg (1996).
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7.1 Lokale Symmetrien
7.1.1 Quantenelektrodynamik

Die Formulierung der Quantenelektrodynamik (QED) in ihrer heutigen Form hat
ihren Ursprung in den bahnbrechenden Arbeiten von Heisenberg und Pauli (1929,
1930). Die QED liefert eine relativistische Beschreibung der fundamentalen Wech-
selwirkung von elektrisch geladenen Teilchen wie dem Elektron mit dem elek-
tromagnetischen Feld. Die Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen erfolgt
durch den Austausch sog. virtueller Photonen. Auf dem Weg zu einer konsistenten
Quantenfeldtheorie miissen im Fall der QED u. a. die beiden folgenden Probleme
gelost werden:

1. Eine kanonische Quantisierung des Viererpotenzials A, analog zu Anhang
A.4.2 ist ungeeignet, weil das zu A, konjugierte Impulsfeld verschwindet.

2. Bei der Berechnung physikalischer Observablen mithilfe der Stérungstheorie
treten jenseits der niedrigsten Ordnung Unendlichkeiten auf, die sich im Rah-
men eines Renormierungsprogramms systematisch identifizieren und eliminie-
ren lassen.

Eine Diskussion der Losung dieser Schwierigkeiten soll hier nicht erfolgen, sie wer-
den in den einschldgigen Quantenfeldtheoriebiichern ausfiihrlich behandelt [siehe
z.B. Bjorken und Drell (1965), Itzykson und Zuber (1980), Ryder (1985), Peskin
und Schroeder (1995), Weinberg (1995)].

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer Diskussion des gruppentheoreti-
schen Aspekts zufrieden geben und die Lagrange-Dichte der Quantenelektrodyna-
mik mithilfe des Eichprinzips ,,herleiten. Ausgangspunkt ist die Lagrange-Dichte
eines freien Elektrons,

Lo(W,9,¥) = V([ §—m)¥, (7.1)
die invariant bzgl. einer globalen U(1)-Transformation ist:
U(x) > ¥'(x) = e OW(x), U(x) > ¥'(x) = ¥(x)e'®, (7.2)

wobei ® € [0, 27] nicht von x abhéngt. Die Invarianz der Lagrange-Dichte sieht
man wie folgt:

WY > Wel% 0w = py,
——
=1
Uy, "W > We' @y, 0" (e OW) = Wel®e™ 9y, 040 = Uy, 0" 0.
Die globale U(1)-Invarianz der Lagrange-Dichte £, unter den Transformationen

gemil (7.2) wird auch als Invarianz bzgl. Eichtransformationen der ersten Art be-
zeichnet.
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Wir betrachten nun eine infinitesimale Transformation
U(x) > W(x) —ieW(x)
und benutzen den Trick von Gell-Mann und Lévy (1960) der Ersetzung € — €(x),
um den erhaltenen Strom zu identifizieren. Fiir die Anderung der Lagrange-Dichte
erhalten wir

8Ly = —i aue(x)i\f/(x)y“\ll(x) = aue(x)\il(x)y"\ll(x),

woraus sich mithilfe von (6.6a) die folgende erhaltene Viererstromdichte ergibt:

JH = = Upyhu, (7.3)

Dazu gehort der Ladungsoperator
0= /d3x ST, X)W, Y) -,

der die Anzahl der Elektronen minus der Anzahl der Positronen in einem Zustand
angibt. Hierbei bezeichnet ,,: :“ die Normalordnungsvorschrift aus (A.78). Mithilfe
der Quantisierung des Dirac-Feldes (sieche Anhang A.4.3) driicken wir den La-
dungsoperator durch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Elektronen
und Positronen aus (siche Aufgabe 7.1):

0= Z/(z Y2E(p )[bf(ﬁ)br(ﬁ)_d;(];)dr(ﬁ)].

Das Minuszeichen fiir den Beitrag der Antiteilchen ist mit der Normalordnungsvor-
schrift verkniipft. Insbesondere gilt

Qle(p.r)) = Qbf(p)I0) = ([Q.b{(P)] + b](5)0)I0) = e~ (p.r)),
Qle™(p.r)) = Qdf(p)|0) = —|e*(p.r)).

Dabei haben wir von

[0.b](5)] = bl (p), [0.d](p)] = —d](P)

und Q|0) = 0 Gebrauch gemacht.! Wir zeigen exemplarisch die erste Relation:

2 d3q
i . too AP A > i
0:61001= % [ G PHOND - @d@. )]

' Da Vernichtungsoperatoren den Grundzustand vernichten, b,(p)[0) = 0 = d,(p)|0), gilt
0|0) = 0.
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Fiir Fermionen 16sen wir den Kommutator mithilfe von
l[ab,c] = a{b,c} —{a,c}b

auf und wenden die Antikommutatorrelationen in (A.75a), (A.76a), (A.76¢) und
(A.76d) an:

Z/ GG @D 2EGR G~ 5. = b (7).

Wir suchen nun nach einer Verallgemeinerung der partiellen Ableitung 9, W (x)
dergestalt, dass L auch invariant bzgl. lokaler Transformationen ist [Weyl (1929)].
Um der per Konvention negativen elektrischen Ladung des Elektrons (g, = —1
in Einheiten der Elementarladung e > 0) Rechnung zu tragen, betrachten wir im
Sinne der Darstellungtheorie die Zuordnung

u() > 710 5 7100 — 10
und gehen von folgender lokaler Transformation des Dirac-Feldes aus:
U(x) = e ®Ow(x).

Wir fiihren eine sog. kovariante Ableitung D, W (x) ein, von der wir die Transfor-
mationseigenschaft

D, V(x) > [D,¥(x)] = D, W' (x) = ¢ ®¥ D, W(x) (7.4)

fordern. Mit Blick auf eine spatere Verallgemeinerung verlangen wir also, dass die
kovariante Ableitung eines Objektes — hier des Dirac-Feldes eines Elektrons — ge-
nauso transformieren soll wie das Objekt selbst. Zu diesem Zweck fiihrt man ein
sog. Eichfeld A, (x) ein, das gemil

1
Ap(x) > AL (x) = Ay(x) + -9,0(x), e>0, (7.5)
e
transformieren soll. Somit ergibt sich fiir die kovariante Ableitung tatsdchlich
D, V(x) := (BM - ie.ﬂu(x))\ll(x)
— D;L\I//(x)
= (0, —ieA,(x) —10,0(x)) ("W (x))

=e'9M(9, +109,0(x) —ieA,(x) —19,0(x))¥(x)
=e'9M(9, —ieA,(x))¥(x). (7.6)
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Damit erhalten wir als neue Lagrange-Dichte
Lo(W, D, W) = Ui P —m)¥ = Ly(V,d,¥) +ePy ¥Aa,, (7.7)
die nun invariant ist bzgl. sog. Eichtransformationen der zweiten Art:
U(x) = e OOw(x), (7.8a)

A(x) = Au(x) + £8M®(x). (7.8b)

Die Bewegungsgleichung fiir W ergibt sich aus

0L L . .
a—qj—aﬂaau\p =ipV-—mV¥=_(>Ggd+eA—mV¥ =0. (7.9)

Ist W4 (x) Losung der Bewegungsgleichung in Anwesenheit eines vorgegebenen
A, s0ist
W (x) 1= e ©W (x)

eine Losung der Bewegungsgleichung in Anwesenheit von ﬂ;i =A,+0,0/e,
denn es gilt:

(igd+eA+0,0p" —m)Wa
= (P = m)e O, () E OO P —m)Walx) = 0.

Im Folgenden diskutieren wir die Einbettung in die Begriffsbildung der Grup-
pentheorie. Zu diesem Zweck erklédren wir die Menge M = {(A,, ¥.4)} als Menge
aller Paare, die aus einem glatten Eichfeld A, und der zugehdrigen Losung W 4
der Bewegungsgleichung in Anwesenheit von A, bestehen. Im Sinne der Grup-
pentheorie definieren (7.8a) und (7.8b) eine Operation A (siehe Definition 1.8 in
Abschn. 1.3) der Gruppe U(1) auf M, wobei die Gruppenelemente jetzt glatt von
Punkt zu Punkt im Minkowski-Raum variieren diirfen, d. h. wir ersetzen ® durch?
O(x):

A(@(x), (A, (), \pﬂ(x))) ‘= (A, (x) + 0,0(x) /e, ¢ ® W 4 (x)).

Wir tiberpriifen die beiden geforderten Eigenschaften gemif} Definition 1.8:

1.
A(o, (A, (x). Wy (x))) = (A, (x), WA (X))

2 Der Einfachheit halber schreiben wir anstelle des Gruppenelements den Parameter ©.
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A(@l(x), A(@z(x), (Ap(x). ‘IJA(X))))

_ A(@l(x), (A, (x) + 9,0,(x) /e, ei@zmqfﬂ(x)))
= (AL (x) + 9,02(x) /e + 0,01 (x)/e, e O1TDY  (x))
= A(01(x) + O2(x). (A, (x), ¥a(x))).

Bislang wurde das Eichfeld als duBeres Feld in die Theorie eingebracht, in dessen
Anwesenheit die Dirac-Gleichung gelost wird. Nun wollen wir die Theorie dahinge-
hend ausweiten, dass wir A, als dynamische Variable interpretieren. Wir erwarten
fiir A, eine Lorentz-kovariante partielle Differenzialgleichung zweiter Ordnung
und ergédnzen deshalb die Lagrange-Dichte mit einem ,kinetischen Term. Zu die-
sem Zweck definieren wir den Feldstiarketensor [siehe (A.35)],

.,F[w = auﬂv - avﬂ;u

dessen Komponenten aus dem elektrischen Feld E und dem magnetischen Feld B
zusammengesetzt sind. Das Transformationsverhalten des Feldstidrketensors unter
(7.8b) lautet

1 1
Fuv = 0, A, +-0,0,0 -0, A4, ——-0,0,0 = Fp..
e e

unter der Annahme, dass ® mindestens zweifach stetig differenzierbar ist. Physi-

kalisch bedeutet die Invarianz im Falle des Elektromagnetismus, dass elektrisches

und magnetisches Feld Observablen sind, d. h. von der Eichung unabhéngig sind.
Fiir die Lagrange-Dichte der QED erhalten wir schlieflich

] -1
Loep = Wiy" (3, —1e A, )W —mPW — 2 F,, . (7.10)

Nach der Quantisierung werden die Feldquanten des dynamischen Eichfelds mit
den Photonen identifiziert.

Anmerkungen

1. Die dynamischen Freiheitsgrade der QED sind einerseits das Materiefeld ¥ zur
Beschreibung des Elektrons und das Eichfeld A, das zum Zweck der Eichin-
varianz eingefiihrt wurde.

2. Ein Massenterm fiir das Photon [siehe (A.43b)],

1
—M?*A,A",
2
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6.

wiirde die Eichinvarianz zerstoren:

1 1 2 1 1
5MZJZL,NM > 5M2 (-’A,Lﬂl“ +-0,0A" + eja#@a“@) # EMZ-’AMA".

Das Photon ist also masselos.>

. Die Kopplung des Photons an Materiefelder wird durch deren Transformations-

verhalten bzgl. U(1) diktiert. Schreiben wir einem Materiefeld W, die Ladung ¢
in Einheiten der Elementarladung zu, d. h.

v, (x) — e*i"@‘l-’q(x),
dann erhalten wir die sog. minimale Substitution (3, — 9, +ieqA,):
D,y (x) = (0, +ieq A, (x)) ¥, (x).

Mit dieser Vorzeichenkonvention gilt fiir das Elektron g, = —1, fiir das Proton
qp = 1 usw. Die Quantisierung der Ladung ldsst sich allein aus der QED nicht
erklédren.

Das Eichprinzip erzeugt auf einfache Weise eine Wechselwirkung zwischen dem
elektromagnetischen Feld und Materie:

Ling = —(—e)¥y" WA, = —J'A,.

Insbesondere erkennen wir dieselbe Form der Wechselwirkung wieder wie in
der klassischen Physik [siehe (A.34)].

Vom Standpunkt der Eichinvarianz wire z. B. die Wechselwirkung des Magnet-
felds mit einem anomalen magnetischen Moment ek /(2m) erlaubt [siehe Bjor-
ken und Drell (1964), Kapitel 4, Aufgabe 2.]:

g = = 7, Bl o = Sty
Die Forderung nach der Renormierbarkeit der Theorie im traditionellen Sinne
schlief3t eichinvariante Kopplungen dieser Art aus. Hierbei handelt es sich aller-
dings um kein gruppentheoretisches Argument.

Wegen der zugrunde liegenden abelschen Symmetrie koppelt das Photon nicht
direkt an sich selbst.

7.1.2 Yang-Mills-Theorien

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie eine Eichtheorie aussieht, die nicht auf einer
abelschen Gruppe fufit. Im Jahr 1954 unternahmen Yang und Mills den Versuch,

3 Wir werden in Kap. 8 sehen, dass Eichbosonen im Zusammenhang mit einer spontanen Symme-
triebrechung eine Masse bekommen konnen.
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die Isospinsymmetrie der starken Wechselwirkung auf der Grundlage einer loka-
len SU(2)-Symmetrie zu erkldren (siche Aufgabe 7.5). Vom heutigen Standpunkt
aus resultiert die Isospinsymmetrie aus einer zufilligen globalen Symmetrie der
Quantenchromodynamik, ist also keine fundamentale Eichsymmetrie (siche Ab-
schn. 7.3). Dennoch war das Verfahren von Yang und Mills wegweisend, weil es die
Tiir fiir andere nicht-abelsche Eichtheorien wie etwa die QCD oder, in Verbindung
mit dem Mechanismus einer spontanen Symmetriebrechung, das Standardmodell
geoffnet hat.

Im Folgenden werden wir die Konstruktion einer Yang-Mills-Theorie in Analo-
gie zur Diskussion der QED entwickeln. Gegeben sei eine Lagrange-Dichte

Lo(D,8,D), ® = (Py,...,P,), (7.11)

die invariant bzgl. einer globalen Transformation der ,,Materie-Felder* & ist. Die
zugrunde liegende Symmetriegruppe G sei eine kompakte Lie-Gruppe mit r ab-
strakten Generatoren X, und Strukturkonstanten C,j. der Lie-Algebra:

[Xav Xb] =1Cgpc X.

Wir erinnern uns daran, dass aufgrund von Satz 3.3 in Abschn. 3.2 jede endlichdi-
mensionale Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe dquivalent zu einer unitidren
Darstellung ist und vollsténdig in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen
zerlegt werden kann. Wir denken dabei typischerweise an die Gruppen SU(N ) oder
SO(N), die jeweils durch r = N2 — 1 bzw. r = N(N — 1)/2 Generatoren gekenn-
zeichnet sind. Denkbar sind auch Symmetriegruppen aus direkten Produkten.

Es sei g ein Gruppenelement (der Zusammenhangskomponente Gy von G), das
wir mittels der reellen Parameter ® = (®y, ..., ®,) charakterisieren. Die Felder ®
sollen folgendermaBen bzgl. einer vollstindig reduziblen Darstellung transformie-
ren:

U:g—U(g) =exp(—i0,T,) mit ®(x) > d'(x) =U(g)P(x). (7.12)

Weil U eine unitire Matrix ist, sind die (n,n)-Matrizen T,,a = 1,...,r, hermi-
tesch und erfiillen die Vertauschungsrelationen

[Tav Tb] =1 CupcTe. (7.13)

Da die Darstellung vollstindig reduzibel ist, sind die Matrizen 7, von einer block-
diagonalen Form [siehe z.B. (6.52)]. Fiir ein Gruppenelement in der ,,Nidhe* der
Identitiét e schreiben wir

g=e—i¢e X, (7.14)

und ordnen diesem die infinitesimale, lineare Transformation

Ug) = (1—i€T,): ®(x) > (1 —ie,T,)P(x) (7.15)
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zu. Wir fragen uns nun, was geschieht, wenn wir wieder fiir jedes x ein unterschied-
liches g erlauben, d. h. g durch ein glattes g(x) ersetzen und nach wie vor Invarianz
von L fordern, aber nun beziiglich

®(x) = U(g(x) P(x).

In volliger Analogie zur Diskussion der Methode von Gell-Mann und Lévy aus
Abschn. 6.1 treten fiir lokale Parameter €, (x) Zusatzterme in der Anderung § £ auf,
die ihren Ursprung in den partiellen Ableitungen

0,0P(x) = —i0,6,(x)T, P(x) —ie,(x)T,0,P(x) (7.16)

haben. In Analogie zur QED fiihrt man eine kovariante Ableitung ein, mit der Ei-
genschaft [vgl. (7.4)]

D, ®(x) > [D,®(x)] = D, @' (x) = (1 — i€, (x)T,) D, P(x), (7.17)

d.h. die kovariante Ableitung der Felder soll wie die Felder selbst transformieren.
Fiir diese kovariante Ableitung machen wir einen Ansatz wie in der QED,

D, ®(x) = (3, +igTuAuu(x))D(x), (7.18)

wobei wir fiir jeden Generator X, der abstrakten Gruppe ein Eichvierervektorfeld,
kurz Eichfeld, A, einfiihren. Der Wert der Kopplungskonstante g muss durch
den Vergleich mit dem Experiment bestimmt werden. Im Folgenden identifizieren
wir die Transformationseigenschaften der Eichfelder, die aus (7.18) resultieren. Zu
diesem Zweck definieren wir [siche Georgi (1984), Abschnitt 1.3]:

0=T,0,, (7.19)

wobei eine Summation liber @ von 1 bis r impliziert ist. Es sei O cine (n, n)-Matrix
vom Typ der GL. (7.19). Mit einer geschickten Wahl der 7, lésst sich O, aus O
herausprojizieren. Fiir

K Sp(Ta Tb) = up
gilt _

O, =k Sp(T,0). (7.20)
Als lllustration sei O eine hermitesche (2,2)-Matrix mit der Spur Null. Wir schrei-
ben O = O,1,, O, € R. Mit

1
E Sp(‘[a Tb) = Sab

finden wir |
0, = Esp(ra’é).
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Mithilfe von (7.19) schreiben wir fiir die kovariante Ableitung
D,®(x) = (a,L + igﬁﬂ(x))cb(x). (7.21)

Unter Verwendung der Forderung aus (7.17),
(9u+ig A, (0 +igd A, (1)) (1-12(0)) (x) = (1-1E(x)) (9 +i A, (¥) ) @),
finden wir durch Vergleich der linearen ,.kleinen® Terme die Bedingung

9,4+ gA,T+ighA, =gTA,

oder .
§A, =i[A,. ]+ -d,e (7.22)
g

Zunichst sieht es in dieser Gleichung so aus, als sei das Transformationsverhalten
der Eichfelder von der Darstellung T, der abstrakten Generatoren X, abhingig.
Dass dem nicht so ist, verifiziert man mithilfe von (7.13) und der Projektionsvor-
schrift aus (7.20). In das Transformationsverhalten geht iiber die Strukturkonstanten
Cype nur die Struktur der Gruppe ein (sieche Aufgabe 7.3).

Als Zwischenergebnis haben wir erreicht, dass die Lagrange-Dichte

Ly(®, D, D) (7.23)
mit "
D,®= (3, +igA,) ®

invariant ist bzgl. der lokalen Transformation

P(x) > exp (=1 Oq (x) 7o) P(x) = U(g(x)) P (x), (7.24a)

Au) = UEE)FU U (00 + 0, U(ENU (). (7240)

Mit dem Eichprinzip haben wir eine Wechselwirkung zwischen den Materie- und
den Eichfeldern erzeugt. Allerdings sind die Eichbosonen bisher keine wirklichen
dynamischen Freiheitsgrade, da wir noch nicht den kinetischen Anteil berticksich-
tigt haben. In Analogie zur QED bietet sich ein Ausdruck der Form

1
— Fawn L (7.25)

an, vorausgesetzt, die (Lorentz-)Tensorfelder ¥, transformieren bzgl. der adjun-
gierten Darstellung. Damit ist Folgendes gemeint: Es seien 7! die Matrizen fiir die
Generatoren in der adjungierten Darstellung, d. h. es handelt sich um (r, r)-Matri-
zen mit der Eigenschaft (7). = —i Cup. (siche Aufgabe 3.8). Wir sagen, dass die
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Felder F,, a = 1,...,r, bzgl. der adjungierten Darstellung transformieren, wenn
gilt:
F
| =F e (1-ieTM)F (7.26)
F,

oder in Komponentenschreibweise,

Fa = Fa - iec(T:d)abe = Fa - GcCcabe = Fa + eccachb = Fa + CabCGbFC‘
(7.27)
Wenn man zunédchst mit dem naiven Ansatz

0, Ay — 0, A4,

beginnt, dann ergibt sich nicht das richtige Transformationsverhalten (siche Aufga-
be 7.3). Vielmehr muss man noch einen zusitzlichen Term einfiihren,

.Ta//.v = ap.ﬂav - avﬂap. - gcabcﬂbp.ﬂcw (728)

sodass (7.27) erfiillt ist (siche Aufgabe 7.3). Insgesamt ergibt sich also als Lagran-
ge-Dichte der Eichtheorie

1
L= Ly(P,D,P)— ijawfé”. (7.29)
Anmerkungen
1. Massenterme der Art !
EMazﬂauﬂg

verletzen die Eichinvarianz. Aus dem Prinzip der Eichsymmetrie folgt also, dass
Eichbosonen masselos sind (siche allerdings FuBinote 3).

2. Die Struktur der Eichgruppe bestimmt die Anzahl der benotigten Eichfelder.
Zu jedem Generator X, der Lie-Algebra gehort ein Eichfeld A,,, und das
Transformationsverhalten der Eichfelder wird durch (7.24b) beschrieben. Ins-
besondere transformieren die Eichfelder inhomogen, d. h. fiir ein reelles A gilt
AAg > (AAg) # AAL,. Fiir diese Eigenschaft ist der zweite Term auf der
rechten Seite von (7.24b) verantwortlich. Beschrinkt man sich auf eine globale
Transformation, so verschwindet dieser Term und die Eichfelder transformieren
bzgl. der adjungierten Darstellung.

Wihrend die Eichgruppe die benétigten Eichfelder und deren Transformati-
onsverhalten festlegt, ist die Frage, welche Multipletts als Materiefelder bei
der Konstruktion einer Eichtheorie auftreten, Teil der Modellbildung und so-
mit eine Frage der Phinomenologie. Betrachtungen zur Widerspruchsfreiheit
einer Quantenfeldtheorie konnen zusitzliche Bedingungen bzgl. der Materie-
felder liefern. Beispielsweise fiihrt die Forderung nach einer Abwesenheit sog.
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Anomalien, die die Renormierbarkeit einer Eichtheorie zerstoren wiirden, zu
Einschriankungen bzgl. des fermionischen Materiefeldinhalts. Eine weiterfiih-
rende Diskussion findet sich z. B. in O’Raifeartaigh (1986), Abschnitt 7.4.

3. Wenn eine nicht-abelsche Gruppe zugrunde liegt, treten in der Definition der
Feldstirken, (7.28), in den Eichfeldern quadratische Terme auf. Deshalb ent-
hilt die Lagrange-Dichte in (7.29) Wechselwirkungsterme mit drei bzw. vier
Eichfeldern. Insbesondere tritt in der Wechselwirkung der Eichfelder mit den
Materiefeldern dieselbe Kopplungskonstante auf wie bei der Wechselwirkung
der Eichfelder untereinander. Im Unterschied zu einer abelschen Eichtheorie wie
der QED enthalten nicht-abelsche Theorien (Yang-Mills-Theorien) Selbstkopp-
lungen der Eichfelder.

4. Ist die Gruppe G das direkte Produkt mehrerer Untergruppen, G = G; X

. X Gy, so muss man mit jeder Untergruppe G; eine unabhingige Kopp-
lungskonstante g; verkniipfen. Beispielsweise werden fiir die Eichgruppe des
Standardmodells (siehe Kap. 9),

SU@B), xSUR2), x U(1)y,
—— N —

stark elektroschwach

drei Eichkopplungen benétigt:

g3 < SU(3)C,
g < SU@2),,
g < U(l)y.

Renormierbarkeit In einer stérungstheoretischen Berechnung von Ubergangs-
amplituden treten jenseits der Baumgraphenndherung sog. Schleifendiagramme
auf. Im Impulsraum beinhalten sie Integrale iiber die Komponenten von Vierer-
impulsen, die im Limes unendlicher Integrationsgrenzen divergieren. Weil grof3e
Impulse grolen Wellenzahlen und somit kleinen Wellenldngen entsprechen, spricht
man von sog. ultravioletten Divergenzen. Vereinfacht gesprochen wird die Be-
seitigung dieser Divergenzen als Renormierung bezeichnet [siehe z.B. Collins
(1984)]. Mit ein Grund fiir die Popularitit von Yang-Mills-Theorien ist die Tatsa-
che, dass sie im traditionellen Sinne renormierbar sind, d. h. dass die Divergenzen
sich systematisch in einer Redefinition der vorhandenen Parameter absorbieren
lassen. Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass die Eichbosonen auch in der
renormierten Theorie masselos sind, d.h. durch die Wechselwirkung sich kein
Masseterm aufbaut [t Hooft (1971)]. Eine Ausnahme bildet eine Theorie mit einer
spontanen Symmetriebrechung in der Form des Higgs-Mechanismus wie z. B. das
Standardmodell. Auch hier konnte gezeigt werden, dass die Theorie trotz massiver
Eichbosonen nach wie vor renormierbar ist ['t Hooft (1971), 't Hooft und Veltman
(1972)].

In der Zwischenzeit hat die Forderung nach Renormierbarkeit im traditionellen
Sinne etwas an Zugkraft verloren [sieche Weinberg (1995), Kapitel 12]. Ausgangs-
punkt ist eine Uberlegung Weinbergs aus dem Jahre 1979, dass eine stérungs-
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theoretische Beschreibung im Rahmen der allgemeinsten Lagrange-Dichte, die alle
mit einer angenommenen Symmetrie vertridglichen Terme enthilt, die allgemeins-
te storungstheoretische S-Matrix liefert, die sowohl die fundamentalen Prinzipien
der Quantenfeldtheorie als auch die Anforderungen der vorgegebenen Symmetrie
erfiillt [Weinberg (1979)]. In Verbindung mit einem Zihlschema, nach dem die ein-
zelnen Wechselwirkungsterme zu gewichten sind, wird diese Herangehensweise als
effektive Feldtheorie bezeichnet. Vielerorts wird das Standardmodell selbst als die
fiihrende Ordnung einer effektiven Feldtheorie interpretiert und wére somit nur ei-
ne Niederenergieapproximation an eine fundamentalere Theorie [siche Weinberg
(2009) fiir einen Uberblick].

7.2 Die Lagrange-Dichte der Quantenchromodynamik

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist eine nicht-abelsche Eichtheorie mit ei-
ner lokalen Symmetriegruppe G = SU(3) [Gross und Wilczek (1973), Weinberg
(1973), Fritzsch et al. (1973)]. Ein umfassender Uberblick iiber die Literatur zur
QCD findet sich in Kronfeld und Quigg (2010). Bei den Materiefeldern, den sog.
Quarks, handelt es sich um Fermionen mit Spin %, die in sechs verschiedenen Ar-
ten oder Flavors (engl. ,,Geschmack®) vorkommen (siehe Abschn. 5.1). Fiir jeden
Quarkflavor f fiihren wir ein komplexwertiges, dreikomponentiges Objekt

qr
qr = | 452 (7.30)
qr3

ein, das bzgl. einer mit dem Gruppenelement g(x) assoziierten lokalen Transfor-
mation wie

8 Ac
qr v qy = exp (—i > ®a(X)7“) qr = U(g(x))gy (7.31)

a=1

transformieren soll. Hierbei sind die A;, die Gell-Mann-Matrizen aus Abschn. 5.4.2,
und die Hochstellung ¢ an den Gell-Mann-Matrizen erinnert daran, dass die Matri-
zen auf den Farbfreiheitsgrad wirken (c fiir color).

Wegen des Spins % ist jeder Eintrag von ¢y, z. B. gy, selbst ein vierkomponenti-
ger Dirac-Spinor [vgl. mit dem Nukleonendublett W in (6.45)]. Fiir die Quarkfeld-
komponenten fiihren wir die Bezeichnung

qfAa

ein, wobei f = 1,2,3,4,5, 6 der Flavorindex fiiru, d, s, ¢, b,und t ist, A = 1,2, 3
der Farbindex fiir rot, griin und blau und schlieBlich @ = 1, 2, 3, 4 der Dirac-Spinor-
index. Demnach enthilt ein Sammelausdruck g fiir die Gesamtheit aller Quarkfelder
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insgesamt 72 komplexe Felder. Die ,.freie” Lagrange-Dichte fiir die Quarks,
6 3 4
Lo= Y 3 Graa(Viwidy —mpbaa)Sandipapaa.  (132)

besitzt eine globale SU(3)-Symmetrie bzgl. der Transformationen in (7.31).* Wir
wenden auf diese SU(3)-Symmetrie das in Abschn. 7.1.2 beschriebene Verfahren
des Eichprinzips an und konstruieren die Lagrange-Dichte der QCD:

Locp = Z Z Z %‘Aa|:)/aa/la — My 8ae)Sun

ff’—lAA’ lao' =1

—&3 Z anp,

aus dem Eichprinzip

i|5fqu'1‘1' '_Z Ga;wg n

Die kovariante Ableitung enthilt wegen der Gruppe SU(3) acht Eichfelder A,,:

qr1 qr1 8 ¢ qf1
Dulapm | =0u|an|+ige) S A | 4g2 ] (7.33)
qrs qrs a=l qrs
Insbesondere ist die Wechselwirkung der Quarks mit den sog. Gluonen (engl. glue,

,.Klebstoff*) flavorunabhingig. Damit (7.37) lokal invariant ist, miissen die acht
Eichfelder wie

c
Au(x) i= ZAqu(x) (Einstein’sche Summenkonvention)

= U(g(x))A,L(x)UT(g(x)) + éaﬂv(g(x»w(g(x» (7.34)

oder kurz .
A UAUT + gLBMUUT
3

transformieren. Anders als in Abschn. 7.1.2 lassen wir hier eine Tilde wie in (7.19)
weg. Ferner haben wir acht Feldstdrketensoren

gap.v = auﬂav - avﬂau - g3fabcﬂbuﬂcv (7.35)

4 Tatsichlich besitzt £, in (7.32) eine viel groBere Symmetrie, denn die Anteile der einzelnen
Quarkflavors sind invariant bzgl. unabhdingiger SU(3)-Transformationen. Wiirde man jede SU(3)-
Symmetrie der Flavors separat einem Eichprinzip unterwerfen, entstiinden fiir jeden Flavor acht
eigene Gluonen, die insbesondere jeweils nur Wechselwirkungen zwischen ein und demselben
Flavor vermitteln wiirden. Demnach wiirden zwei verschiedene Quarkflavors auf diese Weise gar
nicht miteinander wechselwirken, also eine Bindung wie z. B. in einem Nukleon nicht entstehen.
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definiert, die wie

¢
glw(-x) = T‘JGa;w(x) = U(g(x))G;w(x)UT(g(x)) (7.36)

transformieren.
SchlieBlich geben wir noch die géngige, kompakte Schreibweise fiir die Lagran-
ge-Dichte der QCD an?’

1
Loeo = ) 4GP —mp)ds = 1GunG."- (7.37)

_u,d,s,
f= c,b,t

Vom Standpunkt der Eichinvarianz aus konnte die Lagrange-Dichte der starken
Wechselwirkung noch einen zusitzlichen Term der Form®

= _Guvpaggvgﬁaa €0123 = 15 (738)

enthalten. Hierbei sind die €,,,,, die kovarianten Komponenten des vollstindig an-
tisymmetrischen Levi-Civita-Tensors’ (sieche Abschn. A.7). Der sog. 0-Term aus
(7.38) hat eine explizite P- und CP-Verletzung innerhalb der starken Wechselwir-
kung zur Folge. Die Parititsverletzung erkennt man daran, dass der Epsilontensor
ein Pseudotensor 4. Stufe ist und die Kontraktion mit den beiden Lorentz-Tensoren
der Gluonenfeldstirke insgesamt zu einem pseudoskalaren Feld fiihren. Deshalb
besitzt (nach einer Quantisierung) der zugehorige Hamilton-Operator eine negati-
ve Paritit. Der 6-Term wiirde z. B. Anlass zu einem elektrischen Dipolmoment des
Neutrons geben. Die gegenwirtige experimentelle Situation weist auf einen extrem
kleinen 6-Term hin [Ottnad et al. (2010)], weshalb wir ihn im Folgenden nicht wei-
ter diskutieren werden, sondern gleich null setzen.

5 Als extreme Kurzschreibweise findet man auch
. 1 -
Locp = 4GP — M)q — ETF(-(GWG ).

wobei M = diag(m,,, my,my, m.,my,m;) die Quarkmassenmatrix ist und G*" fiir i}gﬁ;“ steht.
% 1In der QED Isst sich ein entsprechender Term als totale Divergenz schreiben, €upo FHFP =
2€0p0 0" (A" FP?), die im Lagrange-Formalismus keinen Beitrag zur Bewegungsgleichung liefert

und deshalb weggelassen werden kann.
7

1 fiir (, v, p, 0) gerade Permutation von (0, 1,2, 3),
€pvpo = —1 fiir (i, v, p, o) ungerade Permutation von (0, 1,2, 3),
0 sonst.
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7.3 Zuféllige globale Symmetrien von Locp

Die sechs Quarkflavors lassen sich in zwei Gruppen unterteilen: die sog. leichten
und schweren Quarks (siche Abschn. 5.1). Wir beschrinken uns im Folgenden auf
die drei leichtesten Quarks. Fiir die Masse des Protons, m, = 938MeV, gilt im
Vergleich mit den Quarkmassen

my, > 2my, +my, (7.39)

d.h. eine Interpretation der Protonenmasse mithilfe der Quarkmassen in Tab. 5.1
muss sich fundamental von der Situation im Wasserstoffatom unterscheiden, dessen
Masse sich im Wesentlichen aus der Summe der Protonenmasse und der Elektro-
nenmasse mit einer kleinen Korrektur aufgrund der Bindungsenergie ergibt. Im
Falle des Protons wird die Masse von der Energie der masselosen Gluonen und
der nahezu masselosen Quarks dominiert [Wilczek (2004)].

Die Quarkmassen in Tab. 5.1 sind fundamentale Parameter der QCD und diirfen
nicht mit den Konstituentenquarkmassen des nichtrelativistischen Quarkmodells
in Abschn. 5.5.6 verwechselt werden, die typischerweise von der Gro3enordnung
350 MeV sind. Wie wir in Abschn. 7.3.3 sehen werden, treten die Quarkmassen li-
near in den Divergenzen von Flavor-Noether-Stromen auf und werden deshalb in
der Literatur auch als Stromquarkmassen (engl. current-quark masses) bezeichnet.

7.3.1 Chiraler Grenzfall

Wenn die drei leichtesten Quarks ein und dieselbe, nichtverschwindende Masse
besidlien, ergibe sich eine perfekte SU(3)-Flavor-Symmetrie. Noch grofer wire
die Symmetrie, wenn alle Quarkmassen gleich null wiren. Angesichts (7.39) er-
scheint dies als eine verniinftige Approximation an die ,,reale* Welt, weshalb wir
zunichst den Grenzfall m,,, mgy, mg; — 0 (chiraler Grenzfall 8y als Ausgangspunkt
fiir Symmetrietiberlegungen diskutieren. Wir kennzeichnen die zugehorige Lagran-
ge-Dichte mit dem zusitzlichen Symbol O:

1
£OQCD = Z igr qr — Zga,w G"" + schwere Quarks. (7.40)
f=ud.s

Im Folgenden werden wir die schweren Quarks komplett vernachlédssigen, da sie
fiir die entsprechenden Symmetriebetrachtungen nicht relevant sind. Die kovarian-
te Ableitung g, wirkt auf die Farb- und die Dirac-Indizes, ist aber unabhingig
vom Flavor. Um die globalen Symmetrien von (7.40) vollstindig zu identifizieren,

betrachten wir die Chiralititsmatrix ys = y> = iy%p 'y = yl, {y* ys} = 0,

8 Der Begriff chiral (grch. cheir, ,Hand*) weist auf eine Hiindigkeit der entsprechenden Felder
masseloser Quarks hin. Die noch zu definierenden Begriffe rechts- und linkshiandiger Felder wer-
den in Anlehnung an masselose, freie Dirac-Fermionen verwendet.
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y# = 1, und fiihren Projektionsoperatoren ein:

1 1
q=(5@+Vﬁ+§@—w@)q=(PR+P0q=wR+qb (7.41)

wobei die Tiefstellungen R und L fiir rechts bzw. links stehen. Die (4,4)-Matrizen
Pr und P; haben die Eigenschaften (siehe Aufgabe 7.6):

Pr+ P, =1,
Pl =Py P/ =P,

P; = Pr, P} =P,
PgrP; = P Pg = 0.

(7.42)

Die Projektionsoperatoren Py und P; projizieren vom Dirac-Feld auf dessen chi-
rale Komponenten gz und ¢; . Insbesondere gilt

Ysqr = qr und ysqr = —qr.

Eine chirale (Feld-)Variable zeichnet sich dadurch aus, dass sie unter einer Pa-
ritdtstransformation weder auf die urspiingliche Variable noch auf ihr Negatives
abgebildet wird. Fiir Felder ist eine Transformation des Arguments X — —X im-
pliziert. Unter der Paritit wird ein Quarkfeld in sein paritdtskonjugiertes Quarkfeld
transformiert:

P:qt,X)~ yoq(t,—X), (7.43)

und damit

qr(t,X) = Prq(t,X) = Pryoq(t,—X) = yoPrq(t,—X)
= yoqr(t, —X) # £qr(t,—%),
qr(t,X) = yoqr(t, —X).

Anmerkung Im obigen Sinne ist auch ¢ eine chirale Variable. Die Zuweisung ei-
ner Hindigkeit ist allerdings nicht so plausibel wie im Falle von ¢g; und gg.

Die Terminologie rechtshindig und linkshéndig lasst sich anhand der Losungen
der freien Dirac-Gleichung motivieren. Dazu betrachte man eine hochrelativistische
Losung positiver Energie £ >> m mit dem Dreierimpuls p,

E+m

u(ﬁ,i>:¢—E+m( & )Eimﬁ( R ) - )

wobei wir annehmen, dass der Spin im Ruhesystem entweder parallel oder antipar-
allel zur Richtung des Dreierimpulses ausgerichtet ist:

G-p Y+ =E)+.
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In der Standarddarstellung der Dirac-Matrizen lauten die Projektionsoperatoren

L[ 1y oo 1 Lo =l
Pr=- R .
) ( Lo oo LI NS PP P

Die Anwendung auf die hochrelativistischen Losungen ergibt (siche Aufgabe 7.7):
Pru, =u,, Pru, =0, Pru_=0, Pu_=u_.

Im hochrelativistischen Grenzfall (oder besser, im masselosen Grenzfall) projizie-
ren die Operatoren Pg,; auf die Eigenzustinde positiver bzw. negativer Helizitit,
d.h. in diesem Grenzfall sind Chiralitdt und Helizitit dasselbe.

Unser Ziel ist eine Analyse der Symmetrien der QCD-Lagrange-Dichte im chi-
ralen Grenzfall hinsichtlich unabhingiger globaler Transformationen der links- und
rechtshiandigen Felder. Zu diesem Zweck verwenden wir die folgende Zerlegung
(siche Aufgabe 7.8),

GTiq = q:RquR +6_7LF161L fl?r I e {V“,V”VSU} , (7.44)
Gr2qL + qrlogr  fir Ty € {1, ys5,0""}

mit
qr = q;;)/o = qTP;Vo =q"Pryo =q'yoPL =GP, und G, = GPx. (7.45)

Insbesondere gilt diese Zerlegung ganz allgemein, d. h. sie macht keinen Gebrauch
von masselosen Quarkfeldern. Sie funktioniert auch, wenn wir z.B. das Feld ¢
durch 9,4 oder D, q ersetzen.

Wir wenden nun (7.44) auf die QCD-Lagrange-Dichte im chiralen Grenzfall an
und beriicksichtigen dabei, dass y* € I'; im Symbol ) in kontrahierter Form vor-
kommt:

Lop= D GrriPars+aLsiPary) —~ ga,wg“” (7.46)
f=ud.s

Da die kovariante Ableitung flavorunabhingig ist, besitzt diese Lagrange-Dichte
eine globale, klassische U(3); x U(3) g-Symmetrie, d. h. sie ist invariant bzgl.

us uy, 8 A . uy

di |~ UL| d | =exp (—i Z ek 7“) e g |,

Y3 Y3 a=1 SL

UR UR 8 A . UR

dg |~ Ur| dr | =exp (—i Z @fjf) e dg |, (747)
SR SR = SR
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wobei Uy und Uy unabhingige, unitire (3,3)-Matrizen sind. Hierbei gilt es zu be-
achten, dass die Gell-Mann-Matrizen auf den Flavor und nicht auf die Farbe wirken.
In der Regel wird die Invarianz von ‘E(())CD unter SU(N ), x SU(N)g, N = 2 oder
3, als chirale Symmetrie bezeichnet.

Wir erwarten insgesamt 2 x (8 + 1) = 18 erhaltene Strome, die wir mittels
(6.6a) bestimmen. Die Anderung der Lagrange-Dichte lautet fiir infinitesimale, lo-
kale Transformationen (siche Aufgabe 7.9)

8 8
_ A _ A
SLgCD =(qr ( E 8,Lef—2” + B,LER) yiqr + qL ( E aﬂeé‘—; + B,Lel‘) yHqr,

a=1 a=1
(7.48)
sodass sich mithilfe von (6.6a) die folgenden erhaltenen Strome ergeben:
Aa
LY =qry*—qr, 9,LY =0,
2
_ A
Rl = qm/"jlqze, IRl =0, (7.49)

L" =qry"qr, 9,L" =0,
R" = Gry"qr, 0,R* =0.

Anmerkung Eine Summation iiber die Farbindizes ist in (7.48) und (7.49) im-

pliziert, d.h. mit der Einstein’schen Summenkonvention lautet die ausfiihrliche

Schreibweise:

Aafsr
2

Anstelle der Strome aus (7.49) benutzt man hiufig die Linearkombinationen

_ - n
LY =G1 paaVhy S44qL pae  USW.

A

Vi =Ri+ L=y —a. (7.50)
A

Ay = Ry - Li =av"vs—a. (7.51)

In der Begriindung fiir diese Gleichungen konnen wir die Gell-Mann-Matrizen un-
terdriicken, da sie fiir die Argumentation nicht relevant sind:

_ _ (7.44) _
VE =gqry"qr +qry"qr =" qy"q.
) ) 1 1
A" =qry"qr —qry"aqL = qi(ﬂ —ys)y'qr — qi(ﬂ +ys)v'ar

o | )
= qy" 5(1 + vs)gr —qy* 5(1 —¥s)qL = qy"ysq.

S———— S————
=11+ ys)q =11 -ys)q
Beziiglich der Paritit transformieren die sog. Vektor- und Axialvektorstrome wie
P VI, X) > Vyu(t,—X), (7.52)

P AR R) > —Agy (1. —5). (7.53)
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Tab.7.1 Transformationseigenschaften der Matrizen I" unter Paritit
r 1 s o’ Vs vhys
vly |1 Vi Oy —¥s ~Vu¥s

Um dies zu sehen, bendtigen wir das parititidtskonjugierte Quarkfeld aus (7.43) so-
wie

. - P - _ -
3. %) =q" . %)y ¢Tt.=%) ¥ v =qt. .
——

=Y
In Verbindung mit den Eigenschaften der (4,4)-Matrizen I' aus Tab. 7.1 ergibt sich
die Behauptung.
Aus (7.49) erhiélt man einen erhaltenen Singulettvektorstrom
Vit =gytq, 9,V* =0. (7.54)

Dieser resultiert aus einer Transformation aller links- und rechtshindigen Quarkfel-
der mit derselben Phase. Der Singulettaxialvektorstrom

A" = qy"ysq, (7.55)

ergibt sich aus einer Transformation aller linkshéndigen Quarkfelder mit einer Pha-
se und aller rechtshindigen Felder mit der entgegengesetzten Phase. Dieser Strom
ist allerdings nur auf dem klassischen Niveau eine Erhaltungsgrofe. Quanteneffekte
zerstoren die Stromerhaltung und fiihren zu Zusatztermen in der Viererdivergenz,
die als Anomalien bezeichnet werden [Bell und Jackiw (1969), Adler (1969), Adler
und Bardeen (1969)]:

2

3
9, A" = Tﬂiewgg”gg’”, o = 1, (7.56)

wobei der Faktor 3 seinen Ursprung in der Anzahl der Flavors hat.” Aufgrund der
Anomalie sprechen wir im Folgenden nur noch von einer SU(3); xSU(3) xxU(1) -
Symmetrie der QCD im chiralen Grenzfall.

7.3.2 Die chirale Algebra

Die Invarianz von L%CD unter globalen SU(3); xSU(3)  xU(1) -Transformationen

impliziert, dass auch der QCD-Hamilton-Operator im chiralen Grenzfall, HgCD,
eine globale SU(3); x SU(3)x x U(1),,-Symmetrie besitzt. Wie in Abschn. 6.2 de-
finieren wir nun Ladungsoperatoren als Volumenintegrale iiber die Ladungsdichten,

e A
0u) = [ PraleHFaeh = [@xdeHnSens.  asn

9 Betrachtet man die QCD im Grenzfall N, — oo [siche 't Hooft (1974)], dann bleibt der Singu-
lettaxialvektorstrom erhalten, weil die Kopplungskonstante sich wie g2 ~ N1 verhlt.
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-\ Aa - iooavp Aa o
0 = [ @535 5 an0. 5 = [ @xq' e DP0 D). (59

0v(0) = [ @x a0 Hau0.5) + g}t Daa. 9] = [ g’ €. Dq0.5),
(7.59)

wobei wir von den Eigenschaften gemif (7.42) Gebrauch gemacht haben. Fiir er-
haltene Symmetriestrome sind diese Operatoren zeitunabhingig, d.h. sie vertau-
schen mit dem Hamilton-Operator:

[QLav H((Q)CD] = [QRas H(gc])] = [QVs H(gc])] =0. (7.60)

Die Vertauschungsrelationen der Ladungsoperatoren untereinander ergeben sich
durch Anwendung von (6.60) fiir die Quarkfelder,

[¢" (. $)T1 Fig(t, %), ¢" (1. )T Fag (2, 5)] =
FE =3 [¢" €. )N R P §) - ¢' @ HDD R D] (7.61)

wobei T; und F; (4,4)-I'-Matrizen bzw. (3,3)-Flavormatrizen sind.'® Mithilfe
des Einfiigens geeigneter Projektionsoperatoren Py, lésst sich (7.61) auf einfa-
che Weise auf die Ladungsoperatoren aus (7.57) bis (7.59) anwenden, mit dem
Resultat, dass diese Operatoren tatsdchlich die Vertauschungsrelationen der zu
SU@3); x SU(3)z x U(1)y gehorigen Lie-Algebra erfiillen:

[Qras Orb] =1 fave OLe> (7.62a)
[Q Ras Orb] =1 fabe ORe, (7.62b)
[Qra, Orp] =0, (7.62¢)
[QLa, Ov] = [ORa» Qv] = 0. (7.62d)

Diese Vertauschungsrelationen werden hiufig auch als chirale Algebra bezeichnet.
Wir betrachten exemplarisch

e A o b A .
[QLas Q1] = [d3xd3y [qT(t,x)Pqu(t,X),q*(t,y)PLqu(t,y)}

Y W
- [ Pxddy $G - ) 5 PLPL 22 g 5)
= PL

R
= [ @ a8 - Pl e

10 Genau genommen sollten wir auch Farbindizes beriicksichtigen. Da wir hier ausschlieBlich farb-
neutrale quadratische Formen betrachten, ist eine Summation iiber Farbindizes immer impliziert,
sodass sie schlieBlich unterdriickt werden konnen.
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. v e A -
= lfabc/d%qk(t’x)PL?q(t’x)
= ifachLc-

Die restlichen Vertauschungsrelationen, (7.62b) bis (7.62d), werden in Aufgabe
7.10 behandelt. In Abschn. 8.5.1 werden wir noch einmal auf die Vertauschungsre-
lationen zu sprechen kommen, wenn wir das Phianomen einer spontanen Brechung
der chiralen Symmetrie diskutieren.

7.3.3 Quarkmassen und explizite Brechung der chiralen Symmetrie

Bislang haben wir eine idealisierte Situation mit masselosen leichten Quarks dis-
kutiert, die in einem hohen Maf} an zusitzlicher, globaler Symmetrie in der QCD
jenseits der SU(3)-Farbsymmetrie resultiert. Nichtverschwindende Quarkmassen
m,, my und m; sorgen dafiir, dass diese chirale Symmetrie explizit gebrochen
ist,'! sodass es zu Divergenzen der Symmetriestrome kommt. Eine Konsequenz
daraus ist, dass die Ladungsoperatoren nicht mehr zeitunabhéngig sind. Dennoch
spielen die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen weiterhin eine wichtige Rolle,
selbst wenn eine Symmetrie explizit gebrochen ist [siche Gell-Mann (1962)]. Wir
hatten in Abschn. 6.2 am Beispiel der Gruppe U(1) gesehen, dass Symmetriestrome
Bausteine fiir das Aufstellen von Ward-Identititen sind. Die Verallgemeinerung auf
der Basis der Strome aus (7.49) resultiert in chiralen Ward-Identitditen, die unter-
schiedliche Green’sche Funktionen der QCD miteinander verkniipfen. Insbesondere
treten in diesen Identititen auf der rechten Seite nun auch die Divergenzen der Stro-
me auf. Wir werden im Folgenden sehen, dass diese Divergenzen die Quarkmassen
enthalten.
Aus diesem Grund untersuchen wir mithilfe der Quarkmassenmatrix

m, O 0
M = 0 my 0
0 0 my
den Quarkmassenterm der QCD:
_ 7.44 - _
Ly = —qMq "2 —(GrMar + 3 Mqr)
000 100 1 00
- my +my nmy —my
=—q|m;|000]|+———]010 +T 0-10 q
001 000 000
_ 1 1 my +mg (2 1 my, —my
= - -1—-—A — =14+ —=A —A .
q[ms(?’ ﬁ8)+ > (3 +ﬁ8)+ > 3i|q

(7.63)

"'In Kap. 8 werden wir argumentieren, dass es auch eine spontane Symmetriebrechung in der
QCD gibt.
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Hierbei wurden die verschiedenen Terme gemif3 ihren Stirken angeordnet. Aus £y,
resultiert folgende Anderung § £y, bzgl. der Transformationen gemiB (7.47) (siehe
Aufgabe 7.9):

Ag _ _
8Ly = [ZE (‘IR—MQL —qLM—- 2 qR) +€(qrMqL — gL Mqr)

Aa _ _
+ ZG (CIL—fMCIR —qrM—- 2 ‘IL) + " (gL Mgr — CIRNCIL)i| .

(7.64)
Mithilfe von (6.6b) erhalten wir fiir die Divergenzen der Strome
08 L = Aa = ot
I Ly = 3L = -1 (CILTMQR - qRMTqL) .
8L - Aa I
Ry = —F =i (C]R—fMCIL - ‘ILN_‘]R) ,
del 2 2 (7.65)
6L - _
9 LM = L = —i(qLMgr — GrMqL),
6L - _
9 R" = 3E —i(grMqL — GL Mqr).

wobei in den beiden letzten Gleichungen die Anomalie aus (7.56) noch nicht be-
riicksichtigt ist. Umgeschrieben auf die Vektor- und Axialvektorstrome lauten die
Divergenzen

A ey A
auVaM:—i‘?R — Mg —i1qr | —. M| qr (744)14 M, —|q,
2 2 2
. = /‘{a - Aa . = Aa _ Aa
AL = =i qr—=MqL — GLM—=qr | +i|GL—=—Mqr — GrM—q1
2 2 2 2
A~ (A _ (A
=ilqL 7,3\/1 qr — 4R 7,3\’1 qL
A 1 (A 1
( ;—,N} 5(ﬂ+ys)q—q§7,ﬁ\4}§(ﬂ—ys)q)
A

) M} V54,

(7.66)

8,V =0
P 383 v o _
0, A" =2igMysq + mﬁwmga G, ez =1,

wobei wir jetzt die Anomalie beriicksichtigt haben.
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Abb.7.1 Spektrum des
Baryonenoktetts in Abhin- 1336 MeV
gigkeit von der zugrunde
liegenden Flavorsymmetrie
[Lehnhart et al. (2005)]

1319 MeV

1192 MeV

1174 MeV s
1095 Mey BNV
1039 MeV
388 Moy ANV -y

SU@), x SUB)r  SU@). xSUQR)z  SUQ)y

Anmerkungen

1. Im chiralen Grenzfall bleiben die 16 Stréome LY und RY bzw. V! und A4
erhalten. Dasselbe gilt fiir den Singulettvektorstrom V#, wihrend der Singu-
lettaxialvektorstrom A* eine Anomalie besitzt.

2. Da die Wechselwirkung der Gluonen mit den Quarks unabhéngig vom Flavor
ist und die Quarkmassenmatrix diagonal ist, existiert fiir jeden Quarkflavor ei-
ne separate U(1), -Symmetrie. In der starken Wechselwirkung bleiben demnach
die einzelnen Flavorstrome uy*u, d y*d und §y*s vollig unabhéngig vom Wert
der Quarkmassen erhalten (siche Aufgabe 7.11). Dies bedeutet, dass in Prozes-
sen der starken Wechselwirkung z. B. die Differenz aus der Anzahl der u-Quarks
und der u-Antiquarks eine ErhaltungsgroBe ist, was in analoger Weise auch fiir
alle anderen Quarkflavors gilt. Der vektorielle Singulettstrom bleibt als Summe
der einzelnen Strome immer erhalten.

3. Der axiale Singulettstrom A* besitzt eine Anomalie sowie eine explizite Diver-
genz in Anwesenheit von Quarkmassen.

4. Fir gleiche Quarkmassen, m,, = m,; = my, bleiben die acht Vektorstrome
V" erhalten, wegen [A,, 1] = 0. Dieser Fall ist der mikroskopische Ursprung
der SU(3)-Symmetrie des achtfachen Pfades [The Eightfold Way, Gell-Mann
und Ne’eman (1964)]. Die acht Axialvektorstrome A} bleiben nicht erhalten.
Die Divergenzen des Oktetts der Axialvektorstrome aus (7.66) sind proportional
zu pseudoskalaren quadratischen Formen. Im Sprachgebrauch der 1960er Jahre
handelt es sich dabei um teilweise erhaltene Axialvektorstrome (Abk. PCAC fiir
engl. partially conserved axial-vector currents) [siche z. B. Gell-Mann (1964),
Adler und Dashen (1968)]. Wie wir in Abschn. 8.5.1 noch sehen werden, kommt
den Axialvektorstromen Al und den zugehdrigen Ladungsoperatoren Q 4, im
Zusammenhang mit einer spontanen Symmetriebrechung eine besondere Be-
deutung zu. Fiir eine weiterfiihrende Diskussion der Konsequenzen der PCAC-
Hypothese verweisen wir auf Adler und Dashen (1968), Treiman et al. (1972)
und De Alfaro et al. (1973).
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5. Realistischer ist die Approximation mg # 0, m, = my = 0. Damit ist zwar die
SU(3)y-Symmetrie gebrochen, aber im u-d-Sektor existiert immer noch eine
chirale SU(2); x SU(2) p-Symmetrie.

6. Schaltet man nun die #- und die d-Quarkmassen mit derselben Stirke m, =
mg = m ein, so reduziert sich die SU(2); x SU(2)g-Symmetrie auf eine
SU2)y-Symmetrie (Isospin).

7. Mitm, # my ist selbst die Isospinsymmetrie gebrochen.

8. Abbildung 7.1 illustriert beispielhaft den Einfluss der Quarkmassen bzw. der
entsprechenden Symmetrien auf das Spektrum des Baryonenoktetts [Lehnhart
et al. (2005)] im Rahmen der sog. chiralen Storungstheorie [siche Scherer und
Schindler (2012) fiir eine Einfiihrung].

7.4 Aufgaben

7.1 Gegeben sei der Ladungsoperator
0 = /d3x ST, X)W (X)) ¢,

der mit der globalen U(1)-Invarianz der Lagrange-Dichte eines freien Dirac-Fel-
des verkniipft ist. Driicken Sie mithilfe der Zerlegung des Dirac-Feldes in Ebene-
Welle-Losungen den Ladungsoperator durch eine Summe bzw. ein Integral von
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aus.

7.2 Gegeben sei die Lagrange-Dichte eines freien geladenen Teilchens mit dem
Spin O (siche Aufgabe 6.1):

L£L=0,070"®—m’d 0.
Unter einer lokalen U(1)-Transformation sollen die Felder ® und ® gemi
D(x) > e ®Vd(x), PT(x) > e OWPDT(x)
transformieren.

a) Wie lauten D, ® und D, ®7?

b) Konstruieren Sie mithilfe des Prinzips der Eichsymmetrie die zugehorige Eich-
theorie.

c) Schreiben Sie die resultierende Lagrange-Dichte aus und sortieren Sie die Terme
nach Potenzen der Elementarladung. Was ist der wesentliche Unterschied zur
QED-Lagrange-Dichte eines Elektrons?

d) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir ® und &7 her.

e) Bestimmen Sie den elektromagnetischen Stromoperator mithilfe von J&, =
—30L/0A,.
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f) Vergleichen Sie mit dem Noether-Strom der globalen U(1)-Symmetrie. Worin
besteht der Unterschied?

g) Zeigen Sie mithilfe der Bewegungsgleichungen, dass der elektromagnetische
Strom erhalten bleibt.

7.3 Essei {d> ,_; Tulls € R} die Darstellung einer Lie-Algebra in Form von

hermiteschen (n, n)-Matrizen mit den Vertauschungsrelationen [T, Tp] = i Cyp T
und «Sp(T,Tp) = 8,5. Wir definieren

0= Z 0.T, = 0,T,.

a=1
a) Zeigen Sie, dass das Transformationsverhalten
—_— — |
Ay A, +i[A, €]+ E(’),LG
fiir die einzelnen Eichfelder zu
1
Sﬂaﬂ = C},MGbﬂcﬂ + —aﬂéa
g
fiihrt. . ~ N N ~
b) Wie transformiert 9, A, — 9,4, bzgl. A, — A, +i[A,,€] + éa,;?

¢) Wir definieren ~ . N o
Fw=0,A,—-0,A, +ig[A, A,

Zeigen Sie mithilfe der Jacobi-Identitit [a, [b, c]] + [b, [¢,a]] + [c, [a,b]] = O,
dass fir A, — A, +i[A,€] + ga,g bis zur ersten Ordnung in€ gilt:

Frv > Fuw +i[Fu 2.
d) Zeigen Sie damit, dass
K So(Fr 7y = o
_Zsp(f;wf ) = _Z.Ta;wfa

bis zur ersten Ordnung in€ invariant bzgl. ij,TU — ij,TU +1 [j-”:),?] ist.

7.4 Gegeben sei eine (fiktive) Lagrange-Dichte
t 21 t 20t 4 1 1 252
L=D,p'DF¢—m '+ D, O'D'®-M"D"P + Eaﬂoa"a—imdo

1
+ 1990 + 0" ®0 — Zj:,wf’“,
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mit
Dyp=0,—ieA,)p,
D,L<pT = (0, + ieﬂﬂ)qﬁ,
D, ®=(0,—ieA,)P,
D,®" = (0, +ieA,)®",

d.h. ¢ und ® beschreiben unterschiedliche (einfach) negativ geladene Teilchen mit
den Massen m bzw. M, und o beschreibt ein neutrales Teilchen mit der Masse m,,.

a) Zeigen Sie, dass £ invariant bzgl. einer Eichtransformation der zweiten Art ist:

p(x) > € ®Do(x),
O (x) > ¢ OV (x),
o(x) —~ o(x),

Au(x) = Au(x) +0,0(x)/e.

(Die korrespondierenden Transformationenen von ¢ und ® sind impliziert.)
b) Betrachten Sie den Wechselwirkungsterm

Linn = clbe(pcr + czprfba, c; € C.

Welche Bedingungen fiir die Koeffizienten c¢; ergeben sich aus der Forderung
Lin = L£3,?
c) Untersuchen Sie das Verhalten der verschiedenen Terme der Lagrange-Dichte

unter der Ladungskonjugationstransformation
A= —A,, (p(—)(pT, CI><—><I>T, o 0.

Unter welcher Voraussetzung ist £ invariant bzgl. der Ladungskonjugation?

7.5 Zur Illustration des Eichprinzips diskutieren wir den urspriinglichen Vorschlag
von Yang und Mills (1954), die Isospinerhaltung aus einer lokalen SU(2)-Symme-
trie herzuleiten. Gegeben sei

Lo(W,9,¥) = V(g —my)V

wz(g).

Die Lagrange-Dichte £ ist invariant bzgl. einer infinitesimalen, globalen, linearen
Transformation der Felder

mit einem Isospindublett

-

3 -
W(x) — W(x) = (11 —i Ze,%) W(x) = (11 —i%) W(x).
i=1
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Wie lautet die aus dem Eichprinzip abgeleitete Lagrange-Dichte? Verifizieren Sie
den Ausdruck
fip,v = auﬂiv - avﬂiu - geijkﬂjuﬂkv

fiir die drei Feldstéirken.

7.6 Gegeben seien die Projektionsoperatoren

1 1
PR:_(ﬂ+y5)v PLZ—(E_VS)7
2 2
wobei die Tiefstellungen R und L fiir rechts bzw. links stehen. Verifizieren Sie

Pr+P. =1, Pr=P}, P.=P]
Pp=Pr, P} =P, PrPL= P, Pr=0.

Hinweis: yg =ysy2 =1

7.7 Betrachten Sie die hochrelativistische Losung positiver Energie mit dem Im-
puls p,

u(p,+) ~ ﬁ( X ) = us(p).
=l 8

wobei wir annehmen, dass der Spin im Ruhesystem entweder parallel oder antipar-
allel zur Richtung des Impulses polarisiert sei:

G-p Y+ =E)x+.

In der Standarddarstellung der Dirac-Matrizen gilt

L[ 1 oo 1 Lo =l
Pr=- R .
) ( Lo oo LR WS PSP PO

Zeigen Sie
Pru, =u,, Pru, =0, Pru_=0, Pu_=u_.

7.8 In (7.41) und (7.45) wurden links- bzw. rechtshindige Felder definiert als
qr = Prq. qr = Prq. 4L =qPr und gr=qP..

Zeigen Sie

_ ) 4rliqr +qrliqr  fir Ty e {y#, y¥ys}

g 1'; _ Z "
774 qrInqr + qiTgr  fir Tp € {1, ps, 0"}
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Hinweis: Schieben Sie ,,Einsen® ein in der Form
qlig =q(Pr+ Py (Pr+ PL)q

und machen Sie von {I'{, ys} = 0 und [I';, 5] = 0 Gebrauch sowie von den Eigen-
schaften der Projektionsoperatoren.

7.9 Gegeben sei die QCD-Lagrange-Dichte fiir masselose u-, d - und s-Quarks:
o . 1
Lo =Y GrriPars+qLsiPary) - Zgauugff”.
f=ud.s

a) Wenden Sie die Methode von Gell-Mann und Lévy an und bestimmen Sie die
Anderung 8£0QCD bzgl. folgender infinitesimaler, lokaler Transformationen:

us 8 2 uy,
d 1—i L2 et :
1 |—>< IZGa > i€ dy,
SL a=1 SL
UR 8 2 UR
dr | — (1—i2657a—ieRﬂ> dg
SR a=1 SR

b) Bestimmen Sie die zugehorigen Noether-Strome.
¢) Wir addieren nun den Quarkmassenterm aus (7.63),

Ly = —qMq = —(qrMqr + GLMqR).

zur Lagrange-Dichte LOQCD. Bestimmen Sie die Anderung § £, bzgl. der Trans-
formationen aus Teilaufgabe a).

7.10 Gegeben seien die Ladungsoperatoren Q;,(¢), Qrq(¢) und Qy (¢) aus (7.57)
bis (7.59). Verifizieren Sie die (gleichzeitigen) Vertauschungsrelationen

[ORa> Orbl =1 fubc Ores  [QLas Orol =0, [Qra, Ov] = [Qra» Ov] = 0.
Hinweis: [Q14, Ors] =1 fupe O wurde bereits in Abschn. 7.3.2 gezeigt.
7.11 Driicken Sie die Vektorstome uy*u, d y*d und sy*s als Linearkombinatio-

nen des vektoriellen Singulettstroms V* = gy*q und geeigneter Oktettkomponen-
ten V)" = Gy*(A./2)q aus.
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