Grundkonzepte

Zusammenfassung

In diesem Kapitel stellen wir die Grundprinzipien vor, die zur Konstruktion von Ent-
scheidungsverfahren benutzt werden sollen, geben konkrete Beispiele fiir darauf basie-
rende Verfahren an und notieren erste Eigenschaften dieser Verfahren.

2.1 Entscheidungsprozesse

Wir wollen uns mit dem Problem des gemeinschaftlichen Entscheidens (im englischen
Sprachraum als social choice bezeichnet) befassen. Den Begriff der Wahl vermeiden wir
an dieser Stelle bewusst, denn unsere Konzepte werden nicht nur auf klassische (politi-
sche) Wahlen anwendbar sein, sondern auch auf viele andersartige Fragen.

Die Grundsituation eines gemeinschaftlichen Entscheidungsprozesses besteht, in ab-
strakter Weise dargestellt, aus drei Komponenten:

1. einer gewissen Anzahl von Alternativen, zwischen denen entschieden werden soll,

2. einer gewissen Anzahl von Kriterien, nach denen die einzelnen Alternativen bewertet
werden, sowie

3. einem Entscheidungsverfahren, das unter den gegebenen Alternativen unter Bertick-
sichtigung der Kriterien einen oder mehrere Sieger findet.

Dieses abstrakte Konzept ldsst zahlreiche verschiedene Konkretisierungen zu, von denen
hier einige wichtige Beispiele erwihnt werden sollen.

Beispiel 2.1 Im Fall einer politischen Wahl sind die Alternativen einfach die zur Wahl
stehenden Kandidaten, und als Kriterien ziehen wir die Priorititen der Wihlerinnen und
Wihler heran. Einige hierfiir verwendbare Entscheidungsverfahren haben wir in Kap. 1
schon erwihnt, z. B. das Verfahren der einfachen Mehrheit, die Mehrheitswahl mit an-
schlieBender Stichwahl oder die Methode der Binérvergleiche.
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Beispiel 2.2 Auch die Situation, dass jemand ein Auto kaufen mochte, kann in diesen
Rahmen eingeordnet werden. Die verschiedenen auf dem Markt befindlichen Fahrzeug-
modelle sind hier die Alternativen, und als Kriterien verwendet man die Bewertungen,
inwieweit die Autos die fiir den Kdufer wichtigen Anforderungen erfiillen.

Beispiel 2.3 SchlieBlich lassen sich auch viele sportliche Wettbewerbe unter unserem Be-
griff subsumieren. Bei der Ermittlung eines Weltcupsiegers im Skisport etwa wiirden die
Teilnehmer der Rennen die Alternativen sein und ihre Platzierungen in den einzelnen Ren-
nen die Kriterien. Typische Entscheidungsverfahren fiir solche Wettbewerbe verteilen fiir
jedes Rennen Punkte in Abhingigkeit von der jeweiligen Platzierung und addieren die
Punkte iiber die gesamte Saison. Je nachdem, wie viele Punkte fiir jeden Platz vergeben
werden, erhilt man unterschiedliche Entscheidungsverfahren.

In diesen und vergleichbaren Fillen sind neben den genannten auch zahlreiche andere
Entscheidungsverfahren denkbar und in der Praxis auch im Einsatz. Unsere aufzustellende
allgemeine Theorie soll moglichst viele dieser speziellen Verfahren erfassen. Auf eine
Eigenschaft unseres abstrakten Konzepts sei hierbei noch ausdriicklich hingewiesen: Aus
dem dritten Punkt der obigen Beschreibung des Konzepts geht hervor, dass wir neben
den Verfahren, die eine eindeutige Entscheidung treffen, auch solche zulassen wollen, bei
denen mehrere Sieger moglich sind. Gerade bei Anwendungen im Sport kann dies sinnvoll
sein.

Fiir die Untersuchung wollen wir zunéchst unser bisher nur in Worte gefasstes Konzept
in mathematischer Form ausdriicken. Dazu benétigen wir einige Vorarbeiten.

Definition 2.1 Eine strikte Anordnung der Elemente einer endlichen Menge A heif3t Prio-
rititenliste von A. Die Menge aller Prioritdtenlisten von A bezeichnen wir mit O(A).

Unter einer strikten Anordnung der Elemente einer n-elementigen Menge verstehen wir
dabei ein n-Tupel von paarweise verschiedenen Elementen der Menge. Die Interpretation
ist dabei, dass das erste Element des n-Tupels eine hohere Prioritit hat als das zweite,
das zweite eine hohere als das dritte usw. (dies ist die Anordnungseigenschaft); aulerdem
soll nicht erlaubt sein, zwei Elementen die gleiche Prioritdt zuzuordnen (das ist mit dem
Begriff strikt gemeint).

Damit kénnen wir den entscheidenden Begriff dieser Theorie mathematisch definieren.

Definition 2.2 Ein Entscheidungsprozess ist ein Tripel (A4, K, C), bestehend aus

1. einer endlichen und nichtleeren Menge A, deren Elemente Alternativen genannt wer-
den,

2. einer endlichen und nichtleeren Menge K, deren Elemente als Kriterien bezeichnet
werden, und

3. einer Abbildung C : P — P(A) \ {0}, dem sog. Entscheidungsverfahren.



2.1 Entscheidungsprozesse 13

Hier ist P(A) die Potenzmenge von A, also die Menge aller Teilmengen von A4, und mit
P bezeichnen wir die Menge aller (K, A)-Profile, wobei wir unter einem (K, A)-Profil
eine Abbildung von K nach O(A) verstehen.

Ein (K, A)-Profil ordnet demnach jedem Kriterium (also jedem Wéhler o. 4.) eine ein-
deutig definierte Priorititenliste zu, wie wir es bereits in den Beispielen in Kap. 1 gesehen
hatten. Das Entscheidungsverfahren nimmt als Eingabedaten dann ein solches (K, A)-
Profil (d. h. die Information, welche Priorititenliste zu jedem einzelnen Kriterium gehort)
und gibt eine nichtleere Teilmenge der Alternativenmenge A aus. Die Elemente dieser
Teilmenge sind dann die Sieger der Wahl, des sportlichen Wettbewerbs, ... Im Regel-
fall wird man an Verfahren interessiert sein, bei denen in moglichst vielen Situationen
eine Menge ausgegeben wird, die genau ein Element enthilt, aber wir wollen — wie oben
erwihnt — auch solche Verfahren betrachten, die das nicht gewéhrleisten.

Fiir unsere Zwecke ist es vollig unerheblich, wie wir die Kriterien bezeichnen. Wir
werden daher fast immer die einfachste denkbare Form wiéhlen und die Kriterien schlicht
durchnummerieren, d. h. es gilt grundsitzlich

K=1{1,2,3,....n}

mit einemn € N,
Hat die Alternativenmenge die Elemente Anton, Berti, Conni, Det, Edi und Fritzchen,
wire also

(Anton, Conni, Det, Berti, Fritzchen, Edi)

eine denkbare Prioritétenliste. Diese Art der mathematischen Formulierung ist sehr prak-
tisch, wenn man Priorititenlisten konkret angeben mochte. Allerdings erweist sie sich
manchmal als etwas unhandlich, wenn mathematische Untersuchungen vorgenommen
werden sollen. Fiir solche Zwecke kann es niitzlicher sein, eine anders geartete (aber dqui-
valente) Darstellung zu benutzen. Hierzu betrachten wir jedes Paar von Alternativen und
jedes Kriterium und sagen dann, dass die eine Alternative beziiglich dieses Kriteriums
besser abschneidet als die andere. In symbolischer Schreibweise stellen wir dies durch
das Zeichen >; dar, wobei der Index j auf die Nummer des Kriteriums verweist. Wenn
die oben genannte Prioritdtenliste beispielsweise zum Kriterium Nr. 4 gehort, konnen wir
dies in der formal etwas umsténdlich erscheinenden, aber leicht analysierbaren Form

Anton >4 Conni, Anton >4 Det, Anton >4 Berti,
Anton >4 Fritzchen, Anton >4 Edi, Conni >4 Det,
Conni >4 Berti, Conni >4 Fritzchen, Conni >4 Edi,
Det >, Berti, Det >, Fritzchen, Det >, Edi,
Berti >4 Fritzchen,  Berti >4 Edi, Fritzchen >4 Edi

darstellen.
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Wenn die Menge der Alternativen und die Menge der Kriterien aus dem Kontext klar
sind, werden wir im Folgenden statt (K, A)-Profil kurz Profil schreiben.

Fiir die Eigenschaften der auf diese Weise abstrakt beschriebenen Entscheidungsver-
fahren ist es nicht nur irrelevant, wie die Menge K im Einzelnen aussieht; auch die genaue
Form der Elemente von A ist unbedeutend. Wichtig ist tatsidchlich nur, wie viele Elemente
die Mengen K und A haben. Diese Beobachtung motiviert uns zu einer Definition, bei der
wir mit | M | die Mdichtigkeit der Menge M , also die Anzahl ihrer Elemente, bezeichnen.

Definition 2.3 Seien 1, g € N. Eine Abbildung C : PI? — P(A) \ {4} mit |K| = n und
|A| = g heit (n, q)-Entscheidungsverfahren.

Offensichtlich sind (7, ¢)-Entscheidungsverfahren mit n = 1 (nur ein Wéhler) oder
q = 1 (nur eine Alternative) uninteressant. Den einfachsten nichttrivialen Fall erhalten
wir fiirn =g = 2:

Beispiel 2.4 Fiir g = 2 setzen wir A = {a, a,}. Dann gibt es genau zwei Prioritétenlisten
(ay,az) bzw. (az,a;) und somit ist O(A) = {(ai,as), (a,a;)}. Wegen n = 2 ergeben
sich damit vier mogliche Prioritdtenprofile:

Profil 1 Profil 2

Kriterium Prioritétenliste Kriterium Prioritétenliste
1 (ar,az) 1 (a1,a2)

2 (ar,az) 2 (a2, a1)

Profil 3 Profil 4
Kriterium Prioritétenliste Kriterium Prioritétenliste
1 (az,ay) 1 (az,ay)

2 (ar,az) 2 (az,ay)

Die Menge P/, d. h. der Definitionsbereich des Entscheidungsverfahrens C, hat also vier
Elemente. Der Wertebereich von C ist die dreielementige Menge {{a,}, {a>}, {ai,a>}}.
Aus allgemeinen mengentheoretischen Uberlegungen folgt damit, dass es 3* = 81 unter-
schiedliche (2,2)-Entscheidungsverfahren gibt. Hierzu gehoren auch Verfahren von zwei-
felhafter Sinnhaftigkeit wie etwa das durch C(P) = {a,} fiiralle P € PI? definierte, das
unabhiéingig von den tatsdchlich vorliegenden Prioritidten immer die Alternative a; zum
einzigen Sieger erklirt.

Bemerkung 2.1 Die Anzahl der moglichen Entscheidungsverfahren erscheint in Bei-
spiel 2.4 noch iiberschaubar. Sie wichst aber fiir groler werdende n und g sehr schnell an.
Allgemein haben wir bei g Alternativen offenbar ¢! verschiedene Priorititenlisten. Somit
ergeben sich bei n Kriterien (¢!)" verschiedene Profile. Der Wertebereich des Entschei-
dungsverfahrens hat immer 29 — 1 Elemente. Damit existieren fiir beliebige n und g genau
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(29 —1)"" verschiedene (1, ¢)-Entscheidungsverfahren. Selbst fiir den noch relativ , klei-
nen* Fall von 4 Kriterien und 3 Alternativen fiihrt dies schon auf (3!)* = 1296 Profile und
712% ~ 10'%% verschiedene Verfahren.

2.2 Mengentheoretische Konzepte
Fiir unsere Untersuchungen benotigen wir einige elementare Begriffe der Mengenlehre:

Definition 2.4 Gegeben sei eine Menge X. Eine Teilmenge R von X x X, also eine
Menge von Paaren von Elementen der Menge X, heillt Relation iiber X .

Wenn unsere Menge X = {x, x,} ist, wiren denkbare Relationen also z. B.

Ri =0, Ry={(x1,x1)}, R3={(x1,x2)}, Rs={(x1,x1),(x1,x2), (x2,x1)},

Fiir uns werden Relationen R iiber der Alternativenmenge A wichtig sein. Hierbei inter-
pretieren wir die Aussage (a;,a,) € R als ,,Alternative a; ist besser als a,* bzw. ,,a; wird
a, vorgezogen®. Damit konnen wir die oben erwihnte Beziehung >; als Relation inter-
pretieren, die aus einer Prioritdtenliste entstanden ist. Eine Prioritdtenliste (a;, a», as, as)
etwa entspricht der Relation

> ={(ai,a),(a1,a3),(ai,as),(as,a3), (az,as), (as, as)}.

Bestimmte Eigenschaften von Relationen sind fiir uns besonders relevant.

Definition 2.5 Sei R eine Relation iiber einer Menge X .

(a) R heilt asymmetrisch, wenn fiir alle x{, x, € X gilt: (x1,x2) € R = (x3,x1) ¢ R.

(b) R heilt vollstindig, wenn fiir alle x;,x, € X mit x; # x; gilt: (x;,x;) ¢ R =
(Xz, Xl) € R.

(¢) R heift transitiv, wenn fiir alle x1,x,x3 € X gilt: (x1,x2),(x2,x3) € R =
(Xl, X3) € R.

(d) R heilt strikte Ordnung, wenn R asymmetrisch, vollstindig und transitiv ist.

Auf unsere Situation, d. h. auf Relationen, die aus Prioritétenlisten hervorgehen, bezo-
gen kann man diese Eigenschaften folgendermalien interpretieren:

(a) Die Asymmetrie verbietet, dass beziiglich eines Kriteriums Alternative a; besser als
a, und gleichzeitig a, besser als a; abschneidet.

(b) Die Vollstandigkeit zwingt jedes Kriterium dazu, fiir je zwei verschiedene Alternati-
ven a; und a, immer eine Reihenfolge festzulegen. Es darf also nicht gesagt werden,
dass beziiglich eines Kriteriums beide Alternativen gleich gut bewertet werden oder
dass fiir dieses Kriterium die Reihenfolge der beiden Alternativen gleichgiiltig ist.

(c) Die Transitivitit sichert die Konsistenz der Reihenfolge, d.h. wenn a; besser ist als
a, und a, besser als a3, dann muss auch a; besser als a3 sein.
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Da eine Relation, die sich als ,,besser als*-Relation >; aus der Prioritéitenliste des Kriteri-
ums j ergibt, notwendigerweise alle diese Eigenschaften aufweist, handelt es sich bei >
um eine strikte Ordnung im Sinne dieser Definition.

Das klassische Beispiel einer strikten Ordnung ist, wie das Symbol > bereits sugge-
riert, die tibliche ,,grofler als“-Relation > iiber einer Teilmenge X der reellen Zahlen.
Wenn die Zahlenmenge X endlich ist, dann wissen wir, dass sie ein eindeutiges groftes,
also beziiglich der Relation > extremes, Element hat. Auch in unserer Anwendung treten
endliche (Alternativen-)Mengen auf, und die ,,besser als*-Relation > liefert ebenfalls ein
eindeutiges extremes, also bestes, Element.

Fiir den Beweis dieser Aussage und in vielen anderen Situationen (aber nicht immer) ist
es praktischer, statt (a1, a;) € >, wie oben schon angedeutet, kurz und prignant a; > a,
zu schreiben. Wir halten daher fest, dass beide Formulierungen das gleiche bedeuten, und
verwenden bei Bedarf immer die in der vorliegenden Situation giinstigere. Dabei wollen
wir wegen der suggestiven Nihe der Symbole > und > die Schreibweise a; > a, in der
Regel bevorzugen, wenn die Relation > ebenso wie die klassische ,,grofer als“-Relation
> eine strikte Ordnung ist.

Lemma 2.1 Ist > eine strikte Ordnung iiber der endlichen Menge X, dann existiert genau
ein x* € X mit der Eigenschaft x* > x fiir alle x € X mit x # x*.

Das in Lemma 2.1 beschriebene Element x* ist also besser als jedes andere Element
der Menge X und kann daher als das erwihnte erste oder beste Element der Relation
> gedeutet werden. Wenn man dieses gefunden hat, kann man x* aus der Grundmenge
X streichen und eine neue Relation auf der kleineren Grundmenge X \ {x*} bestimmen,
indem man alle Beziehungen, in denen x* vorkommt, aus > entfernt. Auch diese neue Re-
lation, die man der Einfachheit halber wieder mit > bezeichnet, ist eine strikte Ordnung
und hat nach Lemma 2.1 ein erstes Element, das sich dann als zweites Element der ur-
spriinglichen Relation interpretieren ldsst. Sukzessives Wiederholen dieses Schrittes fiihrt
dann zu der aus dem Konzept der Prioritdtenliste bekannten strikten Anordnung der Ele-
mente in der Reihenfolge erstes, zweites, drittes und so weiter. Nachdem wir oben bereits
beschrieben hatten, wie aus einer Prioritdtenliste eine strikte Ordnung entsteht, liefert uns
dieses Ergebnis nun also die Moglichkeit, aus der strikten Ordnung die zugehorige Priori-
tatenliste zu rekonstruieren.

Fiir den Beweis von Lemma 2.1 benétigen wir ein Hilfsergebnis.

Lemma 2.2 Ist > eine asymmetrische und transitive Relation tiber der endlichen Menge
X, so existiert mindestens ein x* € X mit der Eigenschaft x 3 x* fiir alle x € X.

Beweis Wir miissen ein x* finden, zu dem es in der Relation > kein besseres Element
gibt. Hierzu wihlen wir zunéchst ein beliebiges xo € X. Wenn es hierzu kein besseres
x € X gibt, ist der Beweis erbracht. Anderenfalls existiert ein x; € X mit x; > xq. Wir
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priifen erneut, ob es ein besseres Element gibt. Wenn nicht, dann ist x; das gesuchte Ele-
ment und der Beweis ist wiederum erbracht. Anderenfalls bezeichnen wir das gefundene
Element mit x, und wiederholen diesen Schritt iterativ. Wenn dieser Prozess irgendwann
abbricht, weil kein besseres Element als das zuletzt gefundene existiert, haben wir das
gesuchte Element ermittelt und den Beweis erbracht. Anderenfalls entsteht durch diesen
Prozess eine unendliche Folge (x¢, x1, X2, .. .). Nach Konstruktion gilt fiir alle j die Aus-
sage x; > x;_1. Weil X nach Voraussetzung eine endliche Menge ist, muss nach dem
Schubfachprinzip mindestens ein Element von X mehrfach in der Folge auftreten, d. h. es
muss Indizes k, [ geben mit k < [ und x; = x;. Fiir diese Folgenglieder gilt nach unserer
obigen Uberlegung

X > Xj—1, Xj—1 > X[—2,..., Xk41 > Xk

und somit wegen der Transitivitdt x; > xj, woraus wegen x; = x; die Aussage x; > Xi
folgt, die im Widerspruch zur Asymmetrie steht. Damit ist gezeigt, dass die unendliche
Folge nicht entstehen kann; der Prozess muss also nach endlich vielen Schritten enden
und das gesuchte Element liefern. O

Beweis von Lemma 2.1 Nach Lemma 2.2 existiert ein x* € X mitx ¥ x* firallex € X.
Aus der Vollstandigkeit von > folgt fiir dieses x* sofort die Eigenschaft x* > x fiir alle
x # x*. Daher existiert das gesuchte Element. Fiir den Beweis der Eindeutigkeit nehmen
wir an, dass ein zweites Element X # x* mit dieser Eigenschaft existiert. Dann folgt
aus den Eigenschaften der beiden Elemente x* > X und gleichzeitig X > x*, was der
Asymmetrie widerspricht. Also kann ein zweites Element mit der gesuchten Eigenschaft
nicht existieren, und die Eindeutigkeit ist bewiesen. O

2.3 Das Verfahren der einfachen Mehrheit und verwandte Methoden

In diesem und den folgenden Abschnitten wollen wir erste Entscheidungsverfahren kon-
struieren und formal beschreiben. Zu diesem Zweck und fiir die spitere systematische
Untersuchung der Verfahren ist die folgende Definition hilfreich:

Definition 2.6 Sei P ein (K, A)-Profil, a € A eine Alternative und k € N. Mit ¢y (P, a)
bezeichnen wir die Anzahl der k-ten Plitze, die die Alternative a in den einzelnen Priori-
tiatenlisten des Profils P einnimmt.

Beispiel 2.5 Fiir das durch

Kriterien Prioritétenliste
1 (Alice, Bob, Carol)
2,3 (Bob, Alice, Carol)
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gegebene Profil P gilt

¢1(P, Carol) = ¢, (P, Carol) = ¢3(P, Alice) = ¢3(P,Bob) = 0,
¢1(P, Alice) = ¢,(P,Bob) = 1,

¢1(P,Bob) = ¢, (P, Alice) = 2,

¢3(P, Carol) = 3.

Zur spiteren Verwendung notieren wir an dieser Stelle eine Eigenschaft der Funktio-
nen ¢;:

Lemma 2.3 Fiir alle a € A und alle Profile P mit n Kriterien gilt

14|

thj(P,a) =n.

Jj=1

Beweis Die Summe auf der linken Seite der Gleichung gibt an, wie oft die Alternative a
insgesamt auf irgendeinen Platz eingeordnet wird. Jedes der n Kriterien setzt @ auf genau
einen Platz, also ergeben sich insgesamt genau n Platzierungen. O

Mit Hilfe der Funktionen ¢; knnen wir nun als erstes konkretes Verfahren das Verfah-
ren der einfachen Mehrheit formal definieren.

Definition 2.7 Das Entscheidungsverfahren der einfachen Mehrheit ist definiert durch
CM(P):={a € A:¢(P,a) = max,es ¢1(P,X)}.

Man nimmt also alle Alternativen, priift fiir jede davon nach, auf wie vielen Priorita-

tenlisten sie auf dem ersten Platz steht, und erklért dann alle diejenigen zu Siegern, die die
grofite Zahl an ersten Plitzen aufweisen.

Beispiel 2.6 Das Profil P sei gegeben durch

Kriterien Prioritétenliste

1,2 (Alice, Bob, Carol)
3,4 (Bob, Carol, Alice)
5 (Carol, Bob, Alice)

In diesem Fall ist ¢; (P, Alice) = ¢ (P, Bob) = 2 und ¢, (P, Carol) = 1, also liefert das
Verfahren C*M(P) = {Alice, Bob}.
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Beispiel 2.7 Das Profil P sei gegeben durch

Kriterien Prioritétenliste

1,2 (alyaZ,bth ----- bm—lvbm)
3 (b1,az,by, b3, ..., by, a)

4 (by,a2,b3,by, ... by, bi,ay)
m+2 (b, az, by, by, ....by1,a1)

In diesem Beispiel ist dann ¢ (a;) = 2, ¢1(a2) = Ound ¢ (b;) = 1fiir j =1,2,...,m.
Damit ergibt sich C*™(P) = {a,}. Dieses Beispiel verdeutlicht insbesondere fiir groBe
m einen Nachteil des Verfahrens: Die Alternative a@; wird zum eindeutigen Sieger erklért,
obwohl sie bei fast allen Kriterien am schlechtesten abschneidet.

In Abschn. 1.2 hatten wir schon gesehen, dass es sinnvoll sein kann, das Verfahren
der einfachen Mehrheit durch eine Stichwahl zu ergénzen. Diese Idee kann man in einen
allgemeineren Kontext einordnen, fiir dessen Herleitung wir zunéchst einige Begriffe zur
Verfiigung stellen wollen.

Definition 2.8 Sei P ein (K, A)-Profil und W eine nichtleere Teilmenge der Alterna-
tivenmenge A. Dann bezeichnen wir mit P, die Restriktion des Profils P auf die Al-
ternativenmenge W, d. h. dasjenige (K, W)-Profil, das sich dadurch ergibt, dass aus den
Prioritdtenlisten des gegebenen Profils P alle Alternativen gestrichen werden, die nicht zu
W gehoren.

Beispiel 2.8 Fiir A = {Alice, Bob, Carol, Dave} und K = {1,2,3,...,9} sei durch

Kriterien Prioritétenliste

1,2,3,4 (Alice, Bob, Carol, Dave)
5,6 (Bob, Carol, Dave, Alice)
7,8 (Carol, Dave, Bob, Alice)
9 (Dave, Carol, Bob, Alice)

das Profil P gegeben. Schrianken wir uns dann auf W = {Bob, Dave} C A ein, so kdnnen
wir P, durch

Kriterien Prioritétenliste
1,2,3,4,5,6 (Bob, Dave)
7,8,9 (Dave, Bob)

beschreiben.
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Definition 2.9 Gegeben sei ein Entscheidungsverfahren C®, das wir als Elementarver-
fahren bezeichnen. Das zu diesem Elementarverfahren gehorige Eliminationsverfahren
ist gegeben durch
1 T
Cgiim(P) := lim W,
1—>00
mit Wy := Aund W; | := Cel(P|Wl_).

Hierbei interpretieren wir den Limes einer Folge von Mengen derart, dass wir
lim; _, ., W; mit derjenigen Menge W,, identifizieren, fiir die W,
gilt.

Die Vorgehensweise eines Eliminationsverfahrens besteht also darin, zunichst das zu-

= io+1 = I/I/i()+2 = ...

gehorige Elementarverfahren auf das gegebene Profil anzuwenden und die entsprechende
Siegermenge zu ermitteln und dann ein neues Profil dadurch zu konstruieren, dass das
vorherige Profil auf diese Siegermenge eingeschrinkt wird. Auf dieses neue Profil wendet
man die gleichen Arbeitsschritte erneut an und wiederholt diesen Prozess so lange, bis
sich keine Anderung der Siegermenge mehr ergibt. Diese zuletzt gefundene Siegermenge
ist dann die endgiiltige Siegermenge des Eliminationsverfahrens.

Beispiel 2.9 Wir wollen ein Elementarverfahren mathematisch formal beschreiben, das
folgende Eigenschaften hat:

1. Fiir jede Alternative wird die Anzahl der Kriterien ermittelt, beziiglich derer sie als
beste bewertet wird.

2. Eine Alternative, die von mehr als der Hilfte der Kriterien als beste bewertet wird, ist
alleinige Siegerin.

3. Wenn keine solche Alternative existiert, gewinnen die beiden Bestplatzierten. Falls es
mehr als zwei Alternativen gibt, die nach dieser Beschreibung in Frage kommen (weil
es entweder mehr als zwei Erstplatzierte oder genau einen Erst- und mehr als einen
Zweitplatzierten gibt), siegen alle diese Alternativen.

Da es sich um ein Elementarverfahren handelt, das als Basis fiir ein Eliminationsverfahren
dienen soll, ist der Begriff des Siegs hier nicht als endgiiltiger Sieg zu verstehen, sondern
als Qualifikation fiir die nichste Runde. Formal kann das zugehorige Elementarverfahren
wie folgt beschrieben werden:
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