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2 1 Zur Einstimmung

1.1 Worum geht es eigentlich?

Bereits im Altertum gelang es Archimedes (um 287-212 v. Chr.), zum einen
Tangenten an gegebene Kurven, und zum anderen den Flécheninhalt unter
einer gegebenen Kurve zu berechnen. Er konnte zu seiner Zeit nicht erken-
nen, dass diese beiden Operationen — Tangentenberechnung und Flichenbe-
rechnung — zueinander inverse Operationen sind, was sich im Hauptsatz der
Differenzial- und Integralrechnung ausdriickt, der erst von Newton und Leib-
niz erkannt und von Leibniz aus der Geometrie eines Isaac Barrow (1630-1677)
heraus in die neue Sprache der symbolischen Algebra gebracht wurde, in der
er seine Kraft voll entfalten konnte.

Aber warum, um Gottes Willen, will man Tangenten und Fliachen ausrechnen?
So haben sich sicherlich Generationen von Schiilerinnen und Schiilern gefragt
und vielleicht fragen Sie es sich in diesem Moment auch. Ich will eine Erkla-
rung geben und zuvor versuchen klarzumachen, wie man solche Rechnungen
durchfiihrt. Dabei greife ich auf ein grofses Vorbild zuriick: Das Buch Calculus
made easy des englischen Physikers Silvanus Phillips Thompson (1851-1916).

Calculus made easy erschien 1910 und ist bis heute (!) im Druck. Im Jahr
1998 gab der bekannte Autor und Wissenschaftsjournalist Martin Gardner
(1914-2010) das Buch [Thompson 1998a] mit einer neuen Einfiihrung und
leicht modernisiert heraus, und im selben Jahr erschien bereits der Nachdruck
der 12. Auflage der deutschen Ubersetzung Analysis leicht gemacht [Thomp-
son 1998b]. Die von Thompson verwendeten Erlduterungen halten moderner
Strenge nicht immer stand, aber gentigen fiir unsere Zwecke! Wenn Sie eine gu-
te Ausbildung in Differenzial- und Integralrechnung genossen haben, kénnen
Sie die folgenden Abschnitte natiirlich iiberspringen.

Abb. 1.1.1. Silvanus P. Thompson [Foto: Fotograf unbekannt, vor 1900 aus: Thomp-
son and Thompson, 1920] und beim Vortrag vor einem jugendlichen Auditorium
[Foto: Fotograf der ,Daily Mirror, 1910, Thompson and Thompson, 1920]
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1.2 Steigung, Ableitung und Differenzialquotient

Wenn auf einem Verkehrsschild vor einer Steigung von 10 % gewarnt wird,
was ist damit dann eigentlich gemeint? Muss ich bei 100 % Steigung etwa
senkrecht die Wand hoch?

Abb. 1.2.1. Achtung: 10 % Steigung

Die Steigung macht eine Aussage iiber das Verhéltnis der zu iiberwindenden
Hohe zur gefahrenen Strecke. Miissen also auf den néchsten 5km 250 Hohen-
meter iiberwunden werden, dann ist die Steigung

250 m
s = 5000m = 0.05

oder 5 %. Muss man auf den nachsten 5km 500 Hohenmeter iiberwinden, wé-
re das eine Steigung von 10%, und wenn auf eine horizontale Strecke von
5km auch eine Hohendifferenz von 5 km kiime, dann wire die Steigung 100 %.
Abbildung 1.2.2 zeigt die Situation, wobei Az die zu fahrende horizontale
Strecke, und Ay die Hohendifferenz bezeichnet.

Mit der Steigung kénnen wir wie in Abbildung 1.2.2 iiber die Tangensfunktion
einen Winkel « assoziieren,

A
tana = —y,

Az

denn das Steigungsdreieck ist offenbar ein rechtwinkliges Dreieck. Der Win-
kel o bei unserem Beispiel von 5% Steigung wire

o = arctan 0.05 ~ 2.86°,

10 % Steigung korrespondiert zu einem Winkel von 5.7° und 100 % Steigung
fiihrt auf o = arctan 1 = 45°.

Nun ist eine Strafse ganz sicher keine aus ebenen Stiicken zusammengesetzte
Fahrbahn, sondern in ihrem Profil eher eine Funktion

y = f(x)
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Abb. 1.2.2. Steigung und Winkel

wie in Abbildung 1.2.3 gezeigt. Wie man sieht, entspricht die ausgerechnete
Steigung Ay/Axz nun nicht mehr genau der wahren Steigung am Punkt zg
und je groker wir Az machen, umso weniger hat unsere Steigung mit der
wahren Steigung zu tun. Hier setzt man nun den neuen Kalkiil von Leibniz
und Newton ein!

Wir nehmen an, wir machen in z-Richtung nur einen winzigen Schritt. Wirk-
lich sehr, sehr winzig. Also eigentlich ein unendlich kleiner Schritt (oder, in
der Ubersetzung von Thompsons Buch, ,unbegrenzt klein“ [Thompson 1998b,
S.100]), und um diesen Schritt von Az zu unterscheiden, nennen wir ihn in
Leibniz’scher Notation dx. Das ,,d* kann dabei gelesen werden als ,ein winziges
Stiick von“.

Damit ist dz ,ein winziges Stiickchen von z*.

Gehen wir von xy aus den winzigen Schritt dx nach rechts, dann gibt die
unbegrenzt kleine Grofse dy die Hohendifferenz an. Wenn wir von xg in den
Punkt x¢+ dz gehen, ist aus dem Funktionswert yg = f(z0) gerade der Funk-
tionswert yo + dy geworden. Da wir nur einen unbegrenzt kleinen Schritt weg
von xy gemacht haben, muss der Differenzialquotient

dy

— (1.1)

s(xo) =
die wahre Steigung der Fahrbahn am Punkt xy angeben. Diese wahre Steigung
beschreibt die Anderung der Fahrbahn am Punkt zg. Aber wie berechnet
man nun diesen Quotienten aus zwei unbegrenzt kleinen Grofien?

Ein gutes Beispiel liefert die Parabel y = f(z) = 2. Wollen wir die Steigung
am Punkt 2y = 2 berechnen, dann miissen wir die Anderung von yo = f(z¢) =
23 zu yo + dy = f(x¢ + dx)betrachten:

Yo +dy = f(wo + dz) = (20 + dv)* = 23 + 230 dx + (dx)?.
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Abb. 1.2.3. Realistischer Strafienverlauf

Nun ist yo = x%, so dass wir
dy = 2w dx + (dx)? (1.2)

erhalten. Die Grofle dxr haben wir als unbegrenzt klein angenommen. Wie
grofs ist dann wohl das Quadrat einer solchen Groéfe? Wir ahnen schon, dass
wir ohne Probleme (dz)? = 0 setzen diirfen, aber warum diirfen wir nicht
dxr = 0 setzen? Hilfreich ist die Vorstellung der Fliche eines Quadrats mit
Kantenldnge x + dr wie in Abbildung 1.2.4. Der Flicheninhalt ist offenbar
(r + dx)? = 2 + 2x dr + (dr)? und wir machen folgende Beobachtung: Die
beiden Streifen mit Flidcheninhalt = - dz tragen offenbar noch merklich zur
Fliche bei, aber das kleine Quadrat mit Flicheninhalt (dz)? ist sicher zu
vernachlassigen.

Man spricht auch von Kleinheit h6herer Ordnung, bezeichnet Grofsen wie
z-dx als Grofien erster Ordnung, Grofen wie dz - dx als Gréften zweiter
Ordnung, usw., und sagt, dass Grofsen hoherer Ordnung im Vergleich zu
Grofien erster Ordnung vernachlissigbar sind.

Damit wird nun aus unserer Gleichung (1.2) die Gleichung
dy = 2x¢ dz,
und die Division durch dz liefert die Steigung am Punkt z,

dy
—_— = 2 .
dx o
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dx \

(dx)’

x dx

Abb. 1.2.4. Flachenbetrachtung am Quadrat

Am Punkt 2o = 2 ist die Steigung der Funktion y = 22 also dy/dx(2) = 4.

Auf diese Weise — und mit dem Binomialtheorem — kénnen wir auch zeigen,
dass die Steigung der Funktionen y = ™, n irgendeine natiirliche Zahl, immer
dy/dx = naz™~ ! ist. Denn wir setzen an

y+dy = (v +dx)"

und kénnen nun auf den Klammerterm die Binomialentwicklung anwenden:

n__.n n on-1 ’I’L(’I’L—l) n—2 2
(x+dx)" ==z —I—Ix dm—i—ﬁx (dx)*+...
—|—...n(n_1)(n_2)”.2x(dm)"_1+n(n_1)<n_2>”.2.1(dx)”.

1-2----(n—1) 1-2.--(n—1)-n

Diese Entwicklung kennen Sie sicher fiir n = 2, denn dann ist es der Binomi-
sche Lehrsatz (a +b)? = a? + 2ab+ b?. Da wir schon (dx)? = 0 gesetzt haben,
kénnen wir alle Terme mit héherer Potenz von dx wegstreichen, erhalten also

y+dy =z" +na" " ldx
und wegen y = ™ folgt der Differenzialquotient

dy _ n—1
dr = nx .

Das Binomialtheorem ist nicht nur fiir natiirliche Zahlen n als Exponenten
giiltig, das ist eine der wesentlichen Entdeckungen Newtons. Dann bricht die
Summe zwar nicht mehr ab, sondern hat unendlich viele Summanden, aber
das braucht uns nicht zu kiimmern, da wir die hohen Potenzen von dx in jedem
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Fall zu Null setzen. Wir konnen also auch Steigungen von Wurzelfunktionen
y = ¥z berechnen, denn &z = z/*:

o 1 1 1
y+dy= Vo +dr=(x —l—da:)l/k =ak + Exf_ldx—i— vy

f(in den Piinktchen sind die hoheren Potenzen von dz versteckt), und damit
olgt
1 dy 1 14
=xF = L =_gr
yer e ~ &

Mit etwas mehr Einsatz gewinnt man die Differenzialquotienten weiterer
Funktionen, die wir hier in einer Tabelle zusammenfassen:

dy
y = f(x) T
xF kT
e e” (1.3)
sin x cosx
cosr |—sinzx
Inz %

Mit den hier beschriebenen Methoden kénnen wir leicht Regeln fiir Diffe-
renzialquotienten, wie die Produkt- und die Kettenregel, ableiten, und wir
bedienen uns dazu wieder der heuristisch motivierten Methode in [Thompson
1998a] bzw. [Thompson 1998b].

1.2.1 Die Produktregel

Ist ein Produkt in der Form y = f(z) - g(x) gegeben, dann gilt
y+dy=(f+df)-(9+dg) = fg+ fdg+gdf +df dg. (1.4)
Nanu, warum schreiben wir denn jetzt nicht
y+dy = f(z +dz) - g(x + dz)

wie wir es oben gemacht haben? Na ja, weil wir so einfach nicht weiterkom-
men'! Wir haben hier ja keine konkreten Beispielfunktionen, sondern allge-
meine Platzhalter f(x) und g(x). Aber f(z+ dx) schreiben wir einfach f + df,
in der Vorstellung, dass der Funktionswert von f an der Stelle x+dx derjenige
von f an der Stelle x mit einer kleinen Korrektur df ist. Insofern ist es tatséch-
lich ganz gleich, ob wir f(z+dx) oder f+df schreiben, denn f(x+dz) = f+df.

!Wenn Sie die Taylor’sche Formel kennen, dann wissen Sie: f(z+4dx) = f(x)+dz-
df (z)/dx+. .., wobei in den Piinktchen wieder die htheren Potenzen von dz stecken.
Setzen wir die wieder zu Null, dann steht da tatsichlich f(z + dz) = f(z) + df ().
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Blicken wir nun zuriick auf (1.4). Offenbar ist df - dg eine Grofe zweiter Ord-
nung und ist damit Null. Subtrahieren wir noch y = fg, dann folgt

dy = fdg + gdf,

und wenn wir noch durch dz dividieren ergibt sich die Produktregel

y=f@g@) = L=y ,T (1.5

Wir kénnen damit ein Produkt wie y = e® - (1 + 2*) einfach mit df /dz = e®

———
=@  =g4(z)
und dg/dx = 423 zu

y df_l 3 4y T
o f dz_e 4o+ (14+2%)-e

berechnen.

1.2.2 Die Quotientenregel

Ist an Stelle eines Produktes ein Quotient

f(z)

 g(x)
zweier Funktionen gegeben, dann fiihrt

f+df

+dy =
Y Y g+ dg

auf die folgende Polynomdivision?:

f+df:g+dg:i+g—i2dg
g g

g
—u+§@>

#fi@
g

~ (dr + ¥4,
g

Ly

g

(Lo o)
Ly
2

df dg

df d
,lﬁ+

(dg)?.

2Es macht nichts, wenn sie diese Rechnung noch nie gesehen haben. Merken Sie
sich einfach, dass man Polynome ganz genau so dividieren kann wie zwei Zahlen.
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Der jetzt entstandene Rest —df dg/g + f(dg)?/g? ist aber Null, da es sich nur
noch um Grofen zweiter Ordnung handelt. Unsere Polynomdivision liefert
also

fogdf —fdg

y+dy==+ 5
9 9

und wenn wir jetzt y = f/g subtrahieren und durch dz dividieren, dann haben
wir die Quotientenregel hergeleitet:

@ b9k -fE (16)
Y7 9@ dx 9 '
Statt ,Differenzialquotient” verwendet man heute lieber die Bezeichnung Ab-
leitung und schreibt

) = L (wo)

fiir die Steigung der Funktion f am Punkt zy. Offenbar ist die Steigung von
Funktionen an Maxima und Minima Null, so dass man durch Lésung der
Gleichung

dy

7 0

dx

die Punkte z finden kann, an denen Extremwerte zu vermuten sind.

Auch héhere Ableitungen spielen eine wichtige Rolle. In der Leibniz’schen

Bezeichnungsweise ist
Py _d(dy
de? * dr \dx

die Ableitung der Ableitung, usw. Zweite Ableitungen sind unter anderem
niitzlich, um an Extremstellen feststellen zu kénnen, ob es sich um ein
Maximum oder ein Minimum handelt. So lautet die erste Ableitung von
y = f(z) =2

f(x) = 2z,

und die ist genau bei x = 0 Null. Also vermuten wir bei z = 0 eine Extrem-
stelle. Die zweite Ableitung

f(x) =2

ist positiv, und das bedeutet, dass bei £ = 0 ein Minimum vorliegt.

1.2.3 Die Kettenregel

Die wahre Uberlegenheit der Leibniz’schen Bezeichnungsweise zeigt sich in
der Kettenregel. Diese Ableitungsregel wird immer dann benétigt, wenn man
verkettete Funktion wie

y = flg(x))
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zu differenzieren hat. Nennen wir den inneren Teil u(z) := g(x) und den
dufieren Teil v(u) := f(u) und differenzieren wir beide Teile,

du dv .,

C—g@), =)= o),

dann folgt die gesamte Ableitung doch aus dem Produkt
dy dv du dv

de — de  dr du’

denn das du lasst sich formal kiirzen:

A dv _ dv
@ g
also gilt
dy / /
y=flo@))) = - =g() Flg()) (1.7)

Diese Regel ist nicht auf zwei verkettete Formeln beschrankt, denn verwenden
wir in der vierfachen Verkettung

y = f(g(h(k(z))))
die Abkiirzungen

w(@) = k(z), o(u):=hu), w)=g), zw)=Ff(w),
dann ist y = z(z) und aus den einzelnen Differenzialquotienten

du dv dw dz
k() — =K (u), — = ¢ (v), =
dx (@), du (u), v 7 ), dw
folgt durch Multiplikation und Kiirzen

di di dis g g,
.

= f'(w)

also
di‘y — @ — L/ / / /
Y = L = K@) W b)) - o (k) - 7 (g k().
Betrachten wir als Beispiel die Funktion y = sin(e**” ). Wir fithren die
Abkiirzungen

u(z) =42® + 2, v(u) = wv)=sinv

ein und differenzieren einzeln:

d d d
—uz&v—i—l, U—e“, —w:cosv.
dx
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Damit folgt

dy dw du dv dw u
%—%—%~@-%—(8x+1)-e - COS v

= Bz +1)- "+ . cos (e4$2+“> :

1.2.4 Die Umkehrregel

Ist y = f(x) und existiert die Umkehrfunktion z = f~!(y), dann lautet die
Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion

dy 1
% —_— %. (1.8)
dy

Zur Illustration betrachten wir die Logarithmusfunktion
y=Inz,

von der wir wissen, dass sie die Umkehrfunktion von y = e” ist. Durch An-
wendung der e-Funktion finden wir aus y = Inx die Gleichung

und daher
dx Inz
— =Y =" = 1.
dy

Aus der Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion folgt dann
dy dlnz 1 1

dv ~ de dz 3
dy

Wir haben damit gezeigt, dass (Inz)’ = 1/ gilt.

1.3 Flacheninhalt, Integral und Antidifferenziation

Wir stellen uns nun vor, dass eine Strecke [a, b] der Lange x = b — a in unbe-
grenzt kleine Grofsen der Lange dx zerlegt wird. Wenn wir alle diese kleinen
Stiickchen summieren, muss natiirlich die Léinge « herauskommen. Wegen der
unbegrenzten Kleinheit der dz ist deren Anzahl natiirlich riesengrof, so dass
es sinnvoll ist, fiir die Summe ein besonderes Symbol einzufiihren. Mit Leibniz
schreiben wir fiir diese Summe das Integral

b
ac:/ dr =b—a,
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wobei man bei diesem Zeichen an ein langgezogenes ,,S* (flir Summe) denken
sollte. Die Grenzen a und b am Integral machen daraus ein bestimmtes
Integral. Nehmen wir nun von der Lénge x ein winziges kleines Stiickchen,
dann ergibt sich bei Anwendung von ,,d*

dac:d/dm:dx,

mit anderen Worten: Ableitung und Integral sind zueinander inverse
Operationen — Das Integral macht aus dz wieder z (d. h. neutralisiert
das d) und das d bringt das Integral zum Verschwinden.

Damit kénnen wir Integrale als Umkehrung der Differenziation berechnen. Ist
fiir y = 2™ die Ableitung nz™ !, dann ist das Integral von y = na""! gerade

" = /nx"71 dx.

Nun ja, das ist nicht ganz richtig, denn nicht nur 2" ist das unbestimmte
Integral (man sagt auch: Stammfunktion), sondern 2™ +const. Ist f(z) = ¢
eine beliebige Konstante (also f gar nicht abhéngig von ), dann ist offenbar

yo+dy = f(zo+dx) =c

und wegen yo = f(zo) = ¢ muss dc verschwinden. Damit gilt
d(z™ +¢) =da™ = d/mc"_l dr =na"

Eine Stammfunktion ist also nicht eindeutig bestimmt sondern nur bis auf
irgendwelche Konstanten, die man addieren kann.

Dieser simple Gesichtspunkt, dass wir Integrale als Umkehrung der Differen-
ziation verstehen, die Integration also als Antidifferenziation bezeichnen,
reicht uns schon! Eine eigenstédndige Bedeutung der Integration wird erst nach
der Zeit von Leibniz und Newton Einzug in die Mathematik halten.

Nun aber zur geometrischen Interpretation. Was bedeutet [ f(z)dz geome-
trisch?

In Abbildung 1.3.1 haben wir das Intervall [a, b] auf der Abszisse in Stiicke der
Lénge dz unterteilt. Im Bild sind nur vier Stilicke zu sehen, aber wir stellen
uns vor, es seien unendlich viele, weil dxr unbegrenzt klein ist. Nehmen wir
nun das Produkt f(x) - dx, wobei auf jedem der Teilstiicke  am linken Rand
genommen wird (das spielt aber keine Rolle), so ist dieses Produkt gerade der
griin dargestellte Flacheninhalt eines der Rechtecke. Summieren wir alle diese
Rechteckflachen, dann erhalten wir den Flacheninhalt unter der Funktion f
auf dem gesamten Intervall, ,
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dx dx dx dx b
a

Abb. 1.3.1. Berechnung der Fliche unter einer Kurve

Ein Integral einer Funktion f iiber einem Intervall ist also nichts anderes als
der Flacheninhalt unter dem Graphen dieser Funktion.

Wir haben schon auf den inversen Charakter von Integration und Differenzia-
tion hingewiesen. Diese wichtige Erkenntnis ist der Inhalt des Hauptsatzes
der Differenzial- und Integralrechnung: Ist f : [a,b] — R eine stetige
Funktion, dann ist fiir alle zg € [a, b] die Integralfunktion

F(z):= /m f@t)dt (1.9)

differenzierbar und es gilt F'(z) = f(z) an jeder Stelle z € [a,b]. Fiir den
Wert des Integrals gilt

b
/ (@) dz = F(b) — F(a). (1.10)

1.4 Indivisible und Infinitesimale

Die Integration, also die Bestimmung des Flacheninhalts unter Kurven, ist ein
guter Ausgangspunkt zur Klarung zweier Begriffe, die in der Geschichte der
Mathematik eine bedeutende Rolle gespielt haben: Indivisible und Infinitesi-
male.

Die Streifen der Breite dz in Abbildung 1.3.1 nennt man Infinitesimale,
hier ist es eine infinitesimale Flache. Die Breite des Flédchenstreifens ist dz,
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also eine unbegrenzt kleine, aber von Null verschiedene Grofe. Zerlegt man
das Intervall von Null bis Eins in sehr viele Teilintervalle der Lange dx, dann
erhélt man infinitesimale Strecken. Zerlegt man das Intervall in 10 Millionen
Teile, dann ist dz = 0.000000 1, wahlt man 100 Millionen Teile, dann folgt
dxr = 0.00000001, und so weiter. Und hier sehen wir den entscheidenden
Punkt: Je mehr Teilintervalle wir fordern, desto kleiner wird dx und schliefslich
— wenn wir immer mehr Teilintervalle betrachten — wird dz unbegrenzt klein,
aber nie Null!

Die Infinitesimalen entsprechen der Auffassung des antiken Philosophen Ari-
stoteles (384-322 v. Chr.), der in seinem Buch Physik [Aristoteles 1995] darleg-
te, dass eine Strecke nicht aus Punkten, sondern aus Infinitesimalen aufgebaut
ist. Aristoteles bezeichnet die Strecke als Kontinuum, und propagiert die un-
begrenzte Teilbarkeit. Ganz gleich, wie oft man ein Kontinuum teilt, immer
werden die auch noch so klein werdenden Teile Kontinua bleiben.

Aber warum kann eine Strecke nicht aus Punkten aufgebaut sein? Das ist auch
moglich und wurde von dem griechischen Philosophen Demokrit (460 oder 456
v.Chr. — um 380 v. Chr.) vertreten, der sich die Strecke aus unendlich vielen
Atomen (atomos = unteilbar) zusammengesetzt dachte. Ein Punkt hat aber
nach den Axiomen des Euklid (3.Jh.v.Chr.) keine Ausdehnung und ist da-
mit eine Indivisible (,Unteilbare). Wollten wir die Fléche unter der Kurve
in Abbildung 1.3.1 durch Indivisible beschreiben, miissten wir uns unend-
lich viele parallele Linien der Breite Null vorstellen, die die Fliache irgendwie
siberdecken®, aber das ist ja unmoglich, da noch so viele breitenlose Linien
nichts tiberdecken kénnen. Die ,Summe® aller dieser unendlich vielen Indivi-
siblen ist dann die Fldche. Das ist schwer zu verdauen, aber Indivisiblenma-
thematiker wie Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) und Evangelista

Abb. 1.4.1. Demokrit (von griechischer Banknote), Marmor-Skulptur von Aristo-
teles (Kopie aus dem 1./2. Jh.n. Chr. von einer verlorenen Bronze-Skulptur, Musée
de Louvre), Archimedes (von Briefmarke)
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Torricelli (1608-1647) hatten mit dieser Idee schon Volumina von komplizier-
ten Korpern berechnet und damit die Brauchbarkeit der Indivisiblenrechnung
bewiesen, vergl. [Sonar 2011]. Das Wort ,,Summe® ist ganz bewusst in Anfiih-
rungszeichen gesetzt und seine Verwendung ist geféhrlich! Cavalieri sprach nie
von Summen, sondern von ,omnes lineae”, also der Gesamtheit aller Linien,

vergl. [Folkerts/Knobloch/Reich 2001, S. 299].

Am Beginn aller Analysis stand historisch die Indivisiblenmathematik und
auch Leibniz ist als Indivisiblenmathematiker gestartet. Mit der Idee der Ein-
flihrung eines dz, das so klein gedacht werden konnte wie notig, ist er aber
einer der Begriinder der Infinitesimalmathematik geworden.

1.5 ... und wozu braucht man das?

Wir haben (hoffentlich!) klarmachen kénnen, wie man Steigungen und Fléchen
von Funktionen berechnet, aber warum ist es so wichtig, so etwas zu kénnen?

In den Zeiten von Leibniz und Newton war die Mechanik eine noch junge Wis-
senschaft. Eine Generation vorher hatte Galileo Galilei (1564-1642) die Fall-
gesetze hergeleitet. Unter Einwirkung der Erdbeschleunigung g ~ 9.81N/m?
fallt ein Korper in der Zeit t die Strecke

L o
t) = —gt”.
y(t) =59
Er erreicht dabei eine Geschwindigkeit (die Reibung in der Luft ist vernach-
lassigt) von
u(t) = gt

und die Beschleunigung im Schwerefeld der Erde ist natiirlich a(t) = g, hingt
also gar nicht von der Fallzeit ab. Mit der neuen Differenzial- und Integral-
rechnung konnte nun die Mechanik vollstindig durchdrungen werden, ein
Programm, das von Leonhard Euler (1707-1783) durchgefiihrt wurde [Szabd
1996]. Die Geschwindigkeit ist die Anderung der durchlaufenen Strecke, also

_dy

o(t) =y () = S0 =gt

und die Beschleunigung ist die Anderung der Geschwindigkeit,

alt) = (1) = 2y = Ty = g
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Abb. 1.5.1. Galileo Galilei (|[Gemilde von Justus Sustermans, 1636] National Ma-
ritime Museum, Greenwich, London)

Anders ausgedriickt wissen wir damit, dass die Fliache unterhalb der Kurve v
im Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm gerade das Integral von v darstellt:

/Ot v(s)ds,

und diese Grofe muss der zuriickgelegte Weg sein, denn schliefslich ist die
Integration die Umkehrung der Differenziation! Es gilt also

y(t) = /Otv(s)ds.

In seinem Buch Discorsi e dimonstrazioni matematiche, intorno & due nuoue
scienze attinenti alla meccanica e ai moti locali (deutsch: ,Unterredungen und
mathematische Demonstrationen iiber zwei neue Wissenszweige, die Mechanik
und die Fallgesetze betreffend), veroffentlicht 1638 in Leiden, als Galileo schon
in Italien im Griff der Inquisition war, finden wir folgendes Theorem [Galilei
1973, S. 158]:

»Die Zeit, in welcher irgend eine Strecke von einem Kdorper von der
Ruhelage aus mittels einer gleichformig beschleunigten Bewegung zu-
rickgelegt wird, ist gleich der Zeit, in welcher dieselbe Strecke von
demselben Kdrper zuriickgelegt wiirde mittels einer gleichformigen Be-
wegung, deren Geschwindigkeit gleich wdre dem halben Betrage des
héochsten und letzten Geschwindigkeitswerthes bei jener ersten gleich-
formig beschleunigten Bewegung.“
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DISCORSI

E
DIMOSTRAZIONI

MATEMATI CH E,
intorno 4 due nuoue [cienz.e
Attenenti alla
Mecanica & 1 MovimenTr LocacLn,

del Signor

GALILEO GALILEI LINCEDO,

Filofofo ¢ Matemarico primario del Sereniffimo
Grand Duca di Tofcana.

Conwna Appendicedelcentrodigrauira d'alewni Solids.

IN LEIDA,
Appreflo gliElfevirii. M. p. . xxxvur,

Abb. 1.5.2. Titelblatt der Discorsi 1638

Dieses Theorem, das Galileo durch geometrische Argumentationen beweist,
ist nichts anderes als die Gleichheit der Integrale

te t te
y(tE):/ grdt = 2 E)/ dt,
0 2 0

wobei tg eine Endzeit bezeichnet. Die Gleichheit der beiden Integrale driickt
gerade die Fliachengleichheit im Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm aus, wie in
Abbildung 1.5.3 gezeigt. Die gelbe und schraffierte Rechtecksflache ist genau
die gleiche Flidche wie die unter der Geraden v(t) = gt von ¢t =0 bis ¢t = .
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Abb. 1.5.3. Flachengleichheit im Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm

Schon dieses einfache Beispiel ldsst uns ahnen, dass man mit Hilfe der
Differenzial- und Integralrechnung eine Wissenschaft wie die Mechanik voll-
standig beschreiben kann. Wichtige Prozesse in der Natur, in den Ingenieur-
wissenschaften und in der Finanz- und Wirtschaftsmathematik fiihren auf Dif-
ferenzialgleichungen, d. h. Gleichungen, in denen die Ableitung einer Funktion
auftaucht. Solche Gleichungen sind nur mit Hilfe der Differenzial- und Inte-
gralrechnung zu bearbeiten. So wundert es vielleicht auch nicht, dass Newtons
und Leibnizens Differenzial- und Integralrechnung die Grundlage der techni-
schen Revolution bildete, die im 17.Jahrhundert begann. Briicken, Schiffe,
Motoren, Flugzeuge und selbst Smartphones und MP3-Player sind ohne diese
Mathematik nicht denkbar. Die neue Mathematik von Newton und Leibniz
fithrte innerhalb kiirzester Zeit zu einer Revolution in nahezu allen Wissen-
schaften.

Mit anderen Worten: Es ging also wirklich um etwas! Hatte einer der Streithéh-
ne im Kampf um die Prioritét der Entdeckung dieser Mathematik klein bei-
gegeben, dann wére sein Name bis heute befleckt vom Verdacht des Plagiats.
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