2 Mengenlehre
oder
»Von Mengen und Unmengen*

2.1 Mengen und ihre Elemente

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlunterschiedenen Objek-
ten zu einem neuen Objekt. So dhnlich hat Cantor seinerzeit den wvon ihm
eingefihrten Mengenbegriff umschrieben. Heute, fast 150 Jahre spdter, verzichtet
man auf eine Definition der Menge und stellt stattdessen eine Liste der Eigenschaf-
ten von Mengen und thren Elementen zusammen.

Was heif3t ,,wohlunterschieden“? Ein Eimer voll Wasser ist eine Menge von Was-
sertropfen, aber das ist keine Menge im mathematischen Sinn. Hingegen sind die
Einwohner von Berlin Objekte, die man gut voneinander unterscheiden kann. Also
kann man aus ihnen eine Menge im mathematischen Sinn bilden. Das neue Ob-
jekt, das dann entsteht, ist die Einwohnerschaft von Berlin. Ein anderes Beispiel
ware die Menge aller Profifuiballer mit deutschem Pass. Es ist dann zum Beispiel
moglich, die Schnittmenge dieser beiden Mengen zu bilden. Es entsteht die Menge
aller Profifulballer mit deutschem Pass, die in Berlin wohnen.

Man sieht, dass die Mengenlehre durchaus ein Teil unseres Alltags sein kann. Al-
lerdings ist das hier nicht das Ziel, es geht fast ausschliellich um die Mengenlehre
als Teil der Sprache der Mathematik. Sie erst ermoglicht die exakte Sprechweise
der modernen Mathematik.

Man bezeichnet Mengen gerne mit Grobuchstaben und ihre Elemente mit Klein-
buchstaben. Ist z ein Element der Menge M, so schreibt man .z € M“. In Wirklich-
keit ist eine Unterscheidung zwischen Mengen und Elementen gar nicht unbedingt
erforderlich. Man braucht nur zu wissen, dass es eine ,Elementbeziehung® zwi-
schen gewissen mathematischen Objekten gibt, die bestimmte Regeln erfiillt. Diese
Regeln sollen nun vorgestellt werden.

(Regel 1): Mit der Aussage ,x € M* (die wahr oder falsch sein kann) ist auch
deren Verneinung eine giiltige Aussage, die man in der Form ,x ¢ M (x ist nicht
Element von M) schreibt.

M

Abb. 2.1 .
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(Regel 2): Zwei Mengen A und B heien gleich (in Zeichen: A = B), falls fiir
alle z gilt: xt € A <= x € B. Die Verneinung der Aussage A = B schreibt man
in der Form A # B.

A B

Abb. 2.2 A=B

Die Beziechung ,,Gleichheit” zwischen Mengen erfiillt drei besondere Eigenschaften:
e Reflexivitit: Fiir jede Menge A ist A = A.
e Symmetrie: Ist A = B, so ist auch B = A.
e Transitivitit: Ist A= B und B = C, so ist auch A = C.

Die Menge A heiit Teilmenge der Menge B (in Zeichen: A C B), falls fiir alle
z gilt: © € A = 2z € B. Manche Autoren schreiben dafiir auch ,A C B“ (oder
A € B) und benutzen das Symbol A C B nur, wenn A eine ,,echte Teilmenge“ von
B ist, wenn also A C B und A # B ist. Ich werde allerdings A C B auch im Falle
A = B gebrauchen. Wenn ich betonen mochte, dass es um eine echte Teilmenge
geht, dann schreibe ich A & B.

Esgilt: A=B < AC Bund B C A.

Aufgabe 2.1

Zeigen Sie, dass die Teilmengenbeziehung reflexiv und transitiv ist, und belegen
Sie durch ein Gegenbeispiel, dass sie nicht symmetrisch ist.

(Regel 3): Ist a irgend ein Objekt, so ist {a} die Menge, deren einziges Element das
Objekt a ist. Und analog ist {aq,...,a,} die Menge, die genau aus den Elementen
ai, as, ...,a, besteht.

Abb. 2.3

Ist A eine Menge und &(z) eine Aussageform, so ist {x € A : &(x)} die Menge
aller Elemente x € A, fiir die &(x) wahr ist.

Beispiele 2.1.1 (Mengenbeschreibungen)

{E,K,L,S} ist die Menge der Buchstaben des Wortes ,Kessel“ (unter Ver-
nachlissigung der Grof- und Kleinschreibung). Da die Elemente einer Menge wohl-
unterschieden sein sollen, braucht jeder Buchstabe nur einmal geschrieben zu wer-
den, und die Reihenfolge der Elemente ist auch egal.
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{3,13,23,43,53,73,83} ist die Menge aller Primzahlen < 100, deren letzte
Ziffer eine 3 ist.

{Hamburg, Berlin, Kéln, Miinchen} ist die Menge aller deutschen Millionen-
stadte.

{z : 2% +32—10=10} = {2, -5}

Die Gleichheit der Mengen wird durch ,, Aquivalenzumformungen® gezeigt:

, 32 9

P43 —10=0 <= (:c+f> — 10+~
2 4

<— :L’—i-g::tg < 1z =2 oder z = —5.

(Regel 4): Es gibt (genau) eine Menge, die kein Element enthélt, ndmlich die
leere Menge, die man mit dem Symbol @ bezeichnet. Weil dieses Symbol leicht
mit dem Symbol fiir Durchschnitt oder Durchmesser zu verwechseln ist, wird — vor
allem an der Schule — auch gerne {} fiir die leere Menge geschrieben.

Zum Beispiel ist {z : z ganze Zahl und 2° +1 = 0} = @. Ist z eine ganze Zahl, so
ist 22 > 0 und 22 + 1 > 1. Niemals kann 0 herauskommen.

(Regel 5): Das Unendlichkeitsaxiom besagt, dass die Menge
N=1{1,234,...}

aller natiirlichen Zahlen tatséchlich eine zulédssige Menge bildet und dass diese
Menge unendlich ist. Was das genau bedeutet, wird spéter erklért.

Abb. 2.4 N=[1 2 3 ... n n+l ...

Andere unendliche Mengen sind die Menge 7Z aller ganzen Zahlen, die Menge Q
aller rationalen Zahlen (d.h. aller Briiche p/q) und die Menge R aller reellen Zahlen
(d.h. aller unendlichen Dezimalbriiche).

(Regel 6): Ist . ein System (d.h. eine Menge) von Mengen, so kann man die
Vereinigungsmenge

U A={z : esgibt ein A € .¥ mit z € A}

Aes

bilden. Besteht . nur aus den zwei Mengen A und B, so schreibt man deren
Vereinigung auch in der Form AUB ={z : (x € A)V (x € B)}.

A B

Abb. 2.5 AUB= 0
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Nachgefragt: Jetzt wird es doch sehr abstrakt. Wer soll das verstehen?

Zunéchst muss man sich daran gewohnen, dass die Mathematiker trotz der
schonen Erfindung des Mengenbegriffs in manchen Fillen auch noch andere
Worter fiir die Zusammenfassungen von Objekten benutzen, wie etwa ,, System*,
,Familie“ usw., insbesondere, wenn die Elemente selbst wieder Mengen sind.

Ist nun . eine solche Menge von Mengen A, B, C' usw., so kann man die
Elemente dieser Mengen (also die Elemente der Elemente von . in eine grofie
Gesamtmenge packen, die ,, Vereinigung® aller Elemente von .%.

Sehr héufig benutzt man die ,, Indexschreibweise” zur Beschreibung eines Men-
gensytems und der zugehorigen Vereinigungsmenge:

S ={M;:jeJt wd |JM=[]M

Mey jeJ

Auch das ist sicher noch schwer verstandlich. Etwas klarer wird es, wenn die
Indexmenge J endlich ist: Ist zum Beispiel J = {1,2,3,4,5}, so ist

UM, = {=: 3j€{1,2,3,45} mit 2 € M;}
jeJ
= {z:(xeM)V(@eM)V...V(xe M)}
— MyUM,U...UMs.
Ist in diesem Fall zum Beispiel M; = {1,2,3}, My := {n € N : 2 < n < 10},

Ms = {7,8,9,10}, My := {n € N : n ist Teiler von 6} und M5 := &, so ist
MyUM,U...UM;s={1,2,3,...,10}.1

(Regel 7): Ist M eine Menge, so bildet die Gesamtheit aller Teilmengen von M
die Potenzmenge von M, in Zeichen:

P(M)={A: AcC M).

Diese Regel ist notwendig, weil nicht von vornherein klar ist, dass P(M) eine Menge
im Cantor’schen Sinne ist. Potenzmengen kénnen sehr, sehr grof3 werden.

Beispiele 2.1.2 (Mengenbildungen)

Die Einfithrung der Zahlenmengen erweitert die Moglichkeiten, Mengen zu
konstruieren. Zum Beispiel ist

Toy = {x€Z : esgibtein g € Z mit q-x =24}
(41, £2, £3, £4, £6, £8, £12, £24}

die Menge der (ganzzahligen) Teiler der Zahl 24. Dies ist eine endliche Menge.

Das Zeichen ,,:=* spricht man ,,ist definiert als“.



2.1 Mengen und ihre Elemente 29

Dagegen ist
M ={x €N : es gibt ein m € Z mit x = 3m + 2} = {2,5,8,11,14,17,20,23,...}
eine unendliche Menge.

Es sollen alle Elemente der Menge M = {x € R : 2> — 4z — 5 > 0} bestimmt
werden. Zunéichst formt man die Aussageform um, die M beschreibt:

2 —dr—-5>0 <= (@-20’>9 <= (r-2>3)V(r—2<-3)
— (z<-1)V(x>5H)

Damit ergibt sich: M ={x e R : z < -1} U{x € R : z > 5}.
Sind A und B zwei Mengen, so nennt man

ANB={ze€A:zeB}={x: (x€ A)A(z € B)}
den Durchschnitt oder die Schnittmenge der Mengen A und B.
Zum Beispiel ist {B, R,0, T} N{K,0,R,N} = {R,0} oder

Tio NTig = {£1, £2, +3, +6}

(wenn man mit 7,, die Menge der ganzzahligen Teiler von n bezeichnet).
Die Menge

A\B={ze€A:z¢B}={z: (x€ A)A—(z € B)}
heifit die Differenz der Mengen A und B. Zum Beispiel ist

{1,2,3,4,5,6,7}\{neN: n=2k firein k € Z} = {1,3,5,7}.

Bei der Differenz A\ B darf die Menge B durchaus ,,grofier” als die Menge A sein,
es kann ja A\ B = & sein.

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M enthilt auf jeden Fall die leere Menge
@ und die gesamte Menge M. Ist etwa M die Menge aller Sorten von Blumen
in einem Floristikgeschéft, so kann man zum Beispiel die Teilmengen aller gelben
oder auch aller roten Blumen betrachten. Eine andere Auswahl wire die Menge
aller Blumen, deren Name mit einem ,A“ beginnt (etwa Anemone, Aster, Akelei
usw.), oder die Menge aller Rosen.

Es gibt also sehr viele Teilmengen. Trotzdem ist die Potenzmenge einer endlichen
Menge immer noch endlich. Um alle Teilmengen zu erwischen, bietet sich eine gewis-
se Systematik an: Teilmengen mit einem Element, Teilmengen mit zwei Elementen
usw.
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So ist etwa

P{K AR L}) = {o {K}{A}{R} {L}{K, A} {K, R} {K, L},
{A,RY,{A,L},{R,L},{K, A, R}, {K,A, L,
(K,R,L},{A,R, L}, {K,A R, L}}.

Die Menge M hat 4 Elemente, und P(M) hat 16 = 2* Elemente. Dahinter steckt
eine Regel, die in Kapitel 4 genauer behandelt wird. Dann wird auch klar, wie es
zur Bezeichnung ,,Potenz“-Menge gekommen ist.

EI Gelegentlich arbeitet man mit einer festen Grundmenge, etwa G. Ist dann
A C G, so nennt man die Differenz A’ = G\ A das Komplement von A. Ist zum
Beispiel G = N und A die Menge aller geraden Zahlen in N, so ist A" die Menge
aller ungeraden Zahlen.

2.2 Mengenalgebra

Durchschnitt und Vereinigung von Mengen erinnern an das Rechnen mit Zahlen.
Denkt man etwa bei ,,U“ an die Addition und bei ,N“ an die Multiplikation, so
findet man viele bekannte Regeln wieder, zum Beispiel das Distributivgesetz
(auch Verteilungsregel genannt):

(a+b)-c=a-c+b-c
Tatséchlich gilt auch das

Distributivgesetz fiir Mengen:

(AUB)NC = (ANC)U(BNOC).

BEWEIS: Diese Formel ist kompliziert genug, um die Notwendigkeit eines Bewei-
ses einzusehen. Aber wie beweist man eine solche Formel?

Erste Uberlegung: Es soll die Gleichheit zweier Mengen gezeigt werden, also fiir
alle z die Beziehung

re€(AUB)NC < ze€(ANC)U(BNCQO).

Zweite Uberlegung: Manchmal (aber nicht immer) hilft eine Skizze (hier ein ,, Venn-
Diagramm®):
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Abb. 2.6 A A A
A SYAVANE"A
NG ¢ NG

AUBund (AUB)NC ANncC BncC

3. Uberlegung: Eine logische Aquivalenz &/ <= 2 besteht eigentlich aus zwei
Implikationen &/ = % und £ —> /. Die arbeitet man einzeln ab.

4. ;Von links nach rechts“: Sei x € (AUB)NC. Das bedeutet: (x € AUB)A(x € C),
also ((z € A)V (z € B)) A (z € C). Damit liegt z auf jeden Fall in C, zugleich
aber auch noch in A oder B. Liegt x in A, so liegt  in AN C. Liegt x dagegen
in B, so liegt  in B N C. Beide Moglichkeiten sind mit ,,oder* verkniipft, deshalb
liegt z in (ANC)U(BNC). Damit ist der eine Teil des Beweises geschafft. Da hier
offensichtlich jede Folgerung umkehrbar ist, kann man sich den Schritt ,,von rechts
nach links® ersparen. So einfach geht es allerdings nicht immer! "

Beim Distributivgesetz fiir Zahlen darf man Addition und Multiplikation nicht
vertauschen, im Allgemeinen ist

(a+b)-(a+c)#a+(b-c).

Zum Beispiel ist (2+3)-(2+7)=5-9 =45, aber 2+ (3-7) =2+ 21 = 23.

Bei den Mengenoperationen verhélt es sich dagegen anders, U und N diirfen ver-
tauscht werden. Es gilt ein zweites Distributivgesetz, ndmlich die Gleichung

(ANB)UC =(AUuC)N(BUCQC).

Beispiel 2.2.1 (Zum Distributivgesetz fiir Mengen)

Ist W die Menge der Lehramtsstudenten und -studentinnen von Wuppertal, so
kénnte man folgende Eigenschaften fiir € W einfiihren:

o/ (x) : x studiert das Fach Germanistik,

PB(x) : x studiert das Fach Mathematik,

¢(x) : w ist Studentin.
Setzt man A :={z e W : (x)}, B:={z eW : Z(x)} und C :={z € W :
% (x)}, so ist

(AU B) N C = {Studentinnen mit dem Fach Germanistik oder Mathematik}

und (AN B)UC die Menge aller Studentinnen und zusétzlich der ménnlichen
Studierenden mit den Fachern Germanistik und Mathematik. o

Es gelten auch jeweils zwei Kommutativ- und Assoziativgesetze:
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Satz: Sind A, B,C beliebige Mengen, so gilt
AUB=BUA und ANB=BNA,

sowie

AU(BUC)=(AUB)UC und AN(BNC)=(AnB)nC.

Aufgabe 2.2

Beweisen Sie fiir beliebige Mengen A, B:
1. ACB < AUB=05.
2. AUB=(ANB)U(A\ B)U(B\ A).
3. ANB=@ <= A\B=A.
Beispiel 2.2.2 (Ein Beispiel zur Mengenalgebra)

Behauptung: (A\B)U(C\A)=(AuC)\(ANB).

BEwEIs: 1) Seiz € (A\ B)U(C\ A). Statt alles in eine logische Formel umzu-
wandeln, die dann auch nicht iibersichtlicher ist, kann man das Prinzip der Fallun-
terscheidung benutzen. Es gibt zwei Moglichkeiten:

(a) € A\ B. Dann liegt  in A und damit auch in AUC, und andererseits liegt
2 nicht in B und damit erst recht nicht in A N B. Zusammen bedeutet das,
dass z in (AUC) \ (AN B) liegt.

(b) Sei z € C'\ A. Dann liegt = in C' und damit auch in AU C, und andererseits
liegt x nicht in A und damit wieder nicht in A N B. Also gehort x auch in
diesem Fall zu (AUC) \ (AN B).

2) Nun sei umgekehrt x € (AUC)\ (ANB), also x € AUC und x ¢ AN B. Wieder
unterscheidet man zwei Moglichkeiten, aber auf etwas andere Weise:

(a) Liegt z in A, aber — nach Voraussetzung — nicht in AN B, so liegt z in A\ B.
(b) Liegt x nicht in A, so muss x nach Voraussetzung in C liegen, also in C'\ A.

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. .

&
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2.3 Mengen und Quantoren

Ist G eine Menge und &'(x) eine Aussageform fiir Elemente von G, so definiert man:
(1) JzeG: E(x) <= {2z€G: &)} +02.

Das bedeutet: ,Es existiert (mindestens) ein x € G mit der Eigenschaft & (z).“
(2) VeeG:8@x) = {reG: )} =G

Das bedeutet: ,, Fir alle x € G gilt &(z).“

Bemerkung: Man kann die Quantoren 3 und V auch ohne eine vorher festge-
legte Grundmenge G verwenden, zum Beispiel in der Form

A=B < Vzx:z2€ A < z € B.

In dieser allgemeinen Form sind die Quantoren schwieriger zu definieren: Ein Ob-
jekt ist eine Menge oder ein Element einer Menge. Sei nun 7 () eine Aussageform.
Wenn es ein Objekt a gibt, so dass &7 (a) wahr ist, dann ist die Aussage

Jz : o (x)
wahr. Wenn dagegen =( 3z : =/ (z)) wahr ist, dann ist
Vo : o ()

eine wahre Aussage. Mit dieser Definition ist auch unmittelbar klar, wie quantifi-
zierte Aussagen verneint werden.

In der Literatur, insbesondere auch in Schulbiichern, werden oft andere Symbole
fiir die Quantoren verwendet. Statt 3 benutzt man auch das Symbol ,,\/¢, statt
V das Symbol ,,\“. Das Symbol 3 stammt von Giuseppe Peano?, das Symbol V
von Gerhard Gentzen.? Populir wurde diese Schreibweise der Quantoren durch die
Biicher von Bourbaki*

Der Gebrauch von Quantoren in der Umgangssprache kann leicht zu Verwirrung
fithren. Die Tatsache, dass auch an der Universitat Wuppertal viele Dozenten den
Professorentitel tragen, wiirde ein Mathematiker in der Form , Es gibt einen Pro-
fessor an der Universitdt Wuppertal® ausdriicken. Der Beweis ist nicht schwer

2Der italienische Mathematiker Giuseppe Peano (1858-1932) befasste sich unter anderem mit
mathematischer Logik und der Axiomatik der natiirlichen Zahlen. Er fiihrte viele Symbole der
Mengenlehre ein.

3Der deutsche Mathematiker und Logiker Gerhard Karl Erich Gentzen (1909-1945) war Mit-
begriinder der modernen mathematischen Beweistheorie.

4Nicolas Bourbaki ist das Pseudonym einer Gruppe franzosischer Mathematiker, die zwischen
1934 und 1998 unter dem Titel Elemente der Mathematik ein sehr anspruchsvolles und axioma-
tisch aufgebautes Lehrbuch der modernen Mathematik schufen.
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zu erbringen. Schwieriger ist die Beweislage bei der Aussage ,Es gibt Leben auf
dem Mars“. Die Aussage ,,Keine Frau kann riickwérts einparken® ist natiirlich ein
diimmlicher Macho-Spruch, von der logischen Struktur her ist es eine All-Aussage,
so wie viele andere Vorurteile (ein historisches Beispiel ist die Aussage ,, Alle Kreter
ligen“, mit der ein bekanntes Rétsel eingeleitet wird). Fiir Verbliiffung sorgt sicher
die folgende logische Konstruktion:

e _Nichts ist besser als ein reines Gewissen.“
e _Trockenes Brot ist besser als nichts.
e  Also ist trockenes Brot besser als ein reines Gewissen.“

Man sollte daher bei der Quantisierung besser bei mathematichen Aussagen blei-
ben, zum Beispiel:
VneZdm e Z mit n+m =0.

VeeQ: (z<0)V(z>0).
Vn da,b,c € Z mit a™ +b" = ".
(Die ersten beiden Aussagen sind wahr, die dritte ist falsch.)

Mengentheoretische Aussagen lassen sich mit Hilfe von Quantoren leicht in die
Préadikatenlogik iibersetzen. Die Aussage ,(A € B)A (B C C) = (A C O)¢
bedeutet zum Beispiel:

Va::(((J:EA:>J:€B)/\(J:€B:>JSEC)) = (CL‘EA:>:IJEC')>.

Fiir zwei Mengen A und B lédsst sich die Aussage ,ANB =A = A C B* auch
folgendermafien ausdriicken:

Ve :(r€eA = (z€ ANz €B)) = (1€ A = z€ D).

Dabei wurde benutzt, dass die Aussage AN B C A automatisch wahr ist.

Aufgabe 2.3

Ubersetzen Sie die folgenden Aussagen in die Priidikatenlogik.

1. ANB# @ — (A# Q)N (B # 9)

2. Fiir A, B C G gilt:
(a) ANB=G <= (A=G)AN(B=QG).
(b) (A=G)V(B=G) = AUB=G.

Geben Sie Beispiele dafiir an, dass die Implikationen nicht durch Aquivalenzzei-
chen ersetzt werden konnen.
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Aufgabe 2.4

Verneinen Sie die folgenden Aussagen:

1. Vee@G: (H(z) = B(x)).
2. dzeG: (VyeH : d(z,y)V(Iye H : ~AB(z,y)).

Lewis Carroll, der Autor von Alice im Wunderland, war Mathematiker und Logi-
ker. Von ihm stammt das folgende bertihmte Rétsel. Bei der Losung sollte man
versuchen, sich von der Bedeutung der Begriffe zu l6sen. Es geht um rein forma-
le, logische Konstruktionen. Insbesondere ist den Aussagen nicht zu entnehmen,
ob ,,Katze“ und ,Kénguru“ zwei verschiedene Tiergattungen sind. Man kann mit
Mengenlehre oder mit Pradikatenlogik arbeiten. Die Aussage ,,Die einzigen Tiere
in diesem Haus sind Katzen* kann man dann folgendermaflen interpretieren:

1. Logische Interpretation: Steht die Variable T fiir Tiere, so geht es um die
zwei Aussageformen &7 (t) (7' im Haus) und ZA(T) (T ist Katze), die in der
Form VT : &/ (T) = 2(T) miteinander verkniipft werden.

2. Mengentheoretische Interpretation: Ist X die Menge aller Tiere, H C X die
Teilmenge aller Tiere im Haus und Z C X die Teilmenge aller Katzen, so
geht es um die Aussage H C Z.

Aufgabe 2.5

Die einzigen Tiere in diesem Haus sind Katzen.

Jedes Tier, das gern in den Mond starrt, ist als Schofitier geeignet.
Wenn ich ein Tier verabscheue, gehe ich ihm aus dem Weg.

Es gibt keine fleischfressenden Tiere aufler denen, die bei Nacht jagen.
Es gibt keine Katze, die nicht Méause totet.

Kein Tier mag mich, auler denen im Haus.

Kéngurus sind nicht als Schofitiere geeignet.

Nur fleischfressende Tiere toten Méause.

© 0 N o R D

Ich verabscheue Tiere, die mich nicht mogen.

—
e}

. Tiere, die bei Nacht jagen, starren gerne in den Mond.

Wie verhalte ich mich gegeniiber Kéngurus?
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2.4 Zusatzliche Aufgaben

Aufgabe 2.6. Beschreiben Sie die folgenden Objekte mit Hilfe der Mengen-
schreibweise. Es gibt meistens mehrere Beschreibungsmaoglichkeiten.

1. Die Kugelschale um den Punkt P mit innerem Radius  und Dicke d.
2. Die Gesamtheit aller Losungen der Gleichung 322 — 2x = 1.

3. Alle ganzen Zahlen, die kleiner als 7 und grofler als —1 sind.
4.

Alle Punkte im Koordinatensystem, die von der z-Achse und der y-Achse den
gleichen Abstand haben.

Hinweis: Bei Aufgabe (1) und (4) geht es um Punktmengen in der Ebene oder im Raum. Ein
Punkt P in der Ebene ist durch seine zwei Koordinaten x und y festgelegt, man schreibt dann
P = (z,y) (im Gegensatz zu der an der Schule verbreiteten Schreibweise P(x|y)). Der Abstand
zweier Punkte P = (x,y) und Q = (u,v) ist eine (reelle) Zahl, die man mit d(P, Q) bezeichnen
kann, wobei der Buchstabe ,d* an das Wort Distanz erinnern soll. Der Satz des Pythagoras
liefert, dass d(P,Q) = /(u—x)?+ (v —y)? ist. Niher wird darauf in den spiteren Kapiteln
eingegangen. Punkte im Raum werden durch drei Koordinaten x,y,z beschrieben, in der Form
P = (z,y,z). Der Abstand zweier Punkte A = (x,y,z) und B = (u,v,w) ist die Zahl d(A, B) =

V=2 + v -y)?+(w-2)>

Wenn — wie in Aufgabe (2) — nichts anderes gesagt wird, werden Zahlen in der Menge R (aller
von der Schule her bekannten Zahlen) gesucht. Offiziell und ausfiihrlich wird die Menge R erst in
Kapitel 3 eingefiihrt.

Aufgabe 2.7. Benutzen Sie Gleichungen und Ungleichungen, um Mengen zu be-
schreiben, die in Wirklichkeit leer sind (denen man das aber nicht auf den ersten
Blick ansieht).

Hinweis: Man denke daran, dass nicht jede Gleichung eine Lisung besitzt.

Aufgabe 2.8. Priifen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr sind:

a){reN: 2> —42+3=0}={1,3}, D) {ab,c}=1{ba,c}
c) 3 € {3}, d) 3 C {3}, e) @ C {1}, f) o e {1}.

Aufgabe 2.9. Bestimmen Sie jeweils AN B, AU B und A\ B fiir die folgenden
Mengen:

HNA={zeR:2x—1)<1}und B:={z € R : 2? — 2z < 0}.
2) A:={x : IpeNmit 2 =3p} und B :={z : ¢ € Z mit z = 4q}.

3)A:={zxeN: dp,ge Nymit x =2p+3q} und B := {r € N : 22 <50}.

Hinweis: FEs ist ratsam, die Mengen A und B mdglichst einfach und tibersichtlich zu beschreiben.
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Aufgabe 2.10. Bestimmen Sie alle Elemente von P(P({1})) N P({@, 1}).

Hinweis: Die leere Menge & besitzt kein Element, die Menge {&} dagegen wohl.

Aufgabe 2.11. Es sei M eine Menge mit n Elementen, a ¢ M. Um wie viele
Elemente ist P(M U {a}) grofler als P(M) ?
Aufgabe 2.12. Zeigen Sie, dass P(X)NP(Y)=P(XNY) und P(X)UP(Y) C
P(X UY) fiir alle Mengen X und Y gilt. Geben Sie ein einfaches Beispiel dafiir
an, dass im zweiten Fall i.A. nicht die Gleichheit gilt.
Aufgabe 2.13. Beweisen Sie die folgenden Inklusionen (Teilmengenbeziehun-
gen):
AU(B\C) € (AuB)\(C\A)
und (ANB)\(ANC) € An(B\CO).

Aufgabe 2.14. Ein Héndler hat schwarze und silberne DVD-Geriite auf Lager.
Davon sind 159 schwarz oder fehlerhaft (oder beides), 21 sind gleichzeitig schwarz
und fehlerhaft, 17 sind gleichzeitig silbern und fehlerhaft. Interpretieren Sie die
Angaben mengentheoretisch und ermitteln Sie, wie viele schwarze Geréte im Lager
stehen.

Hinweis: Fir die Formulierung der Losung ist es hilfreich, ein Symbol fiir die Anzahl der Ele-
mente einer Menge M einzufihren, zum Beispiel #(M).

Aufgabe 2.15. Formulieren Sie die folgenden umgangssprachlichen Aussagen mit
Hilfe des Existenz- bzw. Allquantors.

1. Die Polizei meldet, dass Fuflginger auf der A46 gesichtet wurden.

2. Bei der Galavorstellung gab es keine freien Pldtze mehr.

3. Jeder Student muss wenigstens eine miindliche Priifung ablegen.

4. Wenn ich in der Stadt auch nur einen Gerechten finde, werde ich sie nicht
zerstoren.

5. Nicht alle Kiihe stehen im Stall.
6. Keine Kuh steht im Stall.

Aufgabe 2.16. A;,..., A, seien Teilmengen einer Grundmenge G. Formulieren
und beweisen Sie mit dem Allquantor und dem Existenzquantor die folgende Aus-
sagen:

G\ (A U...UA,) = (G\A)N...N(G\4,)
und G\ (AN...NA) = (G\A)U...U(G\ A,).
Hinweis: Was haben FExistenz- und Allquantor mit den angegebenen Mengengleichungen zu

tun? Es geht um die Indexschreibweise: Liegt zum Beispiel ein Element x in einer der Mengen
Aq,..., Ay, so gibt es einen Index i, so dass x in A; liegt.
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Aufgabe 2.17. Benutzen Sie Quantoren, um die folgenden Aussagen zu vernei-

nen:

Das Parallelenaxiom (Euklids Postulat V, siehe Kapitel 1, Abschnitt 2, , Alles
beginnt mit den Axiomen®).

»In jedem Dreieck sind zwei Winkel, beliebig zusammengenommen, kleiner als
zwel Rechte.”

,Beim Betriebsfest hat jeder Abteilungsleiter in jeder Stunde mit jeder Ange-
stellten Walzer getanzt.”

»In jeder Stadt gibt es einen Mann, der nicht in jeder Gaststitte bekannt ist.“

»Es gibt einen Studenten, der in jedem Semester in jeder Vorlesung zu spét
kommt.“
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