Funktionenini1-d

2.1 Stetigkeit
Aufgabe 110
»  Stetigkeit von Funktionen

a) Beweisen Sie die Stetigkeit der folgenden Funktionen in x = a mit Hilfe der e-§—
Definition der Stetigkeit:
) f:0,1)3x—>J/xeR; ac(01);
i) f:Rax+

i)

meR, (JER;
X

1
f:0,1]—>R, x+ % ;a=1.

_ e[0,1
1+ x xel0.

b) Untersuchen Sie die folgende Funktion f : R — R auf Stetigkeit in R:

2+ x—6 2
oI T X0 F) -,
x?—4x +4
20, x=2

f(x) =

Lésung
a) i) Seia € (0, 1) beliebig. Man hat fiir x € (0, 1)

_ | W —Vax+Va)| 1 I S
| f()—fl@)] = W) = ﬁ+ﬁ|x al < ﬁ|x al.
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Sei nun & > 0 beliebig. Setze § := \/as, dann gilt
1
Ja

Somit ist die Funktion f stetig in (0, 1).
ii) Seia € R beliebig. Man hat

§=eVxe(0,1) mit|x—al|<3.

@) = f@] = —=lx —al <

1 1
14+x2 1+a?

| 4a)—(1+xP)

4+ ad)(1+x2)
1

1 +a?+ x> + a’x

|f(x) = fla)| =

= |x —al|x + 4] 5> < |x —allx +a4|

A—Ungl.
=|(x—a)+2allx—a| = (Qla[+[x—al])lx—al
Sei nun ¢ > 0 beliebig. Setze § := min {ﬁ, 1}, dann gilt

|f(x) = f(@)] < Qlal + |x —a])|x —a| < (2|a] + 8)§ = 2|al + &
0<é<1
< 2ald+6=Qla|+1)§ <eVx e Rmit |x —a| <.

Somit ist die Funktion f stetig in R.
iii) Wir haben die Stetigkeit in @ = 1 nachzuweisen. Es gilt fiir x € [0, 1), dass

1 1

@)~ ()] = ‘— :

T 21 + x|

—_

Jx =11 <<= |x—1],

N

2 1 +x

und wir wihlen § = 2e.
b) Die Funktion f ist als Summe, Produkt, etc. stetiger Funktionen (Polynome, Be-
tragsfunktion) auch wieder stetig in R bis auf die Nullstellen des Nenners. Es gilt

fiir x # 2
_ (x2+x—6)(x +2)
f(x)_lx_2| x2_4x+4
= |x _2|(x + 2> +3)(x—2) = (x + 2)(x + 3) sign(x — 2).
(x —2)?

Dies liefert
lim f(x) = @+ 2)2+3)(-1) = =20 £ 20 = [(2)

=(+2Q+3) 1= lim f(x).

Somit ist die Funktion f unstetig in x = 2; hier liegt eine Sprungstelle vor.
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Aufgabe 111
»  Stetigkeit von Funktionen

Weisen Sie die Stetigkeit der folgenden Funktionen f : R — R jeweils in a nach:

a)
0, x<0O
f(x):= , a:=0;
x, x>0
b)
0, x <1
S(x) = . oa:=1
x—1, x>1
Lésung
a) Es gilt:
lim f(x) =1im0 = 0,
=0 =0
f(0) =0,
lin(} fx) = lin(}x =0.
=0 50

Damit ist gezeigt, dass f stetig bei O ist.
b) Sei e > 0 beliebig, § := ¢ und |x — a| = |x — 1] < §. Dann gilt:

0, x <1
[x —1], x>1

|f(x) = fla) [=[f(0)]= <é=e
‘\_r-—‘

=0

Folglich ist f stetig beia = 1.

Aufgabe 112
»  GleichmaBig stetige Funktionen

Die Funktion f sei auf R gleichmiBig stetig. Zeigen Sie, dass f hochstens wie eine
lineare Funktion wichst, d.h. dass eine Konstante L > 0 existiert, so dass | f (x)| <
L(l + |x|) in R ist.

Hinweis: Beweisen Sie die Behauptung indirekt.
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Lésung
Die Funktion f wird als gleichméBig stetig vorausgesetzt, d. h.

Ve>038>0Vx,x" : |x —x'| <8 = | f(x)— f(x)] <e.

Wir betrachten zunéchst den Fall f(0) = 0.
Sei ¢ > 0 beliebig gewihlt. Dann erhilt man aus der Bedingung der gleichméfigen
Stetigkeit ein zugehoriges § > 0, mit dem

Vi, x' i x =X <= |f(x)— f(x)| <e

gilt. Wir zerlegen R in unendlich viele Teilintervalle (/; )<z, wobei mit obigem § > 0
die /; definiert sind durch:

I, = [xk,xk_H) , X o= k5, kel.

Wir zeigen fiir diesen Fall die behauptete Abschitzung. Sei also x € R beliebig. Wegen
=R
keZ

existiert ein j € Z, so dass x € I; gilt. Sei zunichst j > 0,d.h. x > 0. Es folgt
S =1F(x) = f(xp) + fx;)]

J
< 1fO) = FODI+ | f o) = floen)

k=1

J
<e+ Z [ f(xex) = f(xk—1)]

k=1

7l

<e+ je=¢e+ 3

e < e+t |x|§ < max(e, §><1 +]x).
L=

Ist j <0,d.h. x <0, dann folgt ganz analog
|fC) =1/ (x) = fOxj) + f(x10)]
-1
<1f@) = fOgDl+ | Y f) = fos)

k=j+1

-1
<et Y 1f) = Skl
k=j+1

X_(i £ &
<et+ (= +1)e = e+ %e < e+ laly < max(e, )1+ |x).

L:=
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Ist £(0) # 0, dann betrachte fy : fo(x) = f(x) — f(0). Da fo mit f ebenfalls gleich-
mébig stetig und fo(0) = O ist, existiert nach dem eben Gezeigten eine Konstante L,
so dass fiir alle x € R

[fo(x)] = Lo(1 + |x])
gilt. Es folgt

[ fo(x) + FO)] = |fo(x)| +1/(0)]
Lo(1 + |x]) + [ f(0)] = (Lo +[f(O)]) + Lolx|
(Lo + | £(O)|(X + [x])

L=

| ()]

IA

IA

und somit die Behauptung.

Aufgabe 113
»  GleichmiBig stetige Funktionen

Zeigen Sie: Ist die Funktion f auf R stetig und existieren die (endlichen) Limites von f
fiir x — oo und x —> —o0, so ist f gleichmifig stetig auf R.

Hinweis: Benutzen Sie einen indirekten Beweis.

Lésung
Wir nehmen an, die Aussage sei falsch, d. h.

Je>0V8>0qx,x eR:|x—x| <§A|f(x)— f(x)] > e
Wihle § := %, dann existieren x,,, x, mit |x, — x, | < % und | f(x,) — f(x,)| > e.
Ist die Folge (x,),en beschrinkt, so enthilt sie nach dem Satz von Bolzano-

Weierstral eine konvergente Teilfolge (x,,, )xen, es gilt also x,, — x¢ (k — o0) und
folglich wegen

1
1, —Xol < |xp, —xu |+ Xy — Xl = — 4 [xu — x| > 0(k — o0)
Mk ——
— S0(k—00)
S0(k—00)

und wegen der Stetigkeit von f bei x( auch
| fCe) = FOe ) = 1 () = F(xo)| + [ f (x0) — f(x, )] = 0 (k — 00),

was einen Widerspruch zu | f(x,) — f(x)| > ¢ Vn € N darstellt.
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Es bleibt also der Fall, dass (x,),cn unbeschrinkt ist. O. E. existiert dann eine Teil-
folge (x,, Jken mit x,, — 00 (k — 00). Dann folgt aber auch x}/ik — o0 (k — 00)
und daher aus der Existenz des Limes von f fiir x — oo (dieser Grenzwert sei mit C
bezeichnet):

Jim f(xy) = lim fx,) =C,

was ebenfalls im Widerspruch zu | f(x,) — f(x,)| > & Vn € N steht.

Aufgabe 114

»  Stetige und gleichmaBig stetige Funktionen

Beweisen Sie, dass die Funktion
g:Raxr -5x*+1€eR

in jedem Punkt a € R stetig ist; geben Sie zu beliebigem ¢ > 0 ein geeignetes § > 0 an.
Untersuchen Sie auerdem, ob g (in R) gleichmiBig stetig ist.

Lésung
Seia € R, & > 0 beliebig. Dann gilt fiir alle x mit

|x —a| <§:= min(ﬁw f—o) a#0
Vi a=0

dass

lg(x) —gla)| = |—5x2+1+5a2—1| = 5|x —al-|x + 4|
< 58(|x| + |a|) < 58Q2|a] +8) = 10|a|§ + 58>
- € . e .
2 2 7

da |x| + |a| < |x — a| + 2]a|. Also ist g stetig auf R. Um zu zeigen, dass g nicht
gleichmaBig stetig ist, haben wir nachzuweisen:

Je>0V8>03x,x' eR:|x—x'| <8 A|gx)—gx)| > e

Sei etwa ¢ = 1, § > 0 beliebig. Weiter seixz%—%undx/::x—l—%.Dannfolgt
oy > 2 8:> 5 +8 - 2
x> —— = X+ = —
-5 2 21~ 58
:>8 2x+5 >1:>|x X' x + x| >
2 2175 -5

=5 —x*z 1= [gx)—g(x)| = 1=¢

und somit, dass g nicht gleichmifig stetig ist.
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Aufgabe 115

»  GleichmaBig stetige Funktionen
Zeigen Sie:

a) £:(0,1)>xr>x2eR ist gleichmiBig stetig.
1
b) g:R>x+—> —— R ist gleichmiBig stetig.
1+ x?
¢) Beantworten Sie die Frage (mit Begriindung):
Nimmt g aus b) sein Infimum und Supremum an?

Hinweis: Zum Beweis von a)—c) sollen keine Differenzierbarkeitseigenschaften von f
bzw. g benutzt werden.

Lésung
Eine Funktion f : A — B heif3it genau dann gleichméBig stetig in A, wenn gilt:

Ve>0:38>0:Vx,yed:|x—y|<é= |f(x)— f(y)| <e.

a) Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wihle § = ¢/2. Dann gilt fiir x, y € (0, 1) mit
|x —y| <é:

|f) = O = |x> =y =lx =yl |x +y| <2x —y| <28 =2¢/2 =¢.
~——
<2

b) Sei e > 0 beliebig vorgegeben. Es gilt Vy € R

1 y 1 5 5
-5 = <= 1 >2yA2y <l ,
2_1_1_);2—2(<:>> +y_ Yy Yy = +J/)
da
(1-=yP=1-2y+y>>0 und (1+y)>=1+2y+y*>0.
Also ist
y 1
——| <<z VyeR
1+~ 2

Wihle § = ¢. Dann gilt fiir x, y € R mit |x — y| < §:
1 2

1+x2 14)2

y
fly—XI('Hy2 +

_|y-x
A+ X))+ y?)

)§|y—x|<8=8.

lg(x) =gl = '

'l—l—x2
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c) Offenbarist0 < g(x) <1 Vx € Rund g(0) = 1. g nimmt also sein Supremum an.
Fiir das Infimum gilt inf,cg g(x) = 0. Nach der Charakterisierung des Infimums
(vgl. z.B. [3], 1.8) ist ndmlich zu zeigen, dass
Ve>0dx e R:e> g(x);
letzteres ist offenbar richtig fiir x mit x> > é — 1. Das Infimum wird demzufolge
nicht angenommen.
Aufgabe 116

»  GleichmiBig stetige Funktionen

Zeigen Sie ohne die Differenzierbarkeit zu benutzen, dass die folgenden Funktionen auf
ihrem Definitionsbereich gleichméBig stetig sind:

a) f:(0,2)3xx3eR;

b) g:Rosx eR;

1+ |x|

Lésung
a) Seie > Obeliebig. Setze §(¢) := 5. Seien x, y € (0,2) beliebig mit |x—y| < §(e),
dann gilt

|f) = S| = %7 =y’ = |x = p[|x® + xy + ¥
A—Ungl. ) 5 l¥hlyI=2
< e =yl(xI"+xyl+»[) = 12]x—y[ < 125(e) =&

Somit ist die Funktion f in (0, 2) gleichmiBig stetig.
b) Sei ¢ > 0 beliebig. Setze §(¢) := €. Seien x, y € R beliebig mit |x — y| < §(e),
dann gilt

1 ‘:(1+|y|)—(1+IXI)
T+Ix| T4yl (14 x)(@ + D)

lg(x) —gW)| =
A—Ungl.
<|yl=Ixl] = |lx—yl<de) =e

Somit ist die Funktion g in R gleichmiBig stetig.
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Aufgabe 117

»  Lipschitz-stetige Funktionen

Eine Funktion f : D C R — R heilt Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante 0 < L < oo
existiert, so dass fiir alle x, y € D gilt:

| f(x) = fOW] < L|x -yl

Zeigen Sie:

a) Jede auf D Lipschitz-stetige Funktion ist auch stetig in D.

b) Der Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen ist ein Vektorraum iiber R.

c) Ist D ein abgeschlossenes Intervall, dann ist auch das Produkt zweier Lipschitz-stetiger
Funktionen wieder Lipschitz-stetig.

Lésung
a) Seien y € D, ¢ > 0 beliebig. Gilt die Abschitzung fiir L = 0, so gilt sie auch fiir
eine groBere Konstante. Daher kann L # 0 angenommen werden. Setze § := 7,

dann gilt fiir alle x € D mit |x — y| < §, dass

/()= fODI =Llx—y|<Ls=e.
Somit ist die Funktion f stetig in D. (Sie ist sogar gleichmiBig stetig.)
b) Sei V :={f : D — R | f ist Lipschitz-stetig}.
1) Die Nullfunktion liegt offensichtlich in V', da die Lipschitz-Bedingung mit
L = 0 erfiillt ist.
2) Seien @ € R, f € V beliebig, dann gilt

[(@f)(x) = (@)W = lef (x) —af ()] = lel| f(x) = fOD)] < le|L]x =y,

also ist auch die Funktion o f Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten
l¢|L,d.h.af € V.

3) Seien fi, f, € V beliebig. Seien L, L, die Lipschitz-Konstanten bzgl. fi, f>.
Es folgt mithilfe der Dreiecksungleichung

[(fi + L)) = (fi + LD = [([(x) = [1() + (falx) = ()]
<A = i+ [ (x) = L(0)]
< Lilx =yl + La|lx —y| = (L1 + La)|x — y|;

also ist auch die Funktion f; + f, Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten
Ly+ Ly, dh (fi+ fr)eV.
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¢) Seien f|, f, € V beliebig. Seien L, L, die Lipschitz-Konstanten bzgl. fi, f>. Da
Lipschitz-stetige Funktionen nach Teil a) stetig sind, sind auch | f| und | f3]| stetig
und nehmen daher auf dem abgeschlossenen Intervall D ihr Maximum an, d. h. es
gibt Konstanten M|, M, mit

| i) <M VYxeD, |f(x)]<M,VxeD.
Dann gilt mithilfe der Dreiecksungleichung

[(f1- f2)(x) = (fi- 2]

[/1(x) f2(x) = fi(x) o(¥) + fi(x) 2(0) = /L(0) 2 (0)]
= A La(x) = L)+ LW Aix) = fi(y)]

| /1O La|x =y + [ (W) Li]x — y|

< (MiLy+ MaLy)|x — yl;

Al

IA

also ist auch die Funktion f; - f, Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten
MLy, + M,Ly,d.h.(fi- fr)eV.
Aufgabe 118
»  Streng konvexe Funktionen
Eine Funktion f : [a,b] — R heifit genau dann streng konvex, wenn gilt
fax+ A =0)y)<tfx)+ 1 —=1)f(y) Vte(,1),Vx,yela,b], x#y.
a) Zeigen Sie, dass es genau ein z € [a, b] gibt mit

f(z) = xg}(ilg)] f(x),

falls f : [a,b] — R streng konvex und stetig ist.
b) Gilt die Aussage von a) auch fiir das Maximum?
c) Zeigen Sie, dass f : [-2.,3] 3 x > x? € R streng konvex ist.

Lésung
a) Da [a, b] ein abgeschlossenes Interall ist und die Funktion f stetig in [a, b] ist,
nimmt f das Minimum an. Daher existiert ein z € [a, b] mit f(z) = n%ir})] f(x).
X€la,

Angenommen es wiirde ein z’ € [a, b], z' # z, mit

&) = /() = min [(x)
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existieren, dann folgt mit Hilfe der strengen Konvexitit mit# = %

1 1 1 1
757+ 37) < 370+ 3560 = 1
was wegen Z£Z € [a, b] ein Widerspruch zur Definition von f(z) als Minimum ist.

2
b) Die Funktion g : [-2,2] > x + x? € R ist nach Teil c) streng konvex und als

Polynom stetig. Es gilt jedoch
J(=2) = f(2) = max f(x)=4,
xe[-2.2]

d.h. die Aussage von a) gilt nicht fiir das Maximum.
c) Seit € (0,1) beliebig. Seien x,y € [—2,3] mit x # y beliebig. Es gilt mit 0 <
t <1,dass 0 < 2 < ¢t und
tfx)+ A =0)f(y) = flex + (1 —1)y)
=124+ (1 =0)y*—(tx+ (1 —1)y)?
= x>+ (1 —10)y? —12x> = 2t(1 = t)xy — (1 —1)*y?
= x> 4+ y2 —1y? —t2x* = 2xy 4+ 2t2xy — y? 4+ 2ty* —1%)?
= t(x? = 2xy + y?) — 2 (x* — 2xy + y?)
= (t—1?)(x—y)*>0.

(x
——— ——
>0 >0

Aufgabe 119

»  Fixpunkte stetiger Funktionen

Sei [a, b] C R ein abgeschlossenes und beschrinktes Intervall. Weiterhin sei f : [a, b] —
[a, b] stetig. Zeigen Sie, dass die Funktion f in [a, b] einen Fixpunkt hat, d. h. es existiert
einz € [a,b] mit f(z) = z.

Hinweis: Benutzen Sie den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.

Lésung
Gilt f(a) = a oder f(b) = b, so ist die Existenz eines Fixpunktes offensichtlich. Sei
nun f(a) # a und f(b) # b, dann gilt wegen f(a), f(D) € [a,b]

f@)—a=>0, f(b)—>b<O.

Die Funktion g mit g(x) = f(x) — x ist als Differenz der stetigen Funktion f und der
Identitiit stetig, so dass g nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle z € [a, b] besitzt.
Es gilt also

g@) =0 f(0)-z=0 & f(z) =z,
daher hat f auch in diesem Fall einen Fixpunkt.
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