Chapitre 5

Processus de population en temps
continu

1l lug fallait maintenant une grande variété de modéles peut-étre transformables U'un dans
lautre, selon une procédure combinatoire, pour trouver celui qui convenait & une réalité
qui, a son tour, était toujours faite de plusieurs réalités différentes, dans le temps comme
dans l’espace. Calvino, Palomar.

Dans le Chapitre 3, nous avons considéré des processus de branchement indexés
par le temps discret, temps qui modélise par exemple le nombre de générations ou le
nombre de périodes de temps dans un processus de reproduction cyclique (reproduction
saisonniére, annuelle) ou le temps physique discrétisé. Dans ce chapitre, nous allons consi-
dérer des populations dont les individus se reproduisent et meurent a des temps aléatoires,
contintiment au cours du temps. Nous pourrons ainsi avoir des chevauchements de généra-
tions propres a certaines espéces. La dynamique de ces populations va dépendre du temps
physique ¢t € R,.

Nous allons nous intéresser au processus aléatoire (X¢, ¢ > 0) qui décrit la dynamique de la
taille de la population. A chaque temps de naissance, le processus croit de 1, ou plus si il y
a une reproduction multiple, et il décroit de 1 a chaque mort d’un individu. Ce processus
est donc constant par morceaux et saute aux instants aléatoires de naissance et de mort.
Nous supposerons que le processus aléatoire (X, ¢t > 0) est markovien, c’est a dire que son
comportement aléatoire dans le futur ne dépend du passé que par I'information donnée
par son état présent (nous verrons une définition précise ci-dessous). Cette hypothése
implique en fait une propriété de non-vieillissement qui est une hypothése biologique forte.
(Les problémes de sénescence par exemple, ne pourront pas étre étudiés dans ce cadre).
Toutefois I’hypothése de markovianité donne un cadre mathématique qui permet d’obtenir
des résultats rigoureux et des réponses quantitatives & un certain nombre de questions.
Nous étudierons de maniére systématique de tels processus de Markov dont le prototype
est le processus de Poisson. Ce processus, comme le mouvement brownien, est un processus
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& accroissements indépendants et stationnaires. Nous montrerons que les durées entre deux
sauts de ce processus sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle et
que le loi du processus & un instant fixé est une loi de Poisson. Nous montrerons qu’une
structure de méme type existe dans un cadre plus général ot la loi des instants de saut et
la loi de reproduction peuvent dépendre de I’état instantané de la population, décrivant
ainsi des situations de densité-dépendance et prenant en compte 'impact des ressources
par exemple. Nous montrerons que la dynamique de la loi du processus & chaque instant
suit une équation différentielle matricielle (appelée équation de Kolmogorov) dirigée par
une matrice spécifique que l'on appelle générateur infinitésimal du processus. Grace a
la propriété de Markov, la donnée de ce générateur et de la condition initiale suffit a
caractériser la loi du processus. Les cas spécifiques du processus de branchement a temps
continu et du processus de naissance et mort seront étudiés avec un accent particulier pour
I’étude de la probabilité d’extinction et de le loi du temps d’extinction quand celui-ci est
fini presque-stirement.

5.1 Processus markovien de saut

Définition 5.1.1 Un processus de saut (X;,t > 0) est un processus & valeurs dans un
espace fini ou dénombrable E dont les trajectoires sont presque-sirement continues a droite
et limitées a gauche et constantes entre des instants de saut isolés. La donnée du processus
(X, t > 0) est équivalente & la donnée de la suite de variables aléatoires (T, Z,),n > 0,
ot T,, € RU{+o0} est le n-ieme instant de saut et Z, € E la position du processus juste
avant le saut Tpy1. De plus Ty = 0 et les instants de saut T, € RU {+oc0} forment une
suite croissante telle que

To(w) < Thi1(w) si Th(w) < 4o0.
On suppose également que les instants de saut ne s’accumulent pas en un temps fini :

lim 7, (w) = +o0. (5.1.1)

n—o0

Dans ce cas, nous avons

Xi@) = > Zul0) g ms (D)

n>0,Ty (w) <400

Une trajectoire type est représentée en Figure 5.1.

Remarque 5.1.2 Nos motivations concernent essentiellement les tailles de populations
et nous allons limiter notre étude au cas des processus & valeurs entiéres avec E = N

Nous allons supposer de plus que les processus de saut sont markoviens, dans le sens
suivant.
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FIGURE 5.1 — Trajectoire d'un processus markovien de saut

Définition 5.1.3 Un processus de saut (X;,t > 0) & valeurs dans N est un processus
markovien de saut (appelé également chaine de Markov en temps continu), si pour tous
0 < s < t, la loi conditionnelle de la variable aléatoire X, sachant (X,,u < s), ne dépend
que de X, c’est-a-dire que pour tout n € N, pour tous 0 <tg <ty <---<t, <s etles
états ig, i1, ,in, 4,7 €N, on a

P(Xt:] | Xt():i():th :i17"' ,Xtu:?:n,Xb-:i):P(Xt:j | Xé:Z)

On dit que ce processus markovien est homogéne st la probabilité P (X, = j | X; =1) ne
dépend de s et t que par la différence t — s.

Dans la suite, nous étudions ces processus markoviens homogénes. Nous utilisons la no-
tation

PXy=j|Xs=1)=DP,;(t—s).

Pour tout ¢ > 0, la matrice de taille infinie P(t) = (P;;(t))ijen est une matrice marko-
vienne sur N x N : Vi, j € N, V¢t > 0,

Py(t) =0, Y Py(t) =1.

La matrice P(t) est appelée matrice de transition. Elle peut aussi étre considérée en tant
qu’opérateur sur les suites avec la propriété immédiate que pour une suite U = (uy,),, la
suite P(t)U est le vecteur obtenu par les formules du produit matriciel. Remarquons alors

que
P(0) = Id.

Nous notons p(t) la loi de X, et p(0) = p désigne la loi initiale du processus.

Nous identifions une fonction g : N — R avec le vecteur (g;)jen o0 g; = g(j), et une
mesure p sur N avec le vecteur (p;) ot p; = pu({i}).
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Proposition 5.1.4 Soit (X;); un processus markovien de saut homogéne, de loi initiale
w et de matrice (P(t),t > 0). Pour tout n € N, pour tous 0 < t; < -+ < t,, la loi du
vecteur aléatoire (Xo, Xy,, -+, Xy,) est donnée par : pour tous ig, i1, ,in, € N,

P (Xo =g, Xoy = i1, , Xt, =in) = HigPio,iy (1) Piyin(te — t1) X -+ X Py 4 (b — too1).
(5.1.2)

Preuve. Il résulte immédiatement des probabilités conditionnelles et de la propriété de
Markov que

P (Xo = io, Xoy = i1, Xy, = i)

P(Xo = i) P(Xy, = 01| Xo = i0) P (X3, = @2 | Xo = d0, Xt, = 41)
X X P(Xy, =in|Xo =0, s Xppy = in1)

Hio Pig,in (1) Piy i (ta — t1) X -+ X Py 4 (ty — ta1).

d

Cette proposition est fondamentale car elle montre que la loi p et les matrices de transition
(P(t),t > 0) suffisent a caractériser la loi du processus. En effet, nous savons par le
Théoréme 4.2.2, que la loi d’un processus a valeurs dans l’ensemble des fonctions de
R, dans R muni de la tribu produit, est caractérisée par les lois des marginales fini-
dimensionnelles (X3,,---, X, ), pour tous 0 < t; < --- < t, et pour tout n € N*.

En particulier, pour tout ¢ > 0, pour toute fonction positive ou bornée g : N — R, nous
avons

E(9(Xy)| Xo = i) = (P(t)9)i = ) _ Pis(t)g;.
jEN

La loi p(t) de X; sera donnée par

p(t) = pP(t) + Vi €N, u(t) =Y miPi(t).
€N

(La multiplication & gauche par une mesure est duale de la multiplication & droite par
une suite).

De plus,

Proposition 5.1.5 Les matrices (P(t),t > 0) vérifient que P(0) = Id et la relation de
semi-groupe, appelée équation de Chapman-Kolmogorov :

P(t+s) = P(t)P(s) = P(s)P(t). (5.1.3)

Ainsi le produit (au sens matriciel) commute.



5.2. UN PROTOTYPE : LE PROCESSUS DE POISSON 147

Remarque 5.1.6 Cette propriété justifie que l'on appelle la famille d’opérateurs (P(t),t >
0) le semi-groupe de transition du processus.

Preuve. Soit i,k € Net s, > 0. On a
Pt +s) = P(Xipo=k[Xo=1) = P(X;=j, X, 1. = k|Xo =)

J

= ZP(Xt+5 = kX, = j)P(X, = j|Xo =1) = Z Py (1) Pyx(s)

par la propriété de Markov, d’out P(t + s) = P(t)P(s). O

5.2 Un prototype : le processus de Poisson

5.2.1 Définition d’un processus de Poisson

Nous allons introduire le prototype des processus de saut, que l'on suppose & accrois-
sements indépendants et stationnaires. Ce processus modélise les temps d’apparitions
successives d’événements aléatoires.

Définition 5.2.1 Un processus ponctuel sur R, est un processus de saut avec sauts d’am-
plitude 1. 1l se décrit par la donnée d’une suite (presque-strement) croissante de temps
aléatoires

O<Ti<hh<---<T,<--,
définis sur un espace de probabilité (Q, F,P), & valeurs dans R, et vérifiant

T, — +oo presque-sirement, quand n tend vers l'infini.

Les variables aléatoires T;, modélisent les instants ot se produisent les événements.
Les variables aléatoires
Sy=T; Se=T~-T; -, Sp=Tp—Tpn, -

modélisent les longueurs des intervalles ou temps d’attente entre deux événements suc-
cessifs.

Définition 5.2.2 La fonction aléatoire de comptage (Ni)i>¢ associée au processus ponc-
tuel {T,,,n € N} est définie par
Ny =sup{n, T, <t} = Z Ly <y
j=1

N est donc le nombre d’événements qui se sont produits avant linstantt et l'on a Ny, = n
pour tout n.



148 CHAPITRE 5. PROCESSUS DE POPULATION EN TEMPS CONTINU

Remarquons que Ny = 0 puisque 77 > 0 et que pour tout ¢, Ny < +o0o puisque la suite
(T,,) tend vers linfini. Pour 0 < s < ¢, N; — Ny est le nombre d’événements qui ont eu
lieu pendant 'intervalle de temps |s, t].

—--
Ni=n| oo : :
-
2 -—-
.
0 3 1
0 T, T, T. t  Toa
-8 Sy S

FIGURE 5.2 — Trajectoire d’un processus ponctuel

Remarquons que les trajectoires t — N;(w) d’un tel processus sont continues a droite et
limitées a gauche, par définition.

Remarque 5.2.3 Les données de la loi du processus ponctuel et de la fonction aléatoire
qui lui est associée sont en fait équivalentes. En effet, nous avons

(Nezn} = {T, <t}
{Ny=n} = {T,<t<T,}
{Ny>n>N,} = {s<T,<t}.

Définition 5.2.4 Le processus ponctuel (T,,) ou (N, t > 0) est appelé processus de Pois-
son si (Ny,t > 0) est a accroissements indépendants et stationnaires, c’est & dire si

1) Pour tous ty < t; < --- < t, dans Ry, les accroissements (Nt] - Ny, 1<j< n)
sont des variables aléatoires indépendantes.

2) Pour 0 < s < t, la loi de N; — Ny ne dépend de s et t que par la différence t — s. Elle
est donc égale a la loi de Ny_g.

La propriété (2) s’appelle la stationnarité des accroissements.
Le nom de processus de Poisson est justifié par la propriété suivante :

Proposition 5.2.5 Soit (N;,t > 0) un processus de Poisson. Alors il existe A\ > 0 tel
que pour tout t > 0, N; est une variable aléatoire de Poisson de parameétre At. On a
donc

(At)*

P(N,=k)=e ™ o

, Vk e N.
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Définition 5.2.6 Le paramétre \ est appelé intensité du processus de Poisson. Il est égal
au nombre moyen d’événements qui se produisent pendant une unité de temps, puisque

E(Nt+1 - Nt) - )\

On dit aussi que les événements se produisent au taux M.

Preuve. Soit g; la fonction génératrice de N;. Nous avons, pour u € [0, 1],
g(w) = E@N) =Y PN, =k)u'

Nous voulons montrer que g; est la fonction génératrice d’une variable aléatoire de loi de
Poisson de paramétre At, c’est-a-dire que

gi(u) = exp(=(At(1 — u)).

Par indépendance des accroissements et pour s < ¢, nous avons que ¢:(u) = gi—s(u)gs(u),
et plus généralement nous pouvons prouver que g;(u) = ((g1(w))*. (On le prouve pour les
entiers puis pour les rationnels et on conclut en utilisant la décroissance de t — g¢;(u)).
Par ailleurs, comme g;(u) > P(N, = 0) = P(T7 > t), qui tend vers 1 quand ¢t — 0, nous
pouvons assurer que g;(u) est non nul. Comme de plus, g;(u) < 1, il existe donc A(u) > 0
tel que

gi(u) = e MW,

Montrons que A(u) est de la forme A x (1 —u), avec A constante.

Remarquons que

Au) = ltlj(lJlt(].—gt 7h¢r(l)ltZ]P) k)(1 —u®).

Puisque v < 1, nous en déduisons que pour tout ¢,

P(N, > 2).

H~\|d

(1= gi(u) — %P(Nt =D -u) = ZIP’ (N; = k) (1 — ) <

k>2

Supposons que 1 P(N; > 2) tende vers 0 quand ¢ — 0. Alors
A(w) = lim 2 PN, = 1)(1 — )
u)=lim 3 = u

existe et A(u) = (1 —u)A(0), avec A(0) = limyy 1 P(N; = 1). Nous aurons donc prouvé la
Proposition 5.2.5 avec A = A(0).
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Pour étudier le comportement asymptotique de P(Ny > t), remarquons que
Un{Nnt = 07 N(n+1)t > 2} - {TZ < Tl + t}v
et que par la propriété d’accroissements indépendants stationnaires,

P(Un{Not = 0, Ny > 2}) = > _P(Npyy = 0)P(N; > 2) < P(Ty < Ty + 1),

Nous en déduisons que

D e MOMP(N, > 2) = (1 — e M) TP(N, > 2) <P(Ty < Ty + ).

n

Mais, quand ¢ tend vers 0, cette derniére quantité vaut P(7y < 77) = 0. Comme pour ¢
suffisamment petit, nous avons par ailleurs que (A(0)t)™' < (1 — e 997! nous en de-

1
duisons finalement que ZP(Nt > 2) tend vers 0 quand ¢ — 0. O

Remarque 5.2.7 Nous pouvons donner une interprétation intuitive de ce résultat. 1l
résulte de la preuve ci-dessus que

P(Nt+h - Nt = O) = 1-MXh + O(h)
P(Nt+h — Nt = 1) = M+ O(h)
P(New — N, >2) = ofh).

Donc a o(h) pres, Nin — Ny est une variable aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 0
avec probabilité 1 — \h et la valeur 1 avec probabilité \h. Cette propriété jointe a l'indé-
pendance des accroissements et a la formule

n

s
Niys — Ny = Z(Nt+jh - Nt+(j71)h) , avec h = w

=1

entraine que Nipis— Ny suit approzimativement une loi binomiale de paramétre (n, As/n).
On peut montrer facilement que quand n tend vers l'infini, cette loi tend vers une loi de
Poisson de paramétre \s.

Remarque 5.2.8 Notons également que la Proposition 5.2.5 et la propriété d’indépen-
dance des accroissements permettent d’obtenir la loi de tout vecteur (Ny,,--- , Ny,), pour
ty < -0 <ty

Nous pouvons également déduire de la Proposition 5.2.5 la loi du premier temps de saut
du processus (V).



5.2. UN PROTOTYPE : LE PROCESSUS DE POISSON 151

Corollaire 5.2.9 La loi du premier temps de saut Ty est une loi exponentielle de para-
meétre X. De méme, pour tout s > 0, la loi du premier événement apres s, soit T 41 — S,
est une loi exponentielle de paramétre \.

Preuve. Pour ¢t > 0, on a P(T} > t) = P(N, = 0) = e~*. De méme,
P(Ty,+1 = 5 > 1) = B(Nps = N, = 0) = (N, = 0).
O

Rappelons qu’une variable aléatoire de loi exponentielle est une variable aléatoire sans
mémoire, au sens ol pour tous ¢,s > 0,

]P(Tl >t+S|T1>t):]P(T1 >S).

Nous allons retrouver cet aspect dans la structure générale d’'un processus markovien de
saut.

Finissons ce paragraphe en exhibant une martingale liée au processus de Poisson.

Remarquons que la donnée de (N, s < t) est équivalente & celle de (N;, Ty, Ta, -+, Th,).
La tribu FY = o(N,,s < t) est la tribu engendrée par ces variables et décrit donc
I'information donnée par le processus (N;); jusqu’au temps t.

Proposition 5.2.10 Soit (N, t > 0) un processus de Poisson de paramétre A. Alors le
processus (M, t > 0) défini par M, = Ny — At, est une FY -martingale.

Preuve. Pour chaque t > 0, N; est une variable aléatoire d’espérance finie donc il en est
de méme pour M;. De plus, pour s < t,

E(N|FY) =E(N, = Ny + NJ|FN) =E(N, = N,) + N, = A\t — s) + N,.

Nous avons utilisé I'indépendance des variables aléatoires IV; — N, et Ny et la Proposition
5.2.5. 0

5.2.2 Propriété de Markov forte

Soit (INVy,t > 0) un processus de Poisson d’intensité A. Pour tout s > 0, introduisons le
processus (N7, t > 0) défini par
Ny = Niyps — N

Ce processus compte le nombre d’événements sur Uintervalle |s, ¢]. Il est facile de voir que
c’est également un processus de Poisson d’intensité A, indépendant de (N,,u < s). En
particulier, cela entraine que (Ny,t > 0) vérifie la propriété de Markov et de la Proposition
5.2.5, nous déduisons la
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Proposition 5.2.11 Le processus de Poisson d’intensité A est un processus de Markov.
Sa matrice de transition est donnée par

e () S
Ry = G iz

et P, j(t) =0 sinon.
Nous allons généraliser cette propriété aux F, iv -temps d’arrét. Remarquons que pour tout

n, le temps de saut T), est un F-temps d’arrét, puisque {7}, < t} = {N, > n}. En
revanche si ¢ < s, T, ne 'est pas car

{Tv, <t} ={N, - N, =0} ¢ F7".

Proposition 5.2.12 Soit (N;,t > 0) un processus de Poisson de parameétre A et S un
FN_temps d’arrét. Sur l’événement {S < +00}, on pose pourt >0

NFf = Ngyy — Ngs.

Conditionnellement & {S < +00}, le processus (N{,t > 0) est un processus de Poisson
d’intensité X\, indépendant de la tribu engendrée par la trajectoire de N jusqu’a S.

Preuve. Nous savons déja que le résultat est vrai si S est constant. Supposons que S
prenne ses valeurs dans une suite croissante de réels positifs (s;);. Comme S est un temps
d’arrét,

{(S=s}={S<s;}\[S<s} e F.

Soient 0 =ty <ty <to < .-+ < tg, n1,no,---,nx € N et A un événement de la tribu
engendrée par la trajectoire de N jusqu’a S. On a AN{S <t} € FN. Alors

P (A nr, {NS — N[i] = ni})
Z]P ({S = Sj} nA ﬂ?:l {N5j+ti - NSj - NS]+ti—1 + NS; = 71,7;})
J

k
= Z]P’ ({S=s;}NA) HIP’ (N, it, = Nyt =10
k
= P[P (Not, = ni). (5.2.4)

Dans cette preuve nous avons utilisé le fait que le processus (NV;); est a accroissements
indépendants et stationnaires.
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Le résultat est donc établi si la suite des valeurs de S est discréte. Supposons maintenant
que S soit un temps d’arrét quelconque. Nous introduisons la suite (R,,),, définie par

Rn = Z k?in]l{(kfl)g—n<sgk2—n}.
keN*

1l est facile de voir que les R, sont des temps d’arrét qui convergent en décroissant vers
S. L’égalité (5.2.4) est vraie pour chaque R, et I'on peut facilement justifier un passage a
la limite, du fait de la continuité a droite des trajectoires de (NV;);. Cela conclut la preuve.
O

Nous en déduisons le résultat fondamental suivant.

Proposition 5.2.13 Un processus de Poisson (Ny,t > 0) d’intensité A est un processus
de Markov fort. Notons comme précédemment par (Sy,), la suite des temps d’attente entre
les sauts. Alors les variables S; sont indépendantes et de loi exponentielle de paramétre \.

Preuve. La propriété de Markov forte est un corollaire immédiat de la Proposition 5.2.12.
Nous savons déja, par le Corollaire 5.2.9, que S; = 17 suit une loi exponentielle de pa-
ramétre A. Appliquons la Proposition 5.2.12 avec S = T,,. Ainsi S,y = T,11 — T, est
le premier instant de saut du processus de Poisson (N7, +; — Nr,,t > 0) d’intensité X et
indépendant de T3, --- , T}, donc aussi de Sy, --- ,5,. Le résultat suit. O

La proposition suivante fournit une preuve constructive de I'existence d'un processus de
Poisson et un algorithme de simulation.

Proposition 5.2.14 Soit (S,), une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi
exponentielle de paramétre X. Pour tousn > 1 ett > 0, posons T,, = S1 +---+ S, et
N; = sup{n,T,, <t} = Card{n,T,, < t}. Alors (Ny,t > 0) est un processus de Poisson
d’intensité .

5.2.3 Comportement asymptotique d’un processus de Poisson

Soit (N, t > 0) un processus de Poisson d’intensité A. Nous avons alors
E(Nt) = /\t7 V(I/T'(Nt) = At.

Ainsi,

A
E(t71 Nt) = )\, V(lT(t71 Nt) = ;,
Ny . P
donc = converge en moyenne quadratique vers A, quand ¢ tend vers l'infini.

En fait nous avons également une version forte de cette loi des grands nombres.
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Proposition 5.2.15 Soit (N;,t > 0) un processus de Poisson d’intensité X. Alors 2t

t
converge presque-stirement vers A\, quand t tend vers l’infini.
Preuve. Remarquons tout d’abord que N,, = ZZ;l(Nl — N;_1) est la somme de variables
aléatoires indépendantes de méme loi de Poisson de paramétre A. Il résulte alors de la loi
N,
forte des grands nombres que —= converge presque-stirement vers A, quand n tend vers
n

I'infini. Nous pouvons alors écrire

N N lt] | Ne— Ny

t ]t t
Ny — N,
Il nous suffit alors de montrer que sup ——— tend p.s. vers 0 quand n tend vers
n<t<n+1

Iinfini. Posons
fn = sup (Nt - Nn) = Nn+1 - Nn'

n<t<n+1
Les &, sont indépendantes et de méme loi de Poisson de paramétre \. La loi des grands
nombres entraine alors que 5”;*5” converge vers \ presque-sirement et donc que %
converge presque-stirement, vers 0. O

Nous avons également un théoréme de la limite centrale.

Théoréme 5.2.16 Soit (N, t > 0) un processus de Poisson d’intensité X. Alors le proces-

VAt
loi normale centrée réduite.

sus (N*_)‘t,t > 0) converge en loi, quandt tend vers l’infini, vers une variable aléatoire de

Preuve. Nous allons raisonner comme dans la preuve précédente. Par le théoréme de la

limite centrale, nous savons que la suite (%) converge en loi vers Z quand n tend
3 n

vers 'infini, ott Z est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

A 49 Qr, P(% > ) = P(§, > ey/n) = P(§; > ey/n), qui tend vers 0

VAT A
quand n tend vers I'infini. Donc % tend en probabilité vers 0. Finalement nous avons

De plus,

Ne— At _ Ny — Al ], Ne— Ny [t —t
A i v JMF/\\/E'

Nous pouvons alors conclure, sachant que N; — N et Nj sont indépendantes et en uti-
lisant les fonctions caractéristiques, comme au Paragraphe 4.2. O

Nous pouvons en fait établir également un théoréme de la limite centrale fonctionnel, qui
montre la convergence de la fonction aléatoire

Nut — Mu

t—=Y!'=
A
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vers le mouvement brownien, quand w tend vers 'infini. La preuve s’inspire de celle déja
vue au Paragraphe 4.2. En effet, nous avons montré que pour ¢ fixé, ¥;* converge en loi
vers une variable aléatoire B; centrée, de variance t.

De méme nous pouvons étudier le comportement en loi de (Y, Y, —Y*,--- [ Y =Y* ),

1 2 a1 k k-1
pour t; < --- < t, et montrer que ce vecteur converge vers (Zy,, Zi,—t1, -+ s Lty—ty_y ), OU
les variables aléatoires Z;,_;, , sont indépendantes et suivent des lois normales centrées
de variances respectives t; — t;_;. Remarquons par ailleurs que amplitude des sauts de
Y est = qui tend vers 0 quand u tend vers I'infini. Nous avons donc montré que
t VAu

le processus (Y;*,t > 0) converge au sens des marginales fini-dimensionnelles, vers un
processus (By,t > 0) qui est & accroissements indépendants et stationnaires, a trajectoires
continues et tel que pour chaque ¢ > 0 la variable aléatoire B; est une variable normale
centrée et de variance ¢. C’est un mouvement brownien (Voir Définition 4.2.5).

Remarque 5.2.17 Nous avons vu a la Proposition 5.2.10 que le processus Ny— At est une
martingale. Mais (4.5.7) n'est pas satisfaite. En effet, en prenant t = n/\, nous pouvons
montrer que

E(|Nt—>\t\):2(n—n67" Z %T—e*"Zk%T),
k=0

qui tend vers +o0o quand n tend vers linfini. Ainsi, nous ne pouvons pas utiliser le Théo-
réme 4.5.6 pour conclure & la convergence de Ny/t.

5.2.4 Processus de Poisson composé

Etant donné un processus de Poisson, nous pouvons construire des processus markoviens
de saut plus compliqués en supposant les amplitudes de saut aléatoires et indépendantes
du processus de Poisson. Ces processus sont appelés processus de Poisson composés.

Exemple 5.2.18 Soit (N, t > 0) un processus de Poisson d’intensité A et d’instants de
sauts (7},),. Donnons-nous par ailleurs une chaine de Markov (Z,), & valeurs dans Z,
indépendante de (NVy); et de matrice de transition M; ;. Alors

X, = Z Z,,,]l[Tn,T,LH[(t)
n=0

est un processus markovien de saut de matrice de transition

Pj(t) = P(T, <t < Toy1, Zn = jlZ0 = i) = Y PN, = n)P(Z, = j| Zo = i),

par indépendance. D’ou
_ (A" (n
Pty =e™> TAL'(J)'
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Nous allons voir que la loi des processus markoviens de saut peut étre décrite en gé-
néralisant cette décomposition : loi des temps entre les sauts et loi de 'amplitude des
sauts.

5.3 Générateur d’un processus markovien de saut

5.3.1 Le générateur infinitésimal

Revenons ici au cadre général des processus markoviens de saut. Nous avons vu que la loi
d’un tel processus est caractérisée par son semi-groupe dés lors que ’on connait sa condi-
tion initiale (Proposition 5.1.4). La donnée du semi-groupe correspond a la donnée d’une
infinité de matrices P(t),t > 0. Dans cette partie nous allons montrer qu’il suffit en fait
de connaitre une seule matrice qui décrit le comportement infinitésimal de P(t) au voisi-
nage de 0. Cela est di a la propriété de Chapman-Kolmogorov (Proposition 5.1.5). Cette
matrice, appelée générateur infinitésimal du processus, permet de décrire la structure du
processus.

Remarquons tout d’abord qu’un processus markovien de saut vérifie la propriété de Mar-
kov forte.

Théoréme 5.3.1 Soient (X;,t > 0) un processus markovien de saut et S un Fi temps
d’arrét. Conditionnellement o {S < +oo} et a {Xg = i}, le processus (Xgis,t > 0) est
indépendant de la tribu engendrée par X jusqu’au temps S et sa loi est celle de (X, ¢t > 0)
issu de Xog = 1.

La preuve est une adaptation de celle donnée pour le processus de Poisson (Proposition
5.2.12) et est laissée au lecteur.

La propriété de semi-groupe (5.1.3) entraine que la connaissance de P(t) pour tout ¢ peut
se déduire de la connaissance de P(t) pour ¢ petit. En fait, nous allons montrer qu’il suffit
de connaitre sa dérivée a droite en 0.

Théoréme 5.3.2 Soit P(t),t > 0, le semi-groupe des matrices de transition d’un pro-
cessus markovien de saut (Xy). Il existe une matrice (Q;;,1,j € N), appelée générateur
infinitésimal du semi-groupe (P(t)); ou du processus de Markov (X;), qui vérifie

Qi,j >0 pour i #j ; Q” = - Z Qi,j <0,
JEN\{i}

cette derniére inégalité étant stricte sauf si l'état i est absorbant. On note ¢; = —Q;;.
Lorsque h | 0,

P, ;(h) = hQ;; + o(h) pour i# j,
Pii(h) =1 — hg; + o(h). (5.3.5)

’
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En outre conditionnellement a Xo = i et si ¢; # 0, Uinstant Ty de premier saut et la

position Zy = X, apres le premier saut sont indépendants, avec Ty de loi exponentielle
Qi
a

de parameétre q; et Zy de loi donnée par ( ,J # z) Si q; = 0, le processus reste absorbé

en 1.

Remarque 5.3.3 Le générateur infinitésimal peut également étre défini comme opérateur
de dérivation de la loi du processus, comme dans le cas d’un processus de diffusion (cf.
Définition 4.6.19). Pour toute fonction bornée sur N, on pose

Qf(i) = lim M

t—0,t>0 t

Par (5.3.5), nous avons pour t au voisinage de 0,

PG = D PuMfG) = Pa®f )+ Pt/ )

J#i

(1 +1Qi; + o(t))f(i) +> (t Qij+ o(t)>f(j)

#i

f@)+t <Z Qii(f(J) — f(i))> +o(t),

J#i

et donc

QF(i) =D Qi (1) = £®))- (5:3.6)

i#i

Définition 5.3.4 On appelle ¢; le taux de saut du processus issu de i. Nous avons donc
P(Tl > t|X0 = ’L) = G_Qit.

Le nombre Q;; sera appelé taux de transition de i vers j.

Gréace a la propriété de Markov forte, nous en déduisons le résultat suivant.

Corollaire 5.3.5 Pour tout n € N*, conditionnellement a la tribu engendrée par le pro-
cessus jusqu’au temps 1,1, la variable aléatoire T,, — T, est indépendante de Z,, = Xr,.
De plus, la loi conditionnelle de T,, — T,,—1 est une loi exponentielle de paramétre qz, ,,

et la loi conditionnelle de Z,, est donnée par (% JjEN).

)
n—1
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Preuve du Théoréme 5.3.2. Nous voulons calculer P(T7 > t|X, = 4). Considérons
n € N et h > 0 et supposons que h — 0 et que n — oo de telle sorte que nh 1 t. Nous
allons utiliser la propriété de semi-groupe. Pour cela, remarquons tout d’abord que

{Th' >nh} C{Xo=Xp=-=Xu} C{T1 >nh} U{Tr —T) < h}.

Comme P(Ty — T3 < h) — 0 quand A — 0, nous avons

]P)(Tl > t|X0 = Z) = h—})lgill—nfp(xo = Xl == Ann | XO = Z)
=, Jm (Pi(h)" = . %iII}ll te"h' Piilh) - par propriété de Markov.
—0,nh— —0,nh—

Comme P, ;(h) tend vers 1 quand h — 0, nous savons que log P;;(h) ~ P;;(h) — 1 au
, t . .
voisinage de 0. Comme de plus n est d’ordre W nous pouvons déduire de 'existence de
la limite précédente qu'il existe ¢; € [0, +00] tel que limy,o (1 — P;;(h)) = ¢;. Ainsi,
]P(Tl > t‘XO = Z) = e 4t

Cette derniére propriété entraine que ¢; < 400 et que g; = 0 si et seulement si 7 est un
état absorbant. Nous posons alors Q;; = —¢;.

P, (h)
h

analogue. Nous avons {1} < t,Zy = i,Z1 = j} = limp0,0nst Yocm<n{Xo = Xp = -+ =
X(m—l)h = i7th, = ]}7 d’out

La démonstration de l'existence d’une limite a , pour i # j se fait de maniére

n—1
. . . m . 1 — (Pi(h)"
P(Th <t, 21 =jlXg=1i) = h_}%{g}l_ﬂ Z (Pi(h)™ Pij(h) = som Wﬂ,j(m
= Jm (= (Pl s Pa(h)
N h—>01,17§}lz—>t ot 1-— Pm'(h) h "
1—e @t 1
= lim —Fi;(h). (5.3.7)

Ainsi, Q;; = limy_,o 1 P;;(h) existe pour i # j et

]P(Tl <t Z :j|X0 :’L) = (1 —eiqlt>%7

qi
don P(Th <t,Z1 =j|Xo=1) =P(T1 < t| Xy =19)P(Z1 = j| Xo = i), ce qui entraine
I'indépendance de 77 et Z; conditionnellement a Xy = i. De plus,
iy Qi
P(Z1=j|Xo=1)=—=. (5.3.8)
Nous en déduisons que
ZQi,j = ¢ = —Qis

J#i
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0

Ce théoréme nous permet d’obtenir les équations de Kolmogorov, fondamentales dans la
pratique. Ces équations décrivent la dynamique temporelle des lois & partir de la matrice
de taux. Soit I la matrice identité sur N.

Théoréme 5.3.6 Sous l'hypothése (5.1.1),

1) (P(t),t > 0) est l'unique solution de l’équation de Kolmogorov rétrograde

dP
E(t) =QP(t), pour t>0; P(0)=1, (5.3.9)
c’est-a-dire que pour tous i,j € N,
dP; ;
Wj(t) = Z QigePrj(1)- (5.3.10)
keN

Pour tout i de N et toute fonction g, u(t,i) = E(g(X:)|Xo = 1) est solution de

E(“) = %Qi,ku(t,m, t>0, ; u(0,i) = g(i), i € N.

2) (P(t),t > 0) est l'unique solution de ’équation de Kolmogorov progressive

dpP

E(t) = P(t)Q, pour t>0; P(0)=1, (5.3.11)
c’est-a-dire que pour tous i,j € N,
dp,

250 = Pir(t)Qu- (5.3.12)

keN

En outre, la famille des lois marginales u(t) de (X;,t > 0) satisfait ’équation de Fokker-
Planck

Ip; (t)
ot

= Zuk(t)Q;w-, pourt > 0,5 € N.
keN

Preuve. L’idée de preuve est la suivante. Pour établir 'équation de Kolmogorov rétro-
grade, il suffit de dériver P(t + h) en h = 0 en utilisant la propriété de semi-groupe
P(t+ h) = P(h)P(t). L’équation pour u s’en déduit en multipliant & droite par le vec-
teur colonne (g;). L'équation progressive s’obtient de la méme maniére, mais en écrivant
P(t+ h) = P(t)P(h). L’équation de Fokker-Planck s’en déduit alors immédiatement en
multipliant & gauche par le vecteur ligne (1;(0)). O
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5.3.2 Chaine de Markov incluse

Soit (X;); un processus markovien de saut, associé a (1,,, Z,),n > 0. La suite Z,, = X7,
est une chaine de Markov a temps discret. C’est une conséquence de la propriété de Markov
forte de (X3);. Elle est appelée chaine incluse et vérifie que Z,11 # Z,, presque-siirement,
pour tout n. Sa matrice de transition se calcule aisément en fonction du générateur @ de
X, grace a (5.3.8) :

po={ %y B2
0 sij=u.

Si I'on pose
Sn =4z, (Tn - Tn*1)7

ol q; = Z#j Q;;, et pour tout ¢t > 0, Ny =sup{n, > ,_; Sk < t}, alors le processus (N;),
est un processus de Poisson d’intensité 1. En effet, il suffit d’appliquer le Corollaire 5.3.5 :
la loi conditionnelle de T, — T},_; sachant Z,,_; est une loi exponentielle de paramétre
4z, ., et donc la loi de S, est une loi exponentielle de parametre 1. On utilise pour cela
le fait que si U est une variable aléatoire exponentielle de paramétre A, alors \U est une
variable aléatoire exponentielle de paramétre 1.

Réciproquement, il est possible de définir un processus de Markov & temps continu &
valeurs dans N a partir de son générateur infinitésimal. Soit () une matrice de taux,
c’est-a~dire une matrice indexée par N telle que pour tous 7,7 € N,

Qij =0 sij#i; Qui=—) Qi <0 (5.3.13)
J#i
Posons alors ¢; = —Q;; et définissons la matrice de transition P par P” = Qq” sii#j

et ¢; # 0, et [:’ZJ = 0 si j =1, avec la convention [:’,L-g =0Vjsig=0.A tout i € N, nous

associons la chaine (Z,), de matrice de transition P et nous considérons un processus de

Poisson (NV;) d’intensité 1 indépendant de (Z,),. La suite des instants de saut de (V) est
notée (1)), et pour n > 1, on définit
T -1

U,=-"—"nt o T =U +-+U,.
47,
Si la condition de non-explosion (5.1.1) est satisfaite par (75,),, alors
X =S Zalg o (8), 20 (5.3.14)

n>0

est un processus markovien de saut de générateur infinitésimal Q).
Construction algorithmique de (Xt); :

Il est facile de construire le processus (X;,¢ > 0) issu de l'état i en itérant la procédure
suivante.
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e On démarre de Xy = ¢ et on attend un temps exponentiel S; de paramétre ¢;. Le
processus reste constant égal a i jusqu’au temps S;.

e Au temps S, le processus saute de I'état ¢ & I’état j avec probabilité %

e On réitére la procédure (on attend un temps exponentiel Sy de parameétre g; et indé-
pendant de Sy, - -+ ).

Les temps de vie exponentiels Uy, Us,--- sont appelés temps de séjour dans les états

respectifs Z;, Z5 - --. Le processus a une durée de vie finie si

Ty = Z U, =1lim7T, < +oo.

k>1

Remarquons que T, < +o00 entraine de maniére évidente que limyr, X; = +00; on dira
dans ce cas que le processus explose.

Etudions maintenant la condition de non-explosion (5.1.1) pour (7},),, qui assure que
le processus est défini par (5.3.14) pour tout ¢ € Ry, et prouve alors l'existence d’un
processus markovien de saut de générateur infinitésimal Q).

Proposition 5.3.7 La condition de non-explosion lim, T, = 400 presque-sirement, est
satisfaite si et seulement si

1
Z — =400 presque-sirement. (5.3.15)
>0 12n

Avant de prouver la proposition, énongons tout de suite un corollaire immédiat.

Corollaire 5.3.8 Pour qu’un générateur infinitésimal QQ soit le générateur infinitésimal
d’un processus markovien de saut vérifiant (5.3.13), il suffit que 'une des deux conditions
suivantes soit satisfaite :

(i) Supsep @ < +00.
(it) La chaine de Markov (Z,), de matrice de transition P est récurrente.

Sn

Preuve de la Proposition 5.3.7. Nous avons vu que T, — T,,_1 = et les temps

n—1
aléatoires S, sont indépendants. De plus, .S,, est loi exponentielle de paramétre 1, donc

conditionnellement & Z,_;, la variable aléatoire qZS” suit une loi exponentielle de para-

n—1

metre gz, -
Nous allons montrer que si les (e;) sont des variables aléatoires indépendantes de loi
exponentielle de paramétre ¢;, alors presque-siirement,

5:26i:+oo<:>251+oo.
i i

oy 1 . . 1 ) . ) .
Comme E(e;) = o> il est clair que si > - <400, alors & est finie presque-sirement.
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Etudions maintenant le cas ou qui = +o00. Introduisons la transformée de Laplace de
E. Elle vaut G
E(e ) = E(e %) = :
@9 =ITEe =115,

et elle est nulle si et seulement si ), e; = +0o avec probabilité 1.

Le produit ci-dessus est nul si et seulement si la somme ), log (1 + qi) vaut —oo. Or,

pour A suffisamment petit, cette série a le méme comportement que — >, ql, ce qui per-

met de conclure. O

5.4 Processus de branchement en temps continu

5.4.1 Définition et propriété de branchement

Considérons un processus (X;);>o décrivant la dynamique de population suivante :

e Au temps ¢t = 0, on a un nombre aléatoire X, d’individus.

e Chaque individu a un temps de vie aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre
a > 0.

e Au bout de ce temps, 'individu se reproduit suivant la loi de reproduction (p;)ien.
La probabilité que sa lignée s’arréte est donc pg. Nous éviterons les cas triviaux en
supposant que

Po>05 po+p <l

e Les temps de vie et les nombres d’enfants de chaque individu sont indépendants les uns
des autres.

Définition 5.4.1 On appelle processus de branchement en temps continu le processus
(Xt)is0 ainsi défini. X; représente le nombre d’individus présents au temps t.

Quand py + pa = 1, le processus est appelé processus de branchement binaire ou processus
de naissance et mort linéaire. Un tel processus modélise par exemple le mécanisme de
division cellulaire.

Si de plus, po = 0 (une lignée ne disparait jamais), le processus est appelé processus de
fission binaire ou processus de Yule.

Nous introduisons I'espérance de la loi de reproduction m = Zkzo k py et pour s € [0, 1],
sa fonction génératrice g(s) = Zpk sk,

k>0
Rappelons que si m < 400, la fonction ¢ est dérivable en 1 et ¢’(1) = m. Notons s la
plus petite racine de 1'équation g(s) = s.
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FIGURE 5.3 — Un processus de branchement en temps continu :

E—

L

P
T

0 t

Dans la figure 5.3, les branches représentent les lignées des individus. La figure modélise
I’évolution au cours du temps de ces lignées.

Remarque 5.4.2 Le fait de modéliser le temps de vie des individus par une loi expo-
nentielle peut étre discuté. En effet une loi exponentielle posséde la propriété de non-
vieillissement qui ne représente pas forcément la réalité. Toutefois quelques espéces ne
vieillissent pas. L’hydre, petit polype d’eau douce de quelques millimétres, en est un exemple,
ainst que certaines tortues, certains mollusques ou coraux ou certains poissons comme l’es-
turgeon. (Voir [71] sur ce sujet). Cette hypothése de loi exponentielle est lice a la propriété
de Markov pour le processus de saut (Xi)i>0, comme nous 'avons vu dans le paragraphe
précédent. Cela permet de faire facilement des calculs. Il existe des travauz se démarquant
de cette hypothése et de la markovianité, pour prendre en compte d’autres dynamiques de
populations, comme par exemple les processus de branchement dge-dépendants (cf. Kaj-
Sagitov [44]) ou les arbres de ramification ("splitting trees") (cf. Lambert [53]), pour
lesquelles les durées de vie des individus suivent des lois quelconques.

Théoréme 5.4.3 Le processus de branchement (Xi)i>o est un processus markovien de
saut. Le processus (Zp)n = (X1,)n est une chaine de Markov de matrice de transition P
telle que P j = pj_it1 sij > 11— 1 et P;; =0 sinon. Les temps aléatoires Ty, — T, sont
indépendants conditionnellement & Z, =i et de loi exponentielle de paramétre ia.

Propriété fondamentale. La définition du processus nous permet de remarquer que si
la population initiale est composée de ¢ individus, les sous-processus issus de ces ¢ ancétres
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sont indépendants et ont méme loi. Nous pouvons donc écrire X; comme
X, =2+ ...+ 7,

ol les ((Zf,t >0),k=1,... 72‘), sont des processus indépendants et de méme loi, celle
d’un processus de branchement issu d’un seul individu. Nous dirons que le processus X
satisfait la propriété de branchement. En particulier, pour tout temps t > 0, la fonction
génératrice de X; est égale au produit des fonctions génératrices des ZF, ce qui s’éerit :
pour tout ¢ > 0 et s € [0,1],

ipm(t)sj = (i Pl,j(t)5j> ; (5.4.16)

avec (P(t),t > 0) le semi-groupe de transition du processus.

La preuve du Théoréme 5.4.3 découle du Corollaire 5.3.5 et de la proposition suivante, qui
donne le générateur du processus.

Proposition 5.4.4 Le générateur du processus de branchement en temps continu est
donné par

1) ¢; = ai. En particulier, go = 0 et le point O est absorbant.
2)

Vi#j, Qij = 1apj_ip1, sij>i—1,
= 0 sinon.

1— Py(t .
Preuve. 1) Nous savons que ¢; = %in& 7() Or 1 — P;,;(t) = Pi(X(t) # i). Montrons
—
,—iat

que cette probabilité est proche de P;(T}y <t) =1—e
de premier saut. En effet,

pour t petit, ot 77 est I'instant

=P;( Il y a au moins 2 sauts avant ¢, un pour quitter ¢ et un pour y revenir)

<P(T: < t).

Or, P(Ty < t) =Py(Th+To—T) <t) <Pi(Ty < t)P;(To—T; < t) car par construction, T}
et Ty — T} sont indépendants. Nous en déduisons que P;(Ty < t) est d’ordre 2, négligeable
devant P;(T} < t) pour t petit.

2) Par un argument similaire, nous avons également que pour i # j,

Pi(t)=P(X,=j|Xo=1)=P(T} <t,Xp, =j| Xo=1)+o(t).

AiIlSi7 ng = hIIlt*,O B @) = hIIlt*}O %Pz(Tl < t) IP)Z(Zl = J) = (lipj,1+1. O

t
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Nous déduisons du calcul du générateur que

Pj(h) = iapj_iqih+o(h), pourj>i—1,
Pi(h) = 1—iah+o(h).

En utilisant la section précédente, nous pouvons facilement écrire les équations de Kol-

mogorov pour le processus Z.

ﬁpj,j(t) = (PQ)i(t)=—jaP;(t)+a Z kpj_g+1 Pir(t), (progressive)

dt 1<k<j+1,k#i
(5.4.17)
d . . ,
an-(t) = (QP)y(t) =—iaPj(t)+ia Y peini Pey(t) (rétrograde),
k>i—1,ki
(5.4.18)
avec les conditions initiales
- |1 pouri=y,
Pj(0+) = { 0 pour i # j.

Par exemple, dans le cas de la reproduction binaire critique ol pg = py = %, I’équation de
Kolmogorov rétrograde devient pour tout i, j

d ia
2P0 = (P + Poay(t) = 2P (1))
qui donne une équation de récurrence que 1’'on peut résoudre.

Toutefois, ces équations de Kolmogorov ne représentent pas 1'outil le plus adapté pour
décrire la loi d’un processus de branchement et il est plus judicieux d’étudier I’équation
dynamique satisfaite par les fonctions génératrices, dés lors que le processus est défini en
tout temps.

5.4.2 Equation pour la fonction génératrice

Nous avons vu que grace a la propriété de branchement, les fonctions génératrices satisfont
pour tout temps ¢ la propriété (5.4.16), permettant de réduire la condition initiale a
Xop =1, comme nous allons le supposer maintenant.

Pour s € [0, 1], nous posons

F(s,t) =E(s|Xo=1) =Y P(X,=j|Xo=1)s" = > _ Py;(t) s

Jj=0 Jj=0
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Nous avons alors

0 0 ;
5 FED = > 2Py

Jj=0

= Z s Z Q1,:P:j(t) (Equation de Kolmogorov)
Jj=0 k>0

= Z Q1x Z s1 Pyi(t) = Z Q1 (F(s,t))* (Propriété de branchement (5.4.16)).
£>0 70 k>0

Or Qi1 =—-aet Q1 =ap;sij#1 Dou
9 J
&F(&t) = a ij (F(S7t)) - F(S,t) =a (g(F(&f)) - F(S,t)),
j=>0
ou g est la fonction génératrice de la loi de reproduction. Introduisons la fonction
u(s) = a(g(s) —s), se€[0,1]. (5.4.19)
L’équation s’écrit

0

(50 = a(g(F(s,t) = Fls,t)) = u(F(s,1)) (5.4.20)
avec F'(s,0) = s.

Nous allons voir comment de cette équation, nous pouvons déduire un critére de non-

explosion, un critére d’extinction, la dynamique de la moyenne du processus et des calculs
explicites dans des cas particuliers.

5.4.3 Critére de non-explosion

Le processus peut avoir un temps de vie infini ou n’étre défini que sur un intervalle de
temps [0, Tio[, o0t T est fini avec probabilité positive. On a le théoréme suivant.

Théoréme 5.4.5 Le processus de branchement en temps continu a un temps de vie infini
presque-strement si et seulement si m = ¢'(1) < +00, ou si m = 400 et

[t

Remarquons avant de prouver ce théoréme que la fonction w est positive si g n’a que le
seul point fixe 1 (et dans ce cas m = ¢'(1) < +o0), et qu'elle est positive avant sy et
négative ensuite dans le cas ot g admet un point fixe sy < 1.
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Preuve. Soit h;(t) = IP’l(TC>o > t) = 3250 Pi(Z = j). Par la propriété de branchement,
nous savons que 1 — h;(t) = 1 — h(t)}, ou h(t) = F(1,t). L'équation (5.4.20) pour s = 1

donne que
R(t) = u(h(t)), t>0. (5.4.21)

Un point limite de la fonction h quand ¢ tend vers U'infini est un point stationnaire de
l’équation (5.4.21) et donc un point fixe pour la fonction g. La fonction h est décroissante
et h(0) = 1, donc h(t) < 1 pour tout ¢ > 0. Dans le cas ou ¢g n’a que le seul point fixe 1,
h est donc constante égale & 1 et Py (T = 00) = limy 00 h(t) = 1.

Supposons maintenant que g admette un point fixe s < 1. Remarquons que comme
h(0) = 1, la fonction h est positive et décroissante et h(t) €]so,1]. Supposons que le
processus de branchement ait un temps de vie T, fini avec probabilité positive. Dans ce
cas h converge vers sy et il existe un temps o tel que so < h(tp) < 1. Fixons v €]sp, 1]
et posons U(z) = [ u‘é:) Comme la fonction ¢ — U(h(t)) est de dérivée nulle, elle est
constante, et t—U(h(t)) = to—U(h(tp)) < +oo. En faisant tendre ¢ vers 0, nous obtenons
que U(17) a une valeur finie. Nous en déduisons que f

est fini, ce qui entraine que
u(S)
m = +oo. (Par un développement limité de g(s) au voisinage de 1, on remarquera que si

m < 400, l'intégrale diverge forcément).

Réciproquement, supposons que m = +oo et que [ ! u‘f‘:;) converge. Nous pouvons alors
définir la fonction U(z) = [/ u“(ii pour z €]sg, 1]. En utilisant &' = u(h), nous obtenons
que t—U(h(t)) = 0, ce qui implique h(t) < 1 dés que t > 0. O

5.4.4 Equation de moments - Probabilité et temps d’extinction

Equation de moments

Supposons que m < +o0. Supposons que lespérance de X; existe pour tout t et que la
fonction F soit suffisamment réguliére. Rappelons qu’alors m(t) = E(X;) = £ F(s,t)[s—1.
De (5.4.20), nous pouvons déduire une équation satisfaite par la fonction m. En effet

D p(x,) =

(s, )i,
et t — m(t) est solution de I'équation différentielle

m/(t) = (F(1,t)) m(t) = u'(1) m(t),
avec /(1) = a(¢'(1) — 1) = a(m — 1). Nous en déduisons que

m(t) = e MVUEE(X,). (5.4.22)
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Le parameétre p = a(m — 1) est appelé paramétre de Malthus. Dans le cas sur-critique
ot p > 0, m(t) tend vers l'infini; dans le cas sous-critique ot p < 0, m(t) tend vers 0. Si
p =0, dans le le cas critique, la population reste constante en moyenne.

Probabilité d’extinction

Intéressons-nous maintenant a ’extinction éventuelle de la population. Notons Tj le temps

d’extinction,
TO = Hlf{f Z 0., Xt = 0},

toujours avec la convention inf ) = +o00, et introduisons alors la probabilité d’extinction
q(t) = Pl(TO < t), t 6]0, +OO]

Théoréme 5.4.6 La loi du temps d’extinction est donnée implicitement par

Preuve. Les arguments de preuve sont proches de ceux du Théoréme 5.4.5. Remarquons
que pour tout ¢ > 0, ¢(t) = Py (X; = 0) = F(0,¢) qui est une fonction bornée et croissante
en temps car 'état 0 est absorbant. Il est clair que ¢(07) = 0 et que limy_,, q(t) = so,
le plus petit point fixe de g. En effet, lim;_,o, ¢(t) = go est un point stationnaire pour
la dynamique définie par (5.4.20) et satisfait donc ¢(geo) = ¢oo- Alnsi ¢ = 1 dans les
cas sous-critique et critique, et o, = so < 1 dans le cas surcritique. De (5.4.20), nous
déduisons également que

q(t) =ulq(t)), t>0, (5.4.23)

T ds

avec q(t) € [0, so[. La fonction G(z) = [ 275
ce cas, g(s) > s et u(s) # 0. Si nous intégrons (5.4.23), nous obtenons finalement que
t.

G(q(t)) = O

est bien définie pour x < s¢. En effet, dans

5.4.5 Le cas binaire
Cas du processus de Yule

Considérons tout d’abord le cas ot chaque individu vit un temps exponentiel de parameétre
a > 0 avant de créer deux descendants, toutes les durées de vie étant indépendantes
les unes des autres (p2 = 1). Ce modéle peut représenter une dynamique de bactéries
avec division cellulaire en temps continu. Il peut également représenter un mécanisme de
reproduction ot un individu se reproduit suivant un processus de Poisson d’intensité a
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et crée a chaque événement de naissance un unique descendant qui va suivre la méme
dynamique, indépendamment de son ancétre et de tout le passé.

Dans ce cas, la fonction génératrice de la loi de reproduction vaut g(s) = s? et 'équation
(5.4.20) devient pour chaque t > 0,

%F(s,t) = a (F(s,t)> = F(s,t)) avec F(s,0)=s.
Un calcul élémentaire donne alors
se”
F(s,t) = —————.
(5,¢) 1—s(1—e)

Nous reconnaissons la fonction génératrice d'une loi géométrique de paramétre e~%. Nous
avons donc la proposition suivante.

Proposition 5.4.7 Soit un processus de Yule binaire, & taux a > 0 et issu d’un indi-
vidu unique. Alors le nombre de particules au temps t a une distribution géométrique de
parametre e,

Le cas général

Supposons maintenant que py+ ps = 1, avec pg > 0 et po > 0, c’est & dire qu’a un instant
de saut, soit I'individu meurt, soit il a un seul descendant. Ce modéle intégrera ainsi les
possibles morts de bactéries en plus de la division cellulaire.

Chaque individu a un taux de mort de paramétre d > 0 et un taux de reproduction de
parameétre b > 0. Dans ce cas, le taux total de saut a par individu vaut @ = b+ d et

la loi des sauts est définie ainsi : avec probabilité p, = b%d on a une naissance et avec
d

beqe ON @ une mort.

probabilité py =

Nous avons alors m = 2ps = et r = b — d est le taux de croissance. Le processus

2b
b+d
sera donc surcritique (resp. critique ou sous-critique) si et seulement si r > 0, (resp. r = 0
our <0).
La fonction u s’écrit alors u(s) = d — (b+ d)s + bs® et so = min(1, {). Dans le cas binaire
critique ot b = d, u(s) = b(1 — s)2.
Remarquons que, puisque m < 400, le processus n’explose pas presque-stirement et
F(1,t)=1.
Nous pouvons obtenir dans ce cas binaire une forme explicite de la fonction génératrice.
Calculons-la tout d’abord dans le cas critique. Par (5.4.20), elle vérifie

%F(s,t) =b(1—F(s,1))?; F(s,0) = s,
d’ot par un calcul élémentaire,
1-s

F(s,t)zl—m.

(5.4.24)
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Dans le cas de reproduction binaire non critique o b # d,
u(s) = (1 — s)(d — bs). Nous en déduisons par une intégration immédiate que

(1—s)(b—d)
(bs —d) e~ (=Dt 4 p(1 —5)°

F(s,t) = 1— (5.4.25)
Rappelons que r = b — d. Nous savons que la probabilité ¢(¢t) = Py(Ty < t) vérifie
q(t) = F(0,t). Nous en déduisons que

dlet —1)/(be" —d) si b#d
q(t) =
bt/(1 + bt) si b=d.
Nous pouvons en déduire la probabilité d’extinction limy,., F/(0,t).

Sir <0, cette limite vaut 1 et le processus s’éteint presque-stirement.

d
Sir > 0, la probabilité de s’éteindre est sg = 7

Dans le Chapitre 5.5 concernant les processus de naissance et mort (fin du paragraphe
5.5.2), nous verrons de plus que le temps moyen d’extinction vaut

1 1 .
El (To) = E l()g (m) sib< d,

et est infini si b > d.

Remarque 5.4.8 Dans le cas critique et en utilisant (5.4.22), nous savons que la moyenne
m(t) est constante alors que le processus s’éteint presque-sirement. C’est un cas ot les
hypothéses du théoréme de convergence dominée ne sont pas vérifiées.

5.4.6 Extensions

Nous pouvons généraliser ce modeéle et considérer des processus de branchement avec
immaigration ou avec croissance logistique.

Immigration :

Soit ¥ = (vg)gen une mesure positive finie sur N, (Vk, vy > 0 et Y, v < +00), et soit

p= Ekzo V. Dans ce modéle de branchement en temps continu avec immigration,

e au taux p, des groupes d'immigrants arrivent dans la population, indépendamment de
I’état de celle-ci. y

e Un groupe est composé de k individus avec probabilité iy

e Tous les individus présents dans la population se reproduisent et meurent indépendam-
ment suivant le schéma de branchement précédent.
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Le processus de branchement avec immigration a les taux de transition :

i =i+ k autaux ipgi1+ v
i —1—1 autaux 1Pp-

Croissance logistique :

Dans un modéle de population avec croissance logistique,

e Tous les individus présents dans la population se reproduisent et meurent de mort
naturelle indépendamment, suivant le schéma de branchement précédent. (py est alors
appelé taux de mort naturelle ou intrinséque).

e Un individu subit la pression des autres individus sur sa survie. Par exemple, les indi-
vidus peuvent étre en compétition pour le partage des ressources. Ainsi la probabilité
individuelle de survie va diminuer en fonction de la taille de la population, ce qui va se
traduire par un accroissement du taux de mort.

Si 'impact de la compétition entre deux individus est décrit par le paramétre ¢ > 0, le
processus de population avec croissance logistique a alors les taux de transition :

i —=i+k autaux 1 Prt1
i—i—1 autaux ipy+ci(i—1).

Du fait de l'interaction, la propriété de branchement n’est plus satisfaite. Nous allons
développer dans le chapitre suivant I'étude des processus de branchement binaire avec
une croissance logistique ou plus généralement avec des taux de naissance et de mort
individuels dépendant de la taille de la population.

5.5 Processus de naissance et mort

5.5.1 Définition et critére de non-explosion

Définition 5.5.1 Un processus de maissance et mort est un processus markovien
de saut & valeurs dans N dont les amplitudes des sauts sont égales a +1. Ses taur de
transition sont donnés par

i —=i1+1  autaur N
1 —=1—1 autaur

avec (N;); et (w;); deux suites de réels positifs ou nuls, pour i € N.
Remarquons que nécessairement pg = 0.

Si la population est sans immigration, alors \g = 0 et I’état 0 est absorbant.
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Un tel processus est donc une généralisation d’un processus de branchement binaire,
puisqu’a priori, les taux A; et p; sont des fonctions positives trés générales de ’état de la
population 4. La dépendance en I'état instantané de la population fait que 1'on perd la
propriété d’'indépendance et la propriété de branchement. Ce modéle est un premier pas
pour prendre en compte I'interaction entre les individus.

Le générateur infinitésimal vaut

Qi,i+1 =X, Qi,i—l = M , Qi,j = 0 sinon.
Le taux global de saut pour une population de taille ¢ vaut A; + p;. Ainsi aprés un temps
de loi exponentielle de parameétre A; + p;, le processus augmente de 1 avec probabilité
et décroit de —1 avec probabilité 1 .Si A+ p; = 0, le processus est absorbé

i + i i+
en 1.

7

Nous pouvons écrire la matrice du générateur @ = (Q;;).

o — (A1) AL 0 0
0 M2 *(/\2 + ‘LL2) )\2 0

0 0 Hs —(As+pm3) A3

Par le théoréme 5.3.2, nous avons

Exemples :

1) Le processus de Yule correspond a \; = i\, p; = 0.

2) Le processus de branchement ou de naissance et mort linéaire correspond a \; =
I\, ;=1

3) Le processus de naissance et mort avec immigration a& A\; = i\ + p, p; = ipu.

4) Le processus de naissance et mort logistique a A\; = i\, p; = iu+ci(i — 1).

Les taux de naissance peuvent dépendre de i de bien des maniéres différentes. Par exemple
un phénoméne de coopération pourra se traduire par une dépendance quadratique de \;
en i. L'effet Allee (cf. [50]) décrit un modéle de croissance quand la population est petite
(taux de naissance quadratique en i) et de décroissance quand la population est grande
(taux de mort cubique) de telle sorte que

v 2 ()
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Remarquons que s'il existe I € N* avec A\; = 0 alors la taille de la population ne pourra
dépasser [ et le processus restera borné. Si le taux de naissance croit trop vite par rapport
au taux de mort, il se pourrait que le processus explose trés vite. Le théoréme suivant
caractérise la non-explosion du processus en temps fini, par un rapport subtil entre les
taux de naissance et les taux de mort. Si tel est le cas, nous pourrons définir le processus
pour tout temps ¢t € R.

Théoréme 5.5.2 Supposons que A\; > 0 pour tout i > 1. Alors le processus de naissance
et mort a un temps de vie infini presque-sirement si et seulement si

Mg - 2 . .
PR A B i t .
R:= Z( )\)\Z 1+ +/\i‘”>\2/\1) est infini

i>1

Corollaire 5.5.3 Si pour tout i, A\; < Ai, avec A > 0, le processus est bien défini sur tout
R,.

Remarque 5.5.4 On peut vérifier que les 4 processus de naissance et mort mentionnés
dans les exemples satisfont cette propriété et ont donc un temps de vie infini presque-
stirement.

Preuve. Soit (7},), la suite des temps de saut du processus et (S,), la suite des temps
entre les sauts,

Sn:ﬂl—Tn,h Vnz 1, T():O, S[):O
On note T,, = lim,, T},. Le processus n’explose pas presque-siirement et est bien défini sur
tout R, si et seulement si pour tout i € N, P;(T < +o0) = 0.
Nous allons montrer que le processus n’explose pas presque-stirement si et seulement si
la seule solution & = (z;);en positive et bornée de Qx = z est la solution nulle et nous
verrons que c’est équivalent au critére de non-explosion pour les processus de naissance
et mort.
Pour tout 4, on pose hf’) = 1let pourn € N* hE") = E;(exp(— > p_; Sk))- Soit g; = Ai+p;.
La propriété de Markov entraine que

n+1 n+1

(exp ZSk |Sl) = E,;(exp(— 1 exp ZSk |S1)
- E,;(exp(—Sl) EX51<eXp(_ZS"’)))7

car pour le processus translaté de Si, les nouveaux temps de sauts sont les 7,, — S;. On
a alors

E(Exsl(exp (—gsk))) T ) (exp Zsk ) ZQN E, (exp Zsk )

J#i i &
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Nous en déduisons que

n+1

]E,-(exp(— Z \Sl) Z Qi E,; (exp( S, )) Ei(exp(—Sl))

k=1 i % k=1

et que pour tout n,

n“ Z%] h E;(exp(—51)).
g

De plus, comme

]Ei(exp(—&)) :/ gie %e%ds = 1—%‘(1.7
0 7

nous en déduisons finalement que

Iy Qij (5.5.26)

7

Soit (z;); une solution de Qx = x, positive et bornée par 1. Nous avons hﬁm =1>ux, et
grace a la formule précédente, nous en déduisons facilement par récurrence que pour tout

i et pour tout n € N, hE”) > x; > 0. En effet, si hg-n) > x;, on a h,(-"H) > Z IQ%%
— 4ai
J#i

Comme z est solution de Qz = z, il vérifie x; = Z Qij vj = Qix; + Z#l Qijr; =
n+1
— Qi + Y54 Qi douZ]#Hq“ .L“(‘th( )>x
Si le processus n’explose pas presque-siirement, on a T,, = +00 p.s., et lim,, h =0. En

faisant tendre n vers l'infini dans l'inégalité précédente, nous en dodulqons que z; = 0.
Ainsi, dans ce cas, la seule solution positive bornée de Qx = x est la solution nulle.

Supposons maintenant que le processus explose avec probabilité strictement positive. Soit
2 = Ej(e™T=). Tl existe i avec P;(Th, < +00) > 0 et pour cet entier 4, z; > 0. Un passage &
la limite utilisant To, = lim, T}, et T,, = >_,_, S justifie que z; = lim, h(-n). La formule
(5.5.26) nous permet alors de conclure que pour Uentier 7 tel que z; > 0, z; = Z Q_ﬁ” 2.
4
J#L
Nous avons obtenu une solution z de I’équation QQz = z, positive et bornée, avec z; > 0,
et exhibé ainsi une solution non triviale et bornée a 1’équation.

Appliquons ce résultat au processus de naissance et mort. Supposons que A; > 0 pour

1 € N*, et \g = pp = 0. Soit (2;):en une solution de 'équation Qx = x. Introduisons pour
n—1

nZL An:-rnfxnfhet T'n = 7‘1’2)\“];:% il +//<1l)1\n
kAk+1 " 177" An

L’équation Qx = x sera ici donnée par o =0 et pour tout n > 1 par

)\nanrl - (/\n + Mn)'In + HnTp—1 = Tnp.
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1 n
En posant f, = — et g, = u—, nous obtenons
ATL )\'VL

AIle;AQ:IQ_xl = An-%—l :An gn+fn L.

Remarquons que pour tout n, A, > 0, et donc la suite (an)n est croissante.

Si x; = 0, la solution est clairement nulle. Sinon, nous en déduisons que
1 n—1
An = —x, + . cee G Tp ceeOp X1,
+1 X, ;fk Gk+1°" " 9n Tk T g1 " Gn L1

Puisque (x), est croissante, cela entraine que r, x; < A,41 <71, @, et par itération

n

r1(l4+r+-r) <zp <2 H(l + 7).
k=1

Nous avons donc montré que la suite (), est bornée si et seulement si la série de terme
général 7, converge et le théoréme est prouvé. (]

5.5.2 Equations de Kolmogorov et mesure invariante

Nous pouvons écrire dans ce cadre les deux équations de Kolmogorov.

Equation de Kolmogorov progressive : pour tous 4,5 € N,

dP;;
dt

(t) = Z Py(t) Quj = Pijr1(t)Qj1; + Pijm1(t)Qj—1; + Py (1) Q55
&

= i1 Pij(8) + X1 Pjoa(t) — (A + ) P (t) (5.5.27)

Equation de Kolmogorov rétrograde : pour tous ¢, € N,

dp,,
dt'] (t) = Z Qin Prj(t) = Qi1 Pio1j(t) + Qiir1 Piy1 (1) + QiP5 (t)
2
= piPio1(8) + AP (t) — (N + pa) Py (1) (5.5.28)

Définissons pour tout j € N la probabilité
pi(t) = P(X(8) = j) = 3 JP(X(t) = j| Xo = ))P(X(0) = i) = Y P(X(0) = )P, (1).

Un calcul simple permet de montrer que dans ce cas, I’équation de Kolmogorov progressive
(5.5.27) s’écrit
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B3 (1) = Ay pya () + i (8) = Oy + 1) (1), (55.29)
Cette équation décrit la dynamique de la loi du processus au temps ¢. Elle peut permettre
en particulier de trouver une solution stationnaire quand il y en a une. Cela revient a
trouver une famille (7;); de nombres compris entre 0 et 1 tels que Zj m; < 400 et pour
tout 7,
)\j—l Tj—1 + Hj+1 Tj41 — ()\J + /,LJ) Ty = 0.

5.5.3 Ciritére d’extinction - Temps d’extinction

Nous supposons ici que le processus est défini sur tout R, et nous nous intéressons a
la probabilité que le processus atteigne 0 en partant d’une condition initiale strictement
positive. Certains des calculs de cette section peuvent étre trouvés dans [46] ou dans [2]
et ils sont développés rigoureusement dans [9].

Soit Tj le temps d’atteinte de 0 par le processus de naissance et mort,
TO = mf{t Z O./ Xt = 0}7

avec la convention {Tp = +o00} si cet état n’est jamais atteint. Posons wu; = P;(Tp < +00)
la probabilité d’extinction en temps fini, pour un processus issu de I’état . On a ug = 1.
En conditionnant par le premier saut Xp, — Xy € {—1,41} du processus, nous obtenons
la relation de récurrence suivante : pour tout i > 1,

Aitlivy — ()\Z + /M)Ui + piu;—q = 0. (5530)

Cette équation peut également étre obtenue a partir de I'équation de Kolmogorov rétro-
grade (5.5.28). En effet, u; = P;(3t > 0,X; = 0) = P;(U{X; = 0}) = limy,00 Pio(t),
et

dp,
dtvo () = piPio10(t) + AiPip1o(t) = (A 4 ) Pio(t)-
Théoréme 5.5.5 (i) Si Z % = 400, alors les probabilités d’extinction u; sont
L Ny M

égales a 1. Ainsi le processus de naissance et mort s’éteint presque-sirement en temps fini
pour toute condition initiale non nulle.

(i1) Si Z % = Uy < 400, alors pouri > 1,
k=1

oo
= (1 U3
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Le processus a une probabilité strictement positive de survivre, pour toute condition initiale
non nulle.

Preuve. Résolvons (5.5.30). Nous savons que ug = 1. Supposons tout d’abord que pour
un état N, Ay = 0 et A; > 0 pour i < N. Définissons ul(-m =Pi(Ty < Ty), on Ty est le
temps d’atteinte de N. Alors ul’ = 1 et u}y = 0. Posons

-— My Pk
Un = LN
Des calculs élémentaires utilisant (5.5.30) montrent que pour ¢ € {1,--- | N — 1}
(N) 71N_1 p1 e Pk L (N) Uy
u; ' = (1+Uy) 2 NN et en particulier u; ' = T

Pour prouver le cas général, faisons tendre IV vers l'infini en supposant que \; > 0 pour
tout 4. Il est immédiat de remarquer que uEN) converge alors vers u;. Il y aura alors ex-

o0
. . . - . L. |
tinction presque stirement en temps fini ou non, suivant que la série S diverge
W
k=1

ou non. O

Application du Théoréme 5.5.5 au processus de branchement binaire (processus

de naissance et mort linéaire). Chaque individu nait & taux b (\; = bi) et meurt & taux

d (p; = di).

En appliquant les résultats précédents, nous voyons que quand b < d, i.e. quand le

processus est sous-critique ou critique, la suite (Uy)y tend vers U'infini quand N — 400

et on a extinction avec probabilité 1. Si en revanche b > d, la suite (Uy)y converge vers
d

7= et un calcul simple montre que u; = (d/ b)i. Nous retrouvons ainsi le résultat obtenu

dans le Paragraphe 5.4.5.

Application du Théoréme 5.5.5 au processus de naissance et mort logistique
Supposons ici que les taux de naissance et de mort valent

X=X oy = pi+ci(i — 1). (5.5.31)
Le paramétre ¢ modélise la pression de compétition entre deux individus. Il est facile de
[ee]
montrer (par le critére de d’Alembert) que dans ce cas, la série % diverge,
e R

conduisant a I’extinction presque-stire du processus.
Ainsi, la compétition entre les individus rend 'extinction inévitable.
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o0
L - | Y LT )
Revenons au cas général et supposons que la série diverge. Le temps d’ex-
k

Ao\
k=1
tinction Ty est bien défini et nous souhaitons calculer ses moments. Nous utilisons les

notations classiques (cf [46])

1 Al A
17Tn:¥ Vn > 2.

=
H M- fn

Introduisons également la suite des temps de passage T,, du processus aux états n. Puisque
Tp est fini presque-siirement, nous pouvons assurer que 7, sera également fini p.s. dés lors
que le processus est issu d’une condition initiale supérieure a n.

Proposition 5.5.6 Supposons que

oo

- 1
= = . 5.5.32
DD viaD Bhwih (5.5:32)

k=1

Alors
(1) pour tout a >0 et n > 1,

Uy, + @ Uy, 1
L _/

N, NG (5.5.33)

Gn(a) =E,i(exp(—aTy)) =1

(i) By (To) = D _p51 T €t pour tout n > 2,

En(To) =Y m+ Y Aklm > om= i < > M) . (5.5.34)

—1
Ut - - - g
k>1 k=1 i>kt1 ot \iskp1 Hhtt---Hi

Preuve. (i) Soit 7, une variable aléatoire de méme loi que 7}, sous P, et considérons
la transformée de Laplace de 7,. Suivant [4, p. 264] et grace a la propriété de Markov et
au Corollaire 5.3.5, nous pouvons écrire

d
Tn-1 @ Ty 13en + Liyumy (En+ T +701)

ouYy,, &, 7,_, et 7, sont des variables aléatoires indépendantes, &, suit une loi exponen-
tielle de parameétre A, + piy,, 7,,_; est distribuée comme 7,1 et P(Y, =1) =1 -P(Y, =
—1) = A\n/(An + pin). Nous en déduisons

At An i
Gn_l(a) a a+ )\n + Hn (Gn(a)Gn—l(a) )‘n + Hn - /\n + M”)

et (5.5.33) suit.
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(ii) Différentions (5.5.33) en a = 0. Nous obtenons que

A 1
L Ena(T)+—, n>1

E,(Th1) =
) fin in

Comme dans la preuve du Théoréme 5.5.5, nous étudions tout d’abord le cas particulier
ot Ay = 0. Nous avons Ey(Ty_1) = ‘%N et une simple induction donne

N

1 DY VI
En(Tho) = —+ »_ Z0
Hn i=n+1 M oo g
Nous en déduisons que E;(7Tp) = Zszl 7 et en écrivant E,(Ty) = > p_ Ex(Th—1), nous

obtenons

Z

1=k+1

Pour le cas général, soit N > n. Le processus est continu a droite et limité & gauche et
grace a (5.5.32), le processus n’explose pas en temps fini et Tj est fini presque-siirement,
quelque soit la condition initiale. Ainsi sup,~,X; < 400 P,-p.s. et Ty = 400 pour N
assez grand. Le théoréme de convergence monotone donne alors

IEn(,TO;T'O < TN) —7N-oo En(TO)

Considérons alors un processus de naissance et mort XV avec taux de naissance et mort
(AN, 1Y k > 0) tels que (AY, i) = (A, x) pour k # N et AV =0, p& = un.
Puisque (X¢,t < Ty) et (XN, t < TY) ont méme loi sous PP, nous avons

E, (To; To < Tw) = E, (T3 Ty < TY)
ce qui entraine
E,(To) = lim E, (5" Ty < Ty) < lim B, (T5") ,
—00 —o0

ott la convergence du dernier terme est due & la monotonicité stochastique de T par
rapport & N sous PP,. Utilisant maintenant que T;' est stochastiquement inférieur a Ty

sous IP,,, nous avons également
E,(Ty) > E.(T).

Finalement,

E,.(Ty) = hm E,.( = hm Zwk+z Z

AT
kT kz k+1

ce qui conclut la preuve. O
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Remarque 5.5.7 La formule (5.5.33) permet de calculer tous les moments de T,,. L’Ezer-
cice 5.7.4 s’intéresse aur moments d’ordres 2 et 3.

Application au branchement binaire. Revenons a l’exemple du processus de branche-
ment binaire (voir Paragraphe 5.4.5), avec taux de naissance individuel b et taux de mort
individuel d, dans le cas ot d > b. Nous avons extinction presque-stire et nous pouvons
calculer Eq(Tp). En effet

A e AR 1

=N N (2) =Clog [ ——— ).

D™= i bzk<d> b Og(l—b/d)
k>1 k>1 k>1

Remarquons également que dans ce cas, en appliquant (5.5.34) et pour n € N*,

. n—1
(D)

k=1

Une comparaison simple montre que

n n—1 1
/ E S/ -dz.
1 I+] — 0 x+)

Ainsi,
bZ( ) (logn+]) 10g(1+j)) <E.(Ty) < %g( ) (log n—1+j)— 10gj).

Nous en déduisons que

(5.5.35)

quand n tend vers U'infini. En effet, il est facile de montrer, par le Théoréme de convergence

I
dominée, que la série de terme général (% )J M
ogn
b

vers 3.y (3)] b7 . En effet pour j et n assez grands, lOiE’gL:J) < l‘;i('“) < 1+log(1+y)
et la série 37, (g) (1+log(1+ 7)) converge.

L’équation (5.5.35) nous dit que méme si la taille de la population initiale est trés grande,
le temps moyen d extinction est court dés lors que le processus est sous-critique. Nous
avions déja observé ce type de comportement pour le processus de Galton-Watson (voir
Théoréme 3.2.12). Mais que se passe-t-il si n est extrémement grand, comme c’est par
exemple le cas si l'on considére des cohortes de bactéries ( dont la taille arrive trés vite
autour de 10'°)? Pour étudier cette question, nous allons supposer dans le paragraphe
suivant que la condition initiale n est de la forme Kx, ot K tend vers I'infini.

converge quand n tend vers U'infini
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5.6 Approximations continues : modéles déterministes
et stochastiques

Nous pouvons observer que les calculs deviennent vite trés compliqués pour les processus
de naissance et mort que nous venons d’étudier et il peut étre intéressant d’en avoir des
approximations plus maniables. Quand la taille de la population est trés grande, les taux
de saut deviennent si grands que les temps entre les sauts sont infinitésimaux et tendent
vers 0. Il est donc trés difficile d’observer tous les événements de saut qui surviennent et
dans la limite de trés grande population, la dynamique de taille de la population va étre
proche de celle d’un processus continu en temps. Dans ce paragraphe, nous allons obtenir
des approximations valables pour les grandes populations, qui seront soit déterministes
soit stochastiques suivant le choix d’échelle entre les paramétres démographiques et 'ordre
de grandeur des ressources (ou de la taille de la population). Nous justifierons ainsi des
modéles classiques de dynamique des populations. Ces différentes approximations vont
donner des résultats qualitativement différents pour le comportement en temps long de la
population et vont ainsi nous permettre de réfléchir a la pertinence du choix d’un modéle.

5.6.1 Approximations déterministes - Equations malthusienne et
logistique

Supposons que le processus de naissance et mort soit paramétré par un nombre K € N
qui représente I’échelle de taille du systéme. L’hypothése principale est que la condition
initiale Z{ est d’ordre K, pour K tendant vers l'infini, au sens ott

1
Jdim Z§ =z eRY, (5.6.36)
ott la limite est une limite en loi. Les taux de naissance MK et de mort pX peuvent
également dépendre de K. Notons (Z/,¢ > 0) le processus de naissance et mort ainsi
défini.

Notre but est d’étudier le comportement asymptotique du processus (ZX,t > 0) quand
K — +o0o. Pour obtenir une approximation non triviale du processus, nous allons le
renormaliser par % (cela revient a donner le poids % a chaque individu), et considérer le
processus (XX t > 0) défini par X/ = %ZtK Les états pris par le processus X% sont
alors de la forme £, i € N.

Nous étudions donc la limite (en loi) de la suite de processus (XX, ¢ > 0), quand K tend
vers l'infini. Remarquons tout d’abord que, comme les sauts du processus de naissance
et mort ( ZK t > 0) sont d’amplitude +1, les sauts du processus ( XX,t > 0) sont
d’amplitude i% et tendent vers 0 quand K — oo. Ainsi, si le processus ( XX ¢ > 0)
converge vers un processus limite (X;,¢ > 0), le processus (X;,¢t > 0) sera continu en
temps. Remarquons également que le processus X pourra prendre n'importe quelle valeur
réelle positive.
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Nous allons voir que le comportement asymptotique de la suite (X%)x est 1ié a la dépen-
dance en K des taux de naissance et mort. Deux cas sont particuliérement intéressants :

Le cas du processus de naissance et mort linéaire : on a
NN ALK WK —pim ik
i K o =R Ht
Posons r = A — u. Pour tout z € R,
1
! el

2
K—o00,7 K—o0,z—a K

1
lim e AN~y =rz ; lim A+ uf) =0. (5.6.37)

Le cas du processus de naissance et mort logistique : on a

. X . . . 1
)\ZK:)\Z‘:A%K ; ;Lf:ui—k%i(i—l):p%K—l—c%K(%—EL
avec ¢ > 0. Ainsi, pour tout état = € R,
lim 1 Ay =rx—ca?; lim L N+ =0 (5.6.38)
K%oo%%z K ¢ ! ' K%oo%%z K2 ¢ !

Le processus de naissance et mort linéaire ne suppose pas d’interaction entre les individus,
ce qui peut étre considéré comme irréaliste. Sous une hypothése de ressource globale
fixée, il y a en général compétition entre les individus pour le partage des ressources, ce
qui accroit le taux de mort dans les grandes populations. Le processus de naissance et
mort logistique permet de réguler la taille de la population dans le cas ol le taux de
croissance individuel A — p est positif. Chaque individu est en compétition avec lesi — 1
autres individus de la population et sa biomasse est 1’énergie qu’il peut consacrer & la
compétition. On peut supposer qu’elle est proportionnelle & ses ressources individuelles et
donc proportionnelle a % puisque la taille de la population est d’ordre K. C’est pourquoi

le coefficient de compétition est supposé de la forme 4.

Dans les résultats présentés ci-dessous, nous généralisons les hypothéses ci-dessus, mais
en nous focalisant toujours sur le comportement asymptotique de & (AX — pf€) et de
% (MK + u). Nous allons supposer plus généralement dans la suite de ce paragraphe que

les taux de naissance et mort vérifient

1 1
im e (N ) = H) ;o lm o

2
K—o0, 75— K—o0, K

A+ uf) =0, (5.6.39)

ou la fonction H est continue.
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Théoréme 5.6.1 Soit T > 0. Supposons que la suite (XI)r converge en loi, quand K
tend vers l’infini, vers une valeur déterministe xy et placons-nous sous les hypothéses
(5.6.39). Supposons de plus que I’équation différentielle

dx(t)
dt

= H(z(t)) ; z(0) = . (5.6.40)

admette une solution unique.

Alors, le processus (XKt € [0,T)) converge en loi vers la solution déterministe (x(t),t €
[0,T]) de (5.6.40).

Preuve. (succincte) Ce théoréme est prouvé par un résultat de compacité-unicité sur
I’ensemble des trajectoires, qui est ’ensemble des fonctions continues a droite et limitées
a gauche de [0, 77 a valeurs dans R . Cet ensemble est appelé espace de Skorohod et noté
D([0,T],R,). Il est muni d’une topologie qui le rend métrique séparable complet, ce qui
permet d’appliquer les résultats généraux de caractérisation de la convergence en loi, (Cf.
Billingsley [11]). La compacité de la suite des lois des processus XX est alors caractérisée
par la tension uniforme de ces lois :

Ve > 0,3 un compact K. € D([0,T],Ry), tel que supP(XX € KC) <e.
K

Une caractérisation des compacts de D([0, 7], R;) est alors possible par un critére d’équi-
continuité et d’équi-bornitude adapté du critére d’Ascoli (pour les fonctions continues).
Cela permet de donner des critéres de tension (voir [11] ou Aldous [1]), que nous ne
développerons pas plus en détail ici, mais qui sont satisfaits dans notre cas. (Voir par
exemple Bansaye-Méléard [9]).

La suite des lois des processus X% est donc compacte et il existe une sous-suite de
(X®) qui converge en loi vers un processus X . Nous voulons montrer que X est solution
de l'équation différentielle (5.6.40), ce qui assurera son unicité. Par souci de simplicité,
notons encore la sous-suite par (X%)g.

Une premiére approche, élémentaire, consiste & étudier 1’accroissement du processus (XX, ¢ >
0) entre des temps t et ¢ + h. Par le Théoréme 5.3.2, pour tous i > 1 et K € N,

E(Z{ = 281 ZF =1) = (((+1= DA + (= 1= )u) h+o(h)
= (A =)+ ofh).

Var(Z5, = ZF 2 =1i) = (\F 4+ ui)h = (AF = 1)k + o(h).
Ainsi, nous en déduisons que
. 1 1
E(Xf, - X[ 28 =10) = ?(AZK — i)+ ?o(h),

ME 4w+ io(h).

V(LT‘(X&]YHL - XtN| ZtN - Z) = K2

1
7
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Supposons que les infiniment petits o(h) apparaissant dans les formules ci-dessus le sont
uniformément en K. Ainsi, le processus limite X satisfera que

Xo = o,
1
lim — ]E(Xt.*_h — Xt‘ Xt) = [‘[(_Xrt)7
h—0 h
L1
}llglé E VG,T(XH,}L - Xt‘ Xt) = 0.

Les variances des accroissements tendent vers 0 plus vite que h et la stochasticité disparait
donc a la limite. Nous en déduisons que X est déterministe, continu en temps et solution
de I’équation différentielle

W:H(Xt), X():Z'().

L’unicité des solutions de cette équation entraine alors que la suite (X)x converge vers
I'unique solution de I'équation. La taille ZX de la population est alors de l'ordre de
grandeur Ku(t).

Une deuxiéme approche de preuve moins élémentaire pour cette identification consiste
a étudier la convergence des générateurs. Le générateur de X% est défini par (5.3.6).
Considérons une fonction f bornée de classe C. Nous pouvons écrire

Q) = Y QG (fW) - 1(5)

- :f:(f(; )= )+ (e - 30 - 1)
A = pf) 1" llso

J— ! —
= Ao oy g oI ey,
qui converge uniformément vers Qf(z) = H(z)f'(z), quand K — oo et & — x. Nous
reconnaissons le générateur du processus déterministe, solution de (5.6.40). O

Equation malthusienne

Supposons que I'hypothése (5.6.37) soit satisfaite, & savoir que H(z) = rz. Alors, la
limite en “grande population” est décrite par la solution de I’équation différentielle

(t) =r x(t) ; 2(0) = wo.

C’est ’équation de Malthus. 11 est facile de décrire le comportement en temps long de la
solution z(t) en fonction du signe de 7.

e 7 > 0, taux de croissance positif : z(t) — +o0o. La population explose.

e 7 < 0, taux de croissance négatif : z(¢t) — 0. La population s’éteint.

e r = ( taux de croissance nul. La taille de la population est stationnaire.
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Equation logistique

Supposons maintenant que ’hypothése (5.6.38) soit satisfaite. Alors, la limite en grande
population est décrite par la solution de I’équation différentielle

z(t) = z(t)(r —cx(t)) ; z(0) = xo, (5.6.41)

appelée équation logistique. Cette équation est célébre en dynamique des populations (in-
troduite par Verhulst en 1838, cf. [6]) dans le cas o le taux de croissance r est positif mais
ol la compétition va entrainer une régulation de la population et ’empécher d’exploser.

Supposons donc r > 0. L’équation a deux équilibres : 0 et r # 0 et 0 est instable. Il est

facile de trouver la solution explicite de I'équation (5.6.41) :

rage’t
r — Cxzg + Czoert’

x(t)

et de voir que cette solution converge quand ¢ — oo, dés que gy # 0, vers la quantité 7

appelée capacité de charge. Il est important de souligner la différence de comportement

en temps long entre

e ce modéle logistique et le modéle de Malthus.

e cette équation logistique limite et le processus stochastique en petite population, puisque
nous avons vu au Chapitre 5.5.3 que le processus de naissance et de mort logistique
s’éteint presque-sirement. Ainsi, les limites quand K — oo et t — oo ne commutent
pas!

L’utilisation d’un tel modéle déterministe n’a donc de sens que pour de grandes popula-
tions. Elle ne prend pas en compte les variations stochastiques dues aux petits effectifs.
Ainsi, en écologie, si la population passe en-dessous d’un certain effectif, le modéele dé-
terministe perd son sens et il est pertinent de considérer le modéle stochastique. Des
travaux de recherche récents cherchent & définir le seuil de taille & partir duquel le modéle
déterministe n’est plus adapté, cf. Coron et al. [26].

5.6.2 Approximation stochastique - Stochasticité démographique,
Equation de Feller

Nous considérons toujours un modéle de processus de naissance et mort linéaire ou logis-
tique. Nous supposons maintenant que les taux de naissance et de mort individuels sont
d’ordre de grandeur K. Cette hypothése a un sens si nous considérons une population de
trés petits individus. En effet, la théorie métabolique qui relie la masse des étres vivants
avec leurs caractéristiques (mortalité, fécondité, etc.), prédit que les temps caractéris-
tiques individuels (age a maturité, durée de vie, etc) croissent avec la masse des individus
(voir [12], [72]). Les taux individuels correspondant vont alors étre d’autant plus grands
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que les individus sont petits. Plus précisément, nous supposons que les taux individuels
de naissance et de mort sont respectivement de la forme

/):Z-Kzﬁ/quL)\iK et 0N =ik + pul,

ot A et uf sont choisis comme en (5.6.39). Ainsi,

1 ~
lim g(xf—ﬁf) = H(x) (5.6.42)
K—o00,7z—w
1 ~
lim  — A +05) = 2ya (5.6.43)

K—o00,7—a K?

Par rapport a I’étude précédente, le seul calcul qui change est le calcul des variances. Ici
la limite des variances n’est pas nulle. Plus précisément, on obtient que

Va/f'(Xt+h - Xt| Xt) = 2"/Xt h + O(h).

Rappelons que par ailleurs, E(X;, — X;| X;) = H(X;) h + o(h). Nous supposons encore
(5.6.36), en permettant a la limite X d’étre éventuellement aléatoire. La suite de processus
(XK.t >0) converge alors vers un processus stochastique.

Théoréme 5.6.2 Soit T > 0. Supposons que la suite (X&) converge en loi, quand K
tend vers l'infini, vers une variable aléatoire Xy de carré intégrable. Supposons de plus que
(5.6.42) et (5.6.43) soient satisfaites. Alors, la suite de processus (XX, t € [0,T]) converge
en lot vers le processus (X;,t € [0,T]) solution de l’équation différentielle stochastique

dXt = H(Xt)dt + vV Q’YXt dBt 5 )(07 (5644)

des lors que l'on a ezistence et unicité de Uéquation (5.6.44). ( (Bt > 0) désigne un
mouvement brownien standard).

Dans le cas ou la fonction H est lipschitzienne, le Théoréme 4.6.11 nous assure de I'exis-
tence et unicité de la solution de (5.6.44). C’est en particulier vrai pour le cas malthusien,
ot la suite de processus (X[, ¢ € [0,T]) converge vers le processus (X;,t € [0,T]) solution
de ’équation différentielle stochastique

dX, =r X,dt + /29X, dB, ; X,. (5.6.45)

C’est I’équation de Feller étudiée au Paragraphe 4.7.1 et dans I’Exercice 4.8.6.
Dans le cas logistique, ’équation limite devient

dX, = (r — ¢ X)Xdt + /2vX,dB, ; X,. (5.6.46)

C’est I’équation de Feller logistique étudiée au Paragraphe 4.7.2 et dans I'Exercice 4.8.7.
Par des arguments généraux (voir [40]), 'on peut montrer qu’il y a existence et unicité
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d’une solution jusqu’au temps Ty A T, et que 0 est un point absorbant. Or nous avons
montré au Paragraphe 4.7.2 que T,, = 0o p.s. et que P(Ty < +00) = 1. Ainsi la solution
est bien définie et est unique sur tout R .

Preuve. La preuve du Théoréme 5 6 2 se déroule de maniére similaire & celle du Théoréme
5.6.1, en particulier la preuve de la tension des lois. En revanche 'identification de la loi
limite est plus subtile. Pour une preuve compléte, nous renvoyons a Lipow [54] ou a [9].
Donnons ici quelques indications.

Par rapport & 1'étude précédente, le terme qui change dans le calcul du générateur est
le terme d’ordre 2 qui correspond & la variance infinitésimale. Ici ce terme n’est pas nul.
Plus précisément, le générateur de XX, pour toute fonction f de classe C}, s’écrit

i

QI = T Gen (16— 1z)

= (g4 - ) ) it (He - ) - 1)
OF =) i) 4 Ly oy 3 oL

= 77]0,(?) ﬁ(Az K)+O( e ),

qui converge uniformément vers Qf(x) = H(x)f (z) + vz f”(z), quand K tend vers

I'infini et  tend vers . Nous reconnaissons le générateur du processus de diffusion

dXt = H(Xt)dt —+ 4/ Q’VXt dBt

Remarque 5.6.3 Nous avons introduit et justifié différents modéles markoviens, proba-
bilistes ou déterministes, continus en temps ou 4 saut, qui décrivent la dynamique de la
méme population dans des échelles de taille et de temps variées. Ces modeéles ont des
comportements asymptotiques trés différents.

Résumons les différentes modélisations du cas logistique :

- Le processus de naissance et mort logistique décrit la dynamique de la taille d’une petite
population soumise auz fluctuations aléatoires. Le processus tend vers 0 en temps long.
Nous avons obtenu en ce cas le temps moyen d’extinction comme somme d’une série.

- Le modéle déterministe : I’équation logistique - Celui-ci est une approzimation en grande
population du processus de naissance et mort. La solution de [’équation logistique converge
quand le temps tend vers linfini vers une limite non nulle, appelée capacité de charge, qui
décrit Uétat d’équilibre de la population. Ce modéle a un sens si l'on étudie une grande
population, qui bien qu’aléatoire, est approchée par cette approximation déterministe. La
probabilité que le processus de naissance et mort s’éloigne de la capacité de charge est
petite mais non nulle et peut étre quantifiée par un théoréeme de grandes déviations. Le



188 CHAPITRE 5. PROCESSUS DE POPULATION EN TEMPS CONTINU

temps moyen d’extinction est alors de 'ordre de e“® ou C' > 0 dépend des paramétres de
naissance et mort (cf [22]).

- L’équation différentielle stochastique de Feller logistique - Ce modéle est une approxima-
tion en grande population, mais sous [’hypothése que les taur de naissance et de mort sont
trés grands. Il est pertinent si l’on étudie des populations trés petites et en grand nombre,
qui se reproduisent et meurent tres rapidement (populations d’insectes ou de bactéries par
exemple). Le “bruit” créé par les sauts permanents dus auz naissances et aux morts est
tellement important qu’il va subsister a la limite. C’est ce qui explique ’apparition d’une
nouvelle stochasticité démographique, a travers le terme stochastique brownien. Dans ce
cas, nous avons montré par des arguments de calcul stochastique que le processus converge
presque-strement vers 0 et nous pouwvons décrire la loi du temps d’atteinte de 0.

5.6.3 Les modéles de proie-prédateur, systéme de Lotka-Volterra

Il est possible de développer des modéles de processus de branchement ou de naissance
et de mort multi-types en temps continu. Nous nous intéressons ici & un cas qui prend en
compte les interactions entre les sous-populations des deux types.

Nous allons définir, pour une population initiale de taille K,

° rz-l K. taux de croissance de la sous-population de type 1 dans ’état i,
) r?’K : taux de croissance de la sous-population de type 2 dans ’état i,
C11

° N > 0 : taux de compétition entre deux individus de type 1,
¢
° % > 0 : taux de compétition d’un individu de type 2 sur un individu de type 1,

c
° % > 0 : taux de compétition d’un individu de type 1 sur un individu de type 2,

c
° % > 0 : taux de compétition entre deux individus de type 2.

Nous supposons que pour tout état x,

1 1
. LK : 2,K
lim ry" =rix;  lim =1y, (5.6.47)
K—o00,7-—w K—o00,7-—w K

ou r1 et ro sont deux nombres réels strictement positifs, ce qui veut dire qu’en ’absence
de toute compétition, les deux populations auraient tendance & se développer & vitesse
exponentielle.

Nous pouvons adapter les arguments du Paragraphe 5.6.1 et montrer que le proces-
sus de naissance et mort (£Z,t € [0,T]) = ((%ZS'K., %ZE’K),t € [0,7]), composé des
deux sous-processus décrivant les tailles des sous-populations de type 1 et de type 2

renormalisées par %, converge quand K tend vers l'infini vers la solution déterministe
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(x(t),t €10,T))) = ((x1(t), 22(t)), t € [0,T])) du systéme différentiel suivant :

dIl(t) = Tll‘l(t> — C11 ($1(t>)2 — C12 Il(t) .I‘Q(t),
dzg(t) = TQZEQ(t) — C91 Il(t) l‘g(t) — C92 (l’g(t))2 (5648)

Ces systémes ont été beaucoup étudiés par les biologistes théoriciens et par les spécialistes
de systémes dynamiques. Ils sont connus sous le nom de systémes de Lotka-Volterra
compétitifs. L’on peut montrer facilement que le systéme a un équilibre instable (0, 0) et
trois équilibres stables (-, 0), (0, 22) qui représentent la fixation d’une population et la
disparition de Pautre et un équilibre non trivial (z7,x3) facilement calculable qui décrit

une population a I’équilibre avec coexistence des deux types.

1l est possible de généraliser 'hypothese (5.6.47) comme au Paragraphe 5.6.1 ou considérer

des parameétres c;; > 0 qui peuvent modéliser de la coopération et obtenir ainsi un systéme

dynamique plus compliqué. Un cas trés célébre de tel systéme dynamique est le modéle de

proie-prédateur. Le modele historique de prédation est dii & Volterra (1926) et de maniére

presque contemporaine & Lotka (voir [6]). Imaginons que les deux types de populations

sont respectivement des proies et les prédateurs de ces proies. Nous supposons que :

e Fn labsence de prédateurs, Ueffectif de la population de proies croit exponentiellement.

e En l'absence de proies, l'effectif de la population de prédateurs décroit exponentielle-
ment.

e Les taux de disparition des proies et de croissance des prédateurs sont proportionnels
au nombre de rencontres entre une proie et un prédateur.

Nous obtenons alors le modéle suivant :

dz(t) = oy a1(t) — Brai(t)xa(t),
dl’z(t) = —Q9 l’g(t) + 52 T (t)l’g(t), (5649)

ol les parameétres oy, as, B et By sont positifs. Pour l'étude des systémes (5.6.48) et
(5.6.49), nous renvoyons en particulier au livre de Jacques Istas [41]. Voir aussi Renshaw
[65], Kot [50].

11 existe aussi une version stochastique du modéle (5.6.48) ot 'on peut ajouter a chaque
équation un terme de la forme \/7; X;(t) dB;(t), ot B; est un mouvement brownien. Ce
systéme de Lotka-Volterra stochastique est obtenu comme approximation du processus
de naissance et mort multi-type dans le cas de naissances et morts trés rapides, comme
pour I'équation de Feller. (Voir Cattiaux-Méléard [16]).

5.7 Exercices

Exercice 5.7.1 Effet de la péche sur un banc de sardines

On modélise ici I’évolution du nombre de sardines présentes dans un banc par un processus
(Xt,t > 0). Les sardines se reproduisent et leur nombre croit au taux g > 0. A des instants
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(T; : i > 1) aléatoires, la péche provoque la disparition d’une proportion de la population
de sardines.

Nous modélisons le processus comptant les événements de péche, Ny := Card{i >1:T; <
t}, par un processus de Poisson d’intensité r > 0.

De plus les péches successives ont des effets indépendants et identiquement distribués,
indépendants de (N; : ¢ > 0).

On suppose que Xg = 1.

1 - Justifier que la taille de la population de sardines au temps ¢ > 0 est donnée par le
processus

N
— o9t
x=e [
i=1

ou les (F; : i > 1) forment une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant une variable aléatoire F' € [0, 1].

Dans la suite, on suppose que E(log(£)) < +o0.

Ne

i — r p.s. quand ¢ — +o0 (voir Proposition 5.2.15).

On rappelle que

2-a - Montrer que

) o5 g rEdos1) b

2-b - En déduire la limite presque-sire de X;, quand g # r E(log(+)).
3-a - Montrer que
Yt _ 67gt+7't(17]E(F))Xt
est une martingale pour la filtration (F; = o(Xs, s < t),t > 0).
3-b - En déduire que Y; converge p.s. vers une variable aléatoire Y, finie presque-
stirement.
3-¢ - On suppose que P(F = 1) < 1. Montrer que Y,, =0 p.s..
4 - Une législation pour la préservation des sardines pourrait consister a fixer I’effet moyen
de la péche, c’est-a-dire fixer ¢ = E(F) €]0, 1[.
Cette contrainte est-elle judicieuse pour la préservation des sardines ?

Pour une valeur ¢ fixée par la législation, existe-t-il un taux de croissance g qui assure la
survie des sardines 7

Exercice 5.7.2

On admet que la population des individus infectés par le virus VIH croit selon un processus
de Poisson d’intensité inconnue A. On notera N, le nombre d’individus infectés & I'instant
t. On ne prendra pas en compte les décés.
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Chaque individu infecté subit une période d’incubation entre le moment ou il est infecté
par le VIH et le moment ot les symptomes du SIDA apparaissent. La durée de cette
période d’incubation est aléatoire. Les périodes d’incubation pour les différents individus
sont indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune la loi sur R, de fonction
de répartition connue G. On notera pour t € R,

On note N} le nombre d’individus qui, & Uinstant ¢, présentent les symptomes du SIDA, et
par N2 le nombre d’individus qui, a 'instant ¢, sont infectés par le VIH mais ne présentent
pas encore les symptdmes du SIDA.

1 - Préliminaires : Soit n € N*. On note S,, 'ensemble des permutations de {1,--- ,n}.
Soit t > 0 et Xi,---, X, des variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme sur [0, ¢].
On appelle (Y, -+ ,Y;,) la méme suite ordonnée par ordre croissant.
Montrer que le vecteur aléatoire (Y7, ---,Y;,) suit la loi uniforme sur ’ensemble

{(ylv"' 7yn); Y1 S S Yn S t}v

dont on donnera la densité. (On pourra remarquer que pour toute f continue bornée,

E(f(Yi, -, Y0) = Y B (Ko@) s Xom) Lo <sXoi}): )

oESy

2 - Soient T, , Ty, -+, T, les n premiers temps de saut du processus (N;, ¢t > 0).
Soit 0 <t; <---<t, <t. Calculer

P <t <To <ty <T3<---<T, <ty|Ny =n).

En déduire que la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (77, --- ,T;,) sachant N, = n est
la loi trouvée en 1).

3 - Soit n € N* et (T3, -+ ,T,) défini comme ci-dessus. On appelle (Zy,--- , Z,) le vecteur
(To1),- -+, To(ny), Ol 0 est une permutation aléatoire indépendante du processus (N, ¢ >
0) et tirée uniformément dans S,.

Donner la loi de (Z3,- -+, Z,) conditionnellement & N; = n.

4 - Quelle est la probabilité qu'un individu infecté par le VIH au temps s voit les symp-
tomes apparaitre au temps t ? En déduire la probabilité p; que I'individu infecté au temps
Z; soit malade au temps ¢, et la probabilité ¢ qu’il ne le soit pas. (On remarquera qu’elles
ne dépendent pas de 7).

5 - Calculer, pour k,! € N, la probabilit¢ P(N}! =k ; N2 =1).

En déduire que pour tout ¢ > 0, N} et N2 sont deux variables aléatoires indépendantes,
qui suivent des lois de Poisson dont on donnera les paramétres.
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Exercice 5.7.3

Soient (N}, ¢ > 0) et (N2t > 0) deux processus de Poisson indépendants d’intensité
respective A\; et Ay. Ces deux processus sont définis par leurs suites de temps de sauts :
(Té)n et (Tg,,)m, par:

Ntl = Z ]l{TJISt} N Nt2 = Z ]l{TJZSt}'

Jj=1 Jj=1
1 - Quelle est la loi du couple de variables aléatoires (T}, T2)?
2 - En déduire la valeur de P(T} < T2).
3 - Quelle est loi de la variable aléatoire 7 = inf (T}, T}).
4 - Soit 0 < s < t. Donner la fonction génératrice de la variable aléatoire N} — N..
5 - On définit le processus (N, t > 0) par N, = N} + NZ2.
Donner la fonction génératrice de la variable aléatoire N; — Nj.
En déduire que (N, t > 0) est un processus de Poisson d’intensité A; + Ao.
6 - On note Ry, la suite des temps de saut de (NV;); :

Nt = Z ]I(Rjgt}-
j>1

On introduit également une suite (X;); de variables aléatoires indépendantes, de méme

loi de Bernoulli de paramétre ﬁ, et indépendante du processus de Poisson (NVy);.

On définit les processus (M}); et (M?); par

M= > Imeplig=y 3 M=) Lr<nlix-o-

Jj=1 j=1

Calculer, en conditionnant par la valeur de N, la probabilité P(M} = ki; M2 = k), pour
ki,ky € N.

En déduire que M} et M? sont deux variables aléatoires de Poisson indépendantes de
paramétres respectifs A; et \.

On admettra de plus que les processus (M}), et (M?); sont des processus de Poisson
indépendants d’intensités respectives Ay et Ag.

7 - On rappelle que Ry, i,-1 est le (n +m — 1)-iéme temps de saut du processus (N;).
Montrer que pour tout entier K <n+m — 1, on a

P(Mp,,, , =k) = (n + 7;1 - 1) ()\1):/\z)k()\l)f)q)wmflfk.

8 - Justifier que pour n,m € N*, {T,} < T} a méme probabilité que {Mp > n}, ou
T! et T2 ont été définis au début de D'exercice.
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9 - En déduire que

P(T) < T2) = "*i—l <n +1;L - 1) (Al)—:AZ)k(Al)r)Q)Mmflfk.

k=n

Exercice 5.7.4

Considérons un processus de naissance et mort avec les notations du Paragraphe 5.5.2 et
supposons que (5.5.32) soit vérifie. Montrer que pour tout n > 0,

2

2y _ 2,
Eni(T,) = o ; Aimi B (T3)%

; 6
E.1(T3) = o ; i Bi1 (T3) Vari (T5).

Exercice 5.7.5

On considére une population constituée de N individus de deux types, notés A et a. La
dynamique de cette population est la suivante : chaque individu A donne naissance a un
autre individu A au taux 1 et chaque individu a donne naissance & un autre individu a
au taux 1 4+ s, ot s > —1 représente 'avantage sélectif de a. Simultanément a chaque
naissance, un individu est choisi au hasard parmi les N individus de la population, et
meurt au profit du nouveau-né.

Ainsi, la population reste de taille constante égale a V.

On note V; le nombre d’individus de type a présents au temps t.

1 - Supposons qu’il y ait k individus de type a dans la population. Quel est le taux de
naissance d’'un individu de type a ? Quelle est la probabilité qu'un individu de type A soit
remplacé par un individu de type a?

En déduire le générateur infinitésimal du processus de Markov (Ny, ¢ > 0). Que dire des
états 0 et N pour le processus (N;, ¢t > 0)7?

2- Onnote Ty =inf{t >0: N, = N} et pour k € {0,..., N} on pose

Pour k € {1,..., N — 1} donner une relation reliant u(k + 1), u(k) et u(k — 1).

3 - En déduire une expression de w. (On pourra traiter a part le cas s = 0).

4 - Pour tout k € {0,...,N} on note w(k) = Ex(Tn1ry<too) = E(Tn1ry<to0o|No = k).
Montrez que pour tout k € {1,...,N — 1} on a la relation

k(N — k) k(N — k)

N (1+8)(wk+1) —w(k)) + N

(w(k —1) —w(k)) = —u(k).
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5 - Dans le cas ot s = 0 en déduire une expression pour Ei(Ty|Tn < +00).

Exercice 5.7.6

Soit (Z;,t > 0) un processus de branchement binaire de taux de naissance et de mort
respectivement b et d. On note r = b — d le taux de croissance, et 'on suppose que r > 0.
On note P}, la loi de ce processus issu de k individus.

1 - Justifier que pour tout entier k, et tout ¢t € Ry, on a Ex(Z;) = ku(t), ou u est une
fonction qui ne dépend que de t.

En déduire que pour tout entier k, et tout ¢ € R., on a Ei(Z;) = kexp(rt), ot U'indice k
indique que Zy = k. (On pourra utiliser I’équation de Kolmogorov rétrograde).

2 - En utilisant la propriété de Markov, montrer que (Z;exp(—rt);t > 0) est une
martingale (pour la filtration engendrée par Z).

3 - On désigne par T,, le premier temps d’atteinte de l'entier n par le processus (Z;,t > 0).
3-a - Justifier que

T, >1Ty =T, =+00.
3-b - En déduire rigoureusement que Ej(exp(—rT},)) =k/n, V n > k.

4 - Soit p une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre r > 0, indépendante du
processus (Z;,t > 0).

4-a - Montrer que Py(T, < p) = %
4-b - Soit Sy := sup,; Z,. Trouver la loi de S,.
Que vaut E(S,)?

Exercice 5.7.7

Soit (X, t > 0) un processus de naissance et mort en temps continu, issu de X, > 0 et de
générateur

Qiiv1 = i, Vi>0,
Qii-1 wi(i—1), Vi>1.

1-a - Le processus (X;,t > 0) peut-il atteindre 07
1-b - Donner les probabilités de transition de la chaine de Markov incluse.

1-c¢ - Montrer que la chaine de Markov incluse est irréductible sur N*. Est-elle irréductible
sur N7

2 - Soit m = (m;,j € N*) une probabilité invariante sur N*, c’est a dire telle que 7 @ = 0.
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2-a - Déterminer I’équation satisfaite par cette probabilité invariante 7.
/\1’,—1

2-b - Montrer que, pour chaque i € N*, on a m; = el

AT
A

p(eMr —1)

3 - Soit Y une variable aléatoire de Poisson de paramétre a > 0.

3-a - Calculer P(Y > 0).

En déduire la valeur de P(Y =Y > 0) pour tout i € N*.

.

2-c - Montrer que 7 =

3-b - Montrer que 7 est la loi de Poisson d’une variable aléatoire de Poisson conditionnée
a rester strictement positive, dont on donnera le paramétre.

Exercice 5.7.8 Le but de l’exercice est de modéliser une dynamique de population avec
immigration.

Soit (X;,¢ > 0) un processus de naissance et de mort, a valeurs dans N, de générateur @
donné pour tout k£ > 1 (k nombre entier), par :

Qi1 = Mk +a,
Qrp—1 = pk,
Qrk = —(Ae+ pk+ a),
ol a, A et u sont trois réels strictement positifs.
1 - Donner la chaine de Markov incluse.
2 - Soit P;(t) = P(X; = i| Xy = j). Ecrire I'équation aux dérivées partielles pour P.
3 - Soit E;(X;) = E(X;|Xo = 7). Montrer que

OE(X,) = (A — WE(X,|Xo = 1) + a.

4 - Calculer E;(X3).

5 - Etudier la limite, quand ¢t — 400, de E;(X;). On pourra discuter suivant les valeurs
respectives de A et p.

6 - Soit ™ = (7;,j € N) une probabilité sur N telle que 7@ = 0.
On suppose que A < p. Montrer que pour tout k& > 1

_a(A+a)2A4a)--- (k= 1A +a)
a fr2q- - (k= Dby

Tk To-
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A\ 2
WU:<1—7) .
1

On pourra utiliser la formule suivante : pour tout = € [0, 1[, pour tout N € R,

Z(N+k-1\ ,
()

k=0

7 - Montrer que

ou pour tout N € R,

(N+k—1):(N+k—1)(N+l<;—2)---N
k k! '

8 - En déduire 7.

Exercice 5.7.9 Processus de branchement binaire et diffusion de Feller - Modéle de di-
vision de populations.

Partie I : Processus de branchement binaire.

On considére un processus de naissance et mort (X; : ¢ > 0) ou indépendamment, les
individus se reproduisent au taux b et meurent au taux d, avec b # d.

1.0 - Quelle est alors la loi du temps de vie d’un individu donné ?

A quelle(s) hypothese(s) biologique(s) ces caractéristiques mathématiques correspondent-
elles?

Quelle est la loi du nombre de fois ot un individu se reproduira au cours de son existence ?
I.1 - Quel est le générateur du processus (X; : ¢ > 0)7
1.2 - On note uy(t,z) = E(exp(—AX;) | Xo =) pour A >0 et z € N.
a - Montrer que pour tout ¢ > 0 et x € N,
up(t, ) = uy(t, 1)".

b - Montrer que u,y vérifie pour tout ¢t > 0

%w(i 1) = (ur(t,1) — 1)(bup(t, 1) — d), ux(0,1) = exp(—=2A).

Cette équation se résout par séparation des variables et on admet que

(b—d)
b—[b—dexp(A)][1 — exp(A)] ! exp(—(b — d)t)’

U)\(t, 1) =1-
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1.3 - Montrer que IP;(X; = 0) peut s’obtenir a partir de la fonction A — u, (¢, 1).
En déduire que pour tout ¢ > 0,

(b—d)
b—dexp(—(b—d)t)

Pi(X, > 0) =

Remarque : On trouve ainsi la vitesse d’extinction du processus de branchement binaire.
obtenu au Paragraphe 5.4.5.

Partie II : Diffusion de Feller et comportement asymptotique.

On appelle diffusion de Feller (Y; : ¢ > 0) de paramétre o > 0 le processus qui vérifie
I’équation différentielle stochastique :

t t
K=yo+/ sts+/ 0\/2Y,dB,,
0 0

avec 1o > 0.
11.0 - Considérons le processus Z solution de I'EDS

t t
Zi=at [ WZ)ds+ [ g(s.2)db.
0 0
Justifier que pour la fonction f de classe C12(R, x R, R),

sz = g0+ [ 5620+ G zonz) + 55 L6 2)ae 22 s

2 Oy?
/a (s,Zs)g(s, Zs) dBs.

I1.1 - Montrer que Y; = Y;e~* vérifie 'équation différentielle stochastique
t
Y, =y +/ e \/2Y, dB,.
0

I1.2 - Soit ¢y > 0. On pose pour ¢ € [0, o], et A,y > 0,

walty) = exp ( o A(exp(—t) — exp(—to)) + 1>

et on vérifie facilement que cette fonction satisfait pour tous s,y > 0,

ov 0%
0—;(5 y) + 3y 2’\(3 y) o’ye™* = 0.
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a - Montrer que (vy(t,Y;) : 0 < t < t;) satisfait 'équation différentielle stochastique

, _
_ ’U)\(&Y;) —s/2 /o9
tY,) = _ by s 2 Y; st
uA(t, Y1) = va(0,90) /0 a2 M(exp(—s) — exp(—tg)) + 1 ce

On admettra alors que (vy(t,Y;) : 0 < t < t3) est une martingale par rapport & la filtration
brownienne.

b - En déduire la valeur de E,, (vk(to, 17;0)) puis que

Y
Ey, (exp(—=AY})) = exp (702(1 - exp(*t))OJF (/\exp(t))fl) ‘

¢ - Justifier sommairement que la loi de ¥; partant de yo + yg est la méme que celle de
Y, + Y2 ott Y1 et Y2 sont deux diffusions de Feller indépendantes de méme loi que Y
issues respectivement de yo et yj.

11.3 - Montrer que
Pu(Y;>0)=1—exp|——
& 20— (1))
puis que [Py (Vt > 0:Y, > 0) = 1 — exp(—yo/0?).

1.4 - On considére pour N > 1 le processus de branchement binaire (X : ¢ > 0) avec
taux de naissance individuel by = b+ 02N et taux de mort individuel dy = b — 1+ 02N,
oub> 1.

a - A votre avis, que modélisent des taux de naissance et de mort de cette forme ?

Quel est le taux de croissance moyen de la population ?
b - Vérifier que u{"(t) = By (exp(—AX})) satisfait

™ 1 A
1_ t) ~ — _
uA/N( ) N o2 + (1 = Ao?) exp(—1)

lorsque N — oo.

¢ - En déduire que pour tous ¢, A > 0,
E(exp(—AXY/N) | Xo = N) =3 Ey (exp(—AY))).

d - Expliquer comment simuler une diffusion de Feller de paramétre o a partir de variables
aléatoires exponentielles de paramétre 1 indépendantes.

Partie III : Diffusion de Feller branchante

Une population d’insectes se développe avec des naissances et des morts rapides. On
modélise sa taille Y; au temps ¢ par la diffusion de Feller de paramétre o > 0 définie dans
la partie II. On suppose que la taille initiale de la population est Yy =1 p.s.
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III.1 - On note T, = inf{t > 0:Y; = 2} pour « > 0.
a - Montrer que a = sup{/P,(Y; > 0) : z € [0,2]} < 1 et que pour tout n € N,

Py(Yoy1 >0, Y, <2V, <2..Y; <2) <a"

En déduire que Py (T = 00, Ty = o0) = 0.

b - Montrer en utilisant la partie précédente que
1
Pl(TQ < To) Z 1-— eXp(fo) > 0.
o

Si la population d’insectes atteint la taille 2, elle se divise en deux sous-populations
de taille 1 & cause de contraintes de ressources. Les deux populations évoluent alors
indépendamment suivant des diffusions de Feller de paramétre o issues de 1. Celles-ci, de
maniére similaire, s’éteignent ou atteignent le niveau 2 et se séparent de nouveau en deux
sous-populations de taille 1, etc.

II1.2 - On considére le processus de Galton-Watson Z,, ou chaque individu meurt avec
probabilité 1 — p et a deux enfants avec probabilité p, o p = IP1(Ty < Tp).

Justifier que la probabilité que le nombre de sous-populations d’insectes en vie atteigne
zéro en temps fini est la probabilité d’extinction du processus Z,.

II1.3 - Quelle est la probabilité que la taille totale de la population d’insectes (obtenue en
sommant sur les tailles de chaque sous-population) tende vers l'infini en temps infini ?

Que dire alors du comportement asymptotique du nombre de populations présentes ?

Exercice 5.7.10

Comportement quasi-stationnaire de certains processus

Le but de ce probléme est de comprendre le comportement en temps long de certains
processus markoviens. Par exemple, il a été vu en cours qu'un processus de Galton-Watson
sous-critique s’éteint en temps fini avec probabilité 1, mais que le conditionner a survivre
pendant un long temps permet d’obtenir une distribution quasi-stationnaire décrivant son
état avant l'extinction. Nous allons généraliser ce résultat aux processus markoviens de
saut & espace d’états fini.

On s’intéresse donc ici & un processus markovien (Z;)¢>o prenant ses valeurs dans 'espace
{0,1,..., N} (ou N > 1 est un entier fixé) et dont le seul état absorbant est 0. On suppose
que le temps d’atteinte T de 0 est fini p.s..

On rappelle que si v est une distribution sur {1,..., N}, P, désigne la mesure de proba-
bilité donnée par

N
Ze=34) =) vi)Pi(Z =j), Vt>0,j€{0,...,N},
=1
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sous laquelle la valeur initiale Zy a pour loi v.

1 - Donner un exemple de situation biologique dans laquelle il semble pertinent de re-
présenter la population par un processus de Markov a espace d’états fini et absorbé en
0.

2 - On rappelle qu’une distribution « est dite quasi-stationnaire pour Z si pour tout ¢ > 0
et tout j € {1,..., N},

N
Za (Zy =712 > 0) = a(j).

i=1

2-a - Supposons que Z admette une distribution quasi-stationnaire or. Montrer que pour
tous s,t >0et j€{1,...,N},ona

Po(To > t+s, Zy=7) =Po(To >t + 5| Z = j) Pa(Ze = 5| Ty > t) Pu(Tp > t).

En déduire que
]Pa(TO >t + 5) = ]PQ(TO > t) ]P’a(Tg > S).

2-b - En déduire que si Z; a pour loi «, alors le temps d’extinction de Z suit une loi
exponentielle dont on notera 6(«) le paramétre.

Dans la suite, on note P, la matrice de coefficients Pi(,5) = P;(X; = j) pour tous
i,j € {1,..., N} (on remarquera que la matrice P, de taille N x N est obtenue & partir
de P, en oubliant ’état 0). On suppose que P, a ses entrées strictement positives et que
P;(Z; = 0) > 0 pour tout ¢.

3-a - Justifier que pour tout i € {1,..., N},
N
ZP ,7)

3-b - Montrer que le Théoréme de Perron-Frobenius (Théoréme 3.7.7 ) s’applique et qu’il

existe

e une unique valeur propre réelle Ay > 0, supérieure en module & toutes les autres (réelles
ou complexes),

e un unique vecteur propre a gauche u et un unique vecteur propre a droite v tels que
u; > 0,v; > 0 pour tout 7 et tels que Zf\il u; =1 et ZZI\; wv; = 1,

satisfaisant

N
Zulpl(y,z):)\ou, V]G{L,N} et ZP1(27])7—)]:)\0U1 VZE{L,N}

i=1 j=1

3-¢ - Justifier que Ay < 1. Il peut donc s’écrire Mg = e, pour un réel ¢ > 0.
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On admettra que pour tout ¢ > 0, P, s’écrit sous la forme
P, =e " A+ O™, (5.7.50)

olt A est la matrice de coefficients A;; = viu;, x > 6" et O(e™*!) est une matrice dont
les entrées ne dépassent pas Ce ™! pour une constante C' donnée. Nous allons utiliser ce
résultat pour obtenir le comportement avant extinction de Z.

4-a- Soit i € {1,..., N}. En utilisant (5.7.50), donner un équivalent de P;(7Ty > t) lorsque
t — oo. (Indication : quelles sont les valeurs que peut prendre Z; lorsque Ty >t ?)

4-b - En déduire que pour tous ¢,j € {1,..., N},

lim P;(Zy = j|Tp > t) = uy.
t—o0

5 - Nous allons montrer dans cette question que u = (uq,...,uy) est une distribution
quasi-stationnaire pour Z.

5-a - Montrer que pour tous s,t > 0 et tout 7 # 0, on a

N
Pu(Zips=j|To>t+s) =Y Pu(Z =i|Ty>1t) Py(Z, = j)

i=1

]Pu (TO > t)

———. (5.7.51
Pu(TO > 1+ S) ( )

5-b - Montrer en découpant selon les valeurs possibles de Z; que
thm ]P)u(TO >t+s ‘ TO > t) = PU(TO > S).
—00

5-c - En faisant tendre ¢ vers I'infini dans (5.7.51), montrer que u est bien une distribution
quasi-stationnaire pour Z.

5-d - En se rappelant la notation de la question 2-b), donner une expression de 6(u).
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