Schwingungen & Wellen

2.1 Harmonische Schwingung, Dampfung, Resonanz
I Theorie

Schwingungen spielen eine grofle Rolle in allen Bereichen der Physik. In Uhren sind sie
fundamental, in mechanischen Maschinen sind sie oft unerwiinscht, in der Akustik werden
sie gezielt eingesetzt, in der Elektrodynamik bilden sie die Grundlage fiir Radiosender
und in der Molekiil- und Festkorperphysik geben sie Aufschluss iiber die quantenme-
chanischen Kopplungsmechanismen der Atome.

Harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator stellt ein grundlegendes Schwingungssystem dar. Sein
Kennzeichen ist, dass die Beschleunigung proportional zur Auslenkung aus der Gleichge-
wichtslage und stets zu dieser hin gerichtet ist. Typisch hierfiir ist eine an einer elastischen
Feder befestigte, reibungsfrei schwingende Masse m (Abb. 2.1).

Wird sie um die Strecke x aus dem Gleichgewicht ausgelenkt, so wirkt die riicktrei-
bende Federkraft /' = —k x. Diese fiihrt zur Beschleunigung der Masse gemill F' = ma
in Richtung der Gleichgewichtslage bei x = 0 (Abschn. 1.1). Aufgrund der Trigheit
schwingt die Masse dariiber hinaus, wird aber durch F = —k (—x) wieder zuriick-
getrieben. Das System aus riicktreibender Kraft (Feder) und trigem Element (Masse)
versucht also, immer in die stabile Ruhelage zuriickzukehren. Aus der Kriftegleichung

Abb. 2.1 Schema eines
harmonischen Oszillators
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Abb. 2.2 Harmonische x

Schwingung als Projektion
: =
| )

einer Kreisbewegung

ma = —k x erhalten wir fiir die freie, ungeddmpfte (reibungsfreie) Schwingung die Diffe-
rentialgleichung

d?x . : «

P + Ex =0 (Schwingungsgleichung, ungedampft). 2.1)

Die Losung dieser Differentialgleichung (DGL) ist keine Zahl, sondern eine Funktion
x(t), welche die DGL jederzeit erfiillen muss. Die Losung lautet

x(t) = xpcos(wt + ¢) (Schwingungsfunktion). 2.2)

Diese Kurve ist in Abb. 2.2 dargestellt. Die Auslenkung x (¢) dndert sich cosinusférmig,
wobei die Amplitude x, die maximale Verschiebung aus der Gleichgewichtslage angibt.
Das Argument (@ ¢ + ¢) heifit Phase, und die Phasenkonstante ¢ ist die Phase bei t = 0.
Die Phasenkonstante richtet sich nach der Anfangsbedingung der Schwingung. Ist z. B.
zum Start der Schwingung (t = 0) die Masse maximal ausgelenkt, so folgt ¢ = 0. Durch-
lauft die Masse dagegen bei t = 0 die Gleichgewichtslage in positive x-Richtung, so ist
¢ = —90° und in Gl. 2.2 konnte die Cosinusfunktion durch eine Sinusfunktion mit ¢ = 0
ersetzt werden. Beide Funktionen sind also gleichwertig. Die Schwingungskurve erhalten
wir, wenn an der schwingenden Masse ein Stift befestigt ist, und ein Blatt Papier unter ihr
mit konstanter Geschwindigkeit nach unten gezogen wird. Fiir einen vollen Schwingungs-
durchgang benétigt das System die Periodendauer 7. Der Kehrwert, die Frequenz f, gibt
die Anzahl der Schwingungen pro Sekunde an.

f= % [f]= é = Hz = Hertz (Frequenz). (2.3)

Die Kreisfrequenz w ergibt sich aus der Periodizitit von 2 7 der Cosinusfunktion.

2 1
w = Tn =2x f, [w]=- (Kreisfrequenz). 2.4)

s
Ein Schwingungsdurchgang der Periodendauer T entspricht also einem vollen Kreisum-
lauf von 2 7. Generell kann die harmonische Schwingung als von der Seite betrachtete
Projektion einer Kreisbewegung aufgefasst werden (Abb. 2.2). Der Radius entspricht der
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Amplitude xy, der Winkel w ¢ variiert mit der Zeit. Die Kreisfrequenz w erhalten wir,
wenn Gl. 2.2 in die DGL 2.1 eingesetzt und nach @ aufgelost wird:

k 1
w=4/—, [w]=- (Eigenfrequenz). (2.5
m S

Jedes schwingende System hat somit eine charakteristische Eigenfrequenz, oft als wy
gekennzeichnet, die sich einstellt, wenn es frei schwingen kann. Je grofer die Feder-
konstante k, desto schneller schwingt es und je groBer die Masse m, desto langsamer
(trager) schwingt der harmonische Oszillator. Die Geschwindigkeit und Beschleunigung
der Masse folgt aus den entsprechenden Ableitungen der Auslenkung x(#) (Gl. 2.2) nach
der Zeit:

v(t) = —wxpsin(wt + ¢)  (Geschwindigkeit), (2.6)
a(t) = —w*xgcos(wt + ¢) (Beschleunigung). 2.7)
Damit gilt a(t) = —w? x(¢), d.h. der Betrag der Beschleunigung und damit der Kraft

F = ma ist immer proportional zur Auslenkung. Dies ist genau die Bedingung fiir eine
harmonische Schwingung.

Energie

In dem ungedédmpften harmonischen Oszillator wird abwechselnd die in der Feder ge-
speicherte potenzielle Energie verlustfrei in kinetische Energie der Masse und zuriick
umgewandelt (Abb. 2.3a, b).

1
Epot = Ek xg cos*(wt + ¢) . 2.8)
1 2.2 -2
Evn = Em Xpw~sin“(wt + @) . 2.9)
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Fiir die mechanische Gesamtenergie folgt mit w? = k/m und sin* y 4 cos®y = 1
1, )
Enech = Epot + Exin = Ek xy (Energieerhaltung). (2.10)

Dieser Ausdruck ist unabhéngig von der Zeit, d. h. es gilt die Erhaltung der mechanischen
Energie. Beachten Sie, dass die Energie immer positiv bleibt (Abb. 2.3a).

Gedampfte Schwingung

Reale Schwingungssysteme sind geddmpft, d. h. durch Reibung wird dem System Energie
entzogen, und die Amplitude wird mit der Zeit kleiner, bis die Schwingung zum Stillstand
kommt (Abb. 2.4). Die Reibungskraft ist der Bewegungsrichtung entgegengesetzt und
meist proportional zur Geschwindigkeit v = dx/dz und zum Reibungskoeffizienten b:

Fr = —bv (Reibungskraft). (2.11)
Die Schwingungsgleichung GI. 2.1 muss um diesen Term erweitert werden.

d®>x  bdx k . : ;
— 4+ —— + —x =0 (Schwingungsgleichung, gedampft) . (2.12)
dt? mdr m

Aufgrund der Ddmpfung hat die Losung dieser DGL nun folgende geénderte Form:
x(1) = xge " cos(w?) (Schwingungsfunktion, gedimpft) . (2.13)

Die Auslenkung variiert weiterhin cosinusformig, mit der Eigenfrequenz.

[ k
w=4— — 8 (Eigenfrequenz, gedimpft), (2.14)
m

b 1 .
§=—, [6]=- (Dimpfungskonstante). (2.15)
2m S
Abb. 2.4 Die Amplitude einer XA Aus-
geddampften Schwingung klingt | - lenkung

exponentiell ab
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Abb. 2.5 Drei wichtige XA
Diampfungsfille

aperiodischer Kriechfall
T —— 62> k/m

aperiodischer B
Grenzfall

62=k/m /\
\/ t

Schwingfall
0% <k/m

Die Amplitude xye %’ nimmt exponentiell mit der Zeit ab (Abb. 2.4). Ein wichtiger Wert
ist die Zeitkonstante t = 1/§. Nach dieser Zeit ist die Amplitude auf den Bruchteil
1/e & 0,37 gesunken (Abb. 2.4). Die Dampfung § fiihrt auerdem zu einer Senkung der
Eigenfrequenz (Gl. 2.14). Man unterscheidet folgende Fille:

k

(a) 8% < — Schwingfall,
m
k

(b) §* > — aperiodischer Kriechfall,
m

(©) §2 = E aperiodischer Grenzfall.
m

Ist 6 zu groB3, und wird der Radikant der Wurzel in Gl. 2.14 negativ, so kommt es erst
gar nicht zu einer Schwingung und die Losung der DGL 2.12 ist eine Funktion, die nach
der Auslenkung des Systems sehr langsam in die Gleichgewichtslage zuriick fiihrt, ohne
dartiber hinaus zu schwingen (aperiodisch), sofern sie nicht mit einer Anfangsgeschwin-
digkeit startet (Abb. 2.5).

Fiir den aperiodischen Grenzfall (c) folgt @ = 0 und nach der Auslenkung kehrt
das System exponentiell in die Gleichgewichtslage zuriick, ohne iiber diese hinaus zu
schwingen (Abb. 2.5). Die Zeit der Riickkehr ist sehr kurz. Dieser Fall wird z. B. bei der
Konstruktion von Stoddmpfern ausgenutzt, denn das Auto soll nicht schwingen, sondern
schnell in die Gleichgewichtslage zuriickkehren.

Erzwungene Schwingung

Sollen die Ddmpfungsverluste in einem harmonischen Oszillator kompensiert werden, so
muss von auBen eine periodisch verinderliche Kraft F, cos w,t angreifen. Die DGL der
erzwungenen Schwingung lautet nun

d? bd k F,
222 + —x = —cosw,t (DGL, erzwungene Schwingung) . (2.16)
2 mdt m m
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Nach einer gewissen Einschwingzeit, die hier nicht diskutiert wird, bewegt sich der har-
monische Oszillator mit der von der dufleren Kraft vorgegebenen Frequenz w, und nicht
mit seiner Eigenfrequenz w (Gl. 2.14):

x(t) = xgcos(w, t —¢) (Funktion der erzwungenen Schwingung) . (2.17)

Die Auslenkung x (¢) ist gegen die duflere Kraft um ¢ phasenverschoben, d. h. x(¢) hinkt
der dufleren Kraft um ¢ nach. Die Amplitude x, hdngt von der Amplitude F, der anre-
genden Kraft ab, von der Diampfung § und, viel empfindlicher, von der relativen Lage der
Anregungsfrequenz w, zur Eigenfrequenz wy = /k/m.

F,/m

Xo =
J@ = 02?2 + 25 o,

(Amplitude, erzwungene Schwingung) . (2.18)

Fallen duBlere Frequenz w, und Eigenfrequenz w, zusammen, so wird der Nenner in
Gl. 2.18 minimal und die Amplitude maximal (Abb. 2.6a). Fiir ein ungeddmpftes System
mit § = 0 wird der Nenner sogar Null und wir erhalten die so genannte Resonanzka-
tastrophe mit x, = oo, d.h. das System wird zerstort. Die Phasenverschiebung ¢ hingt
ebenfalls von ¢ und von der relativen Lage der Anregungsfrequenz w, zur Eigenfrequenz
g ab (Abb. 2.6b).

28 w, .
tang = ——— (Phasenverschiebung) . (2.19)
Wy — Wy

Zum Verstiandnis der Vorgénge, betrachten wir 3 Frequenzbereiche:

(a) w; < wp Dies ist der linke Frequenzbereich in Abb. 2.6a, b. Ndherungsweise folgt
damit aus Gln. 2.18, 2.17 x(t) = Fjcos(w, t)/ k. Die schwingende Masse kann der
langsamen Bewegung der dufleren Kraft immer folgen. Beide sind also in Phase und
¢ = 0. Die Amplitude ist Fo/k.

(b) w; > wy Dies ist der rechte Frequenzbereich. Hier dominiert die trige Masse das
System, es gilt niherungsweise x (1) = —Fcos(w, 1)/ mw?. Die Phasenverschie-
bung betrigt ¢ = —m, d.h. Auslenkung und Anregungskraft sind gegenphasig, denn
die trige Masse kann der schnellen Anregung nicht mehr folgen.

(¢) w, ~ wy Resonanzfall. Hier sind Auslenkung und Kraft um ¢ = — /2 phasenver-
schoben. Damit sind aber die Geschwindigkeit v(¢) = dx/dt der schwingenden Mas-
se und die dullere Kraft in Phase, so dass netto Leistung durch die dulere Anregung
auf das System iibertragen wird: P = F,v = Fyw X cos? wyt. Wiirde diese Leistung
nicht durch die Reibung verbraucht, so miisste die Amplitude auf x, — oo anwach-
sen (Resonanzkatastrophe). In den Fillen (a) und (b) wird vom System netto keine
Leistung aufgenommen, denn im Mittel wird genau so viel wieder abgegeben, wie
aufgenommen wurde (siehe Priifungsteil). Den genauen Wert der Resonanzfrequenz

WRes = ‘/a)g — 262 erhilt man aus der Ableitung der Resonanzkurve (Gl. 2.18). Er
liegt etwas unterhalb der Eigenfrequenz.
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a) b)

X, 4 Amplitude ¥ A Phasenverschiebung
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(=}

0, = 0 Resonanzkatastrophe

-T1/2

Abb. 2.6 Erzwungene Schwingung fiir verschiedene Dampfungen: a) Die Amplitude ist maximal
im Resonanzfall, b) Phasenverschiebung zwischen Oszillator und anregender Kraft

Il Priifungsfragen

Grundverstandnis

F2.1.1 Was ist eine Schwingung? Nennen Sie einige schwingende Systeme.

F2.1.2 Skizzieren Sie fiir eine harmonische Schwingung die Funktionen x(¢), v(¢), a(f).
Geben Sie die Formeln an und kennzeichnen Sie Frequenz, Periodendauer und Phasen-
verschiebung.

F2.1.3 Wie hingt die Frequenz einer harmonischen Schwingung von der Amplitude ab?

F2.1.4 Was zeichnet die harmonische Schwingung aus?

F2.1.5 Skizzieren Sie eine freie, geddmpfte Schwingung, geben Sie die Schwingungs-
funktion x (¢) an und diskutieren Sie die relevanten Grofen.

F2.1.6 Wie lautet die Eigenfrequenz des ungedampften (gedampften) Federpendels?
F2.1.7 Diskutieren Sie die Grenzfille der Dampfung und ihre technische Bedeutung.
F2.1.8 Nennen Sie die Eigenfrequenz des mathematischen Pendels.

F2.1.9 Welche Frequenz hat die erzwungene Schwingung?
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F2.1.10 Was ist Resonanz? Skizzieren Sie die Amplitude und die Phasenverschiebung als
Funktion der Erregerfrequenz fiir eine erzwungene Schwingung im Resonanzbereich. Wo
liegt die Resonanzfrequenz und wie erhélt man sie?

F2.1.11 Nennen Sie Fille, wo Resonanz erwiinscht bzw. unerwiinscht ist.
Messtechnik

F2.1.12 Wie kann die Erdbeschleunigung gemessen werden?

F2.1.13 Nennen Sie Gerite zur Frequenzmessung.

F2.1.14 Wie kann man die Dampfung einer Schwingung messen?

Vertiefungsfragen

F2.1.15 Leiten Sie die Differentialgleichung der geddmpften, erzwungenen Schwingung
ab.

F2.1.16 Wie hingt die Energie einer geddmpften freien Schwingung von der Zeit ab?
F2.1.17 Was ist der Giitefaktor und was ist das logarithmische Dekrement?

F2.1.18 Was ist ein physikalisches Pendel?

F2.1.19 Beschreiben Sie die Drehschwingung.

F2.1.20 Was ist harmonisch am harmonischen Oszillator?

Il Antworten

A2.1.1 Eine Schwingung ist ein zeitlich periodischer Vorgang, der nach der Periodendau-
er T wieder die gleiche Schwingungsphase erreicht hat. Typische Schwingungssysteme
sind in Abb. 2.7 gezeigt.

A2.1.2 Siehe Gln. 2.2, 2.6, 2.7 und Abb. 2.8. Die Periodendauer kann direkt abgelesen
werden, woraus die Frequenz f = 1/T ermittelt wird. Die Geschwindigkeit eilt dem
Ort x (¢) um die Phasenverschiebung 7 /2 voraus, ebenso eilt die Beschleunigung der Ge-
schwindigkeit um 7 /2 voraus. Dies erkennt man auch aus dem Vergleich zwischen x (¢)
und v(t), denn aus x () = xpcos(w t) folgt v(t) = —xqw sin(w t) = xow cos(w t +/2).
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Abb. 2.7 Diverse Ausfiih- %
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A2.1.3 Die Frequenz einer harmonischen Schwingung hédngt nicht von der Amplitude
ab, denn nach Gln. 2.5, 2.14 geht sie nicht in die Frequenz ein. Der Ton (Frequenz) einer
Klaviersaite hiingt also nicht davon ab, ob die Saite stark oder sanft angeschlagen wird.

A2.1.4 Kennzeichen des harmonischen Oszillators ist eine Riickstellkraft, die proportio-
nal zur Auslenkung ist (Gl. 2.7). Die harmonische Schwingung lésst sich einfach durch
eine Sinus- bzw. Cosinusfunktion darstellen (Gl. 2.2). Dies entspricht der Projektion einer
Kreisbewegung (Abb. 2.2).

A2.1.5 Die freie, gedimpfte Schwingung x(t) = xoe*’ cos(wt) ist in Abb. 2.4 dar-
gestellt. Die Amplitude xoe ! nimmt exponentiell mit der Zeit ab und ist nach der
Zeitkonstanten ¢ = T = 1/§ auf den Anteil 1/e des Startwertes abgeklungen.

A2.1.6 Kann der harmonische Oszillator frei schwingen, so tut er das mit seiner Eigen-
frequenz. Im Fall eines Feder-Masse-Systems ist das w = /k/m bzw. w = /k/m — §2,
falls er geddmpft ist. Im Wesentlichen wird @ durch das Verhiltnis der riicktreibenden
Kraft zur trigen Masse des Oszillators bestimmt. Die Dampfung (§) reduziert die Eigen-
frequenz.

A2.1.7 Im Normalfall liegt geringe Dimpfung §> < k/m vor und das System kommt
erst nach vielen Schwingungen zur Ruhe (Abb. 2.5). Fiir sehr starke Diampfung §% > k/m
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(aperiodischer Kriechfall) bendtigt das ausgelenkte System sehr lange, um in die Ruhelage
zuriickzukehren, was meist unerwiinscht ist. Fiir gezielte Schwingungsdampfung (Stof3-
diampfer) oder Zeigerinstrumente ist eine schnelle Riickkehr in die Gleichgewichtslage
ohne Schwingung (8> = k/m, aperiodischer Grenzfall) erwiinscht.

A2.1.8 Das ideale, mathematische Pendel besteht aus einem Massepunkt (Kugel), der
an einem idealen masselosen Seil aufgehdngt wird (Abb. 2.7). Fiir nicht zu grole Am-
plitude lautet seine Eigenfrequenz w = +/g/L, bzw. @ = /g/L — §? fiir das z.B.
durch Luftreibung geddampfte Pendel. Durch die Seillinge L kann die Frequenz einge-
stellt werden, was z. B. bei der Pendeluhr ausgenutzt wird. Zudem eignet sich das Pendel
zur Bestimmung der Gravitationsbeschleunigung g.

A2.1.9 Anders als bei der freien Schwingung bewegt das System sich nicht mit seiner Ei-
genfrequenz, sondern mit der Frequenz w, der von auflen angreifenden Kraft F, cos w,t,
nachdem eine gewisse Einschwingzeit vergangen ist.

A2.1.10 Resonanz tritt bei erzwungenen Schwingungen auf, wenn die Erregerfrequenz
w, etwa so grof} wie die Eigenfrequenz wy des Oszillators wird. Als Folge steigt die Am-
plitude xy(w,) der Schwingung (Gl. 2.18) stark an (Abb. 2.6a). Die Resonanzkatastrophe
tritt fiir ungeddmpfte Systeme (6 = 0) auf. Mit steigender Dampfung sinkt die Amplitu-
de und die Resonanzfrequenz verschiebt sich leicht zu kleineren Werten. Fiir die exakte
Bestimmung der Resonanzfrequenz muss die Kurve xo(w,) nach w, abgeleitet und Null
gesetzt werden. Beachten Sie, dass xo(w,) > 0, auch fiir kleine Erregerfrequenzen. Der
Oszillator folgt fiir v, < wp immer der langsamen Bewegung des Erregers. Fiir sehr
grofies w, kann der Oszillator dem schnellen Erreger nicht mehr folgen, d. h. im Grenzfall
w, > wy geht die Amplitude gegen Null. Dies zeigt sich auch in der Phasenverschiebung
zwischen Oszillator und der dufleren anregenden Kraft (Abb. 2.6b). Bei der Resonanzfre-
quenz lduft die Kurve durch ¢ = —x /2, unabhéngig von der Dampfung. Nur hier nimmt
der Oszillator netto Energie von dem Erreger auf, was zum Anstieg der Amplitude fiihrt.
In den anderen Fillen (w, < wy, ®w, > ) fliet im zeitlichen Mittel gleich viel Energie
in das System wie wieder zuriick in den Erreger (siehe auch Theorie zur erzwungenen
Schwingung).

A2.1.11 Resonanz ist erwiinscht, wenn dadurch Schwingungen verstirkt werden sollen,
ebenso wenn es darum geht stehende Wellen (Abschn. 2.2) zu erzeugen. In der Musik
wird die Resonanz des Gitarrenkorpers genutzt, in der Optik die des Laserresonators (Ab-
schn. 7.4) und beim Radio die Resonanz des Schwingkreises (Abschn. 4.7). Unerwiinscht
ist Resonanz z. B. bei Motoren, d. h. die ganze Maschine darf nicht bei einer bestimmten
Motordrehzahl (Eigenfrequenz) zu Schwingungen angeregt werden (Waschmaschinen im
Schleudergang). Ebenso diirfen Bauwerke (Briicken) nicht durch Wind zu Eigenschwin-
gungen angeregt werden.
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