Kapitel 2
Zinsrechnung

Fiir ausgeliehenes Kapital muss in der Regel ein Entgelt fir
dessen Nutzung, der so genannte Zins, bezahlt werden. Je nach
Nutzungsdauer des Kapitals und Entgeltvereinbarung gibt es
verschiedene Verzinsungsmodelle: einfache, exponentielle und
stetige Verzinsung sowie vorschiissige, nachschiissige und un-
terjéhrige Zinsen.

Um die notwendigen Berechnungen durchfiihren zu kénnen,
benotigt man einige Begriffe:

e Der anzulegende Geldbetrag (das Vermogen) heifit Ka-
pital (aus dem Italienischem von capitale = Hauptgut).

e Als Zins z bezeichnet man den Preis fiir iiberlassenes
oder geschuldetes Kapital.

e Die Zeitpunkte, zu denen jeweils der Zins fallig ist, hei-
fen Zinstermine.

e Den Zeitraum zwischen zwei Zinsterminen nennt man
Zinsperiode.

e Der Zins fiir 100 Geldeinheiten heifst Zinsfufs p und
i = p/100 heifit Zinsrate.

e Der Begriff Zinssatz wird in der Literatur und Pra-
xis uneinheitlich synonym fiir Zinsfuft und Zinsrate be-
nutzt. Wir werden ihn ausschlieflich als Synonym fiir
Zinsrate benutzen.

e Der Zeitabschnitt fiir die Kapitalbewegung, d.h. die
Lénge des Anlagezeitraums, heifst Laufzeit n.

e Zinsful bzw. Zinssatz werden in der Regel auf eine
Laufzeit von einem Jahr bezogen. Man schreibt dafiir
z.B. 5% p.a. (lat.: per annum; pro Jahr). Der Zusatz
p-a. wird jedoch hiaufig weggelassen.
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2 Zinsrechnung

e Das Kapital zu Beginn der Kapitalbewegung heiftt An-
fangskapital oder Barwert K.

e Das Kapital am Ende der Kapitalbewegung nennt man
Endkapital oder Endwert bzw. K,,.

Beispiel 2.1

Sie kaufen bei ihrer Bank fiir 1.000€ ein Wertpapier (wie
z.B. Bundesschatzbrief Typ A, Sparbrief, Pfandbrief, Unter-
nehmensanleihe, etc.), das mit 5% p.a. verzinst und nach zwei
Jahren zuriickgezahlt wird. Thr Anfangskapital ist somit Ky =
1.000€. Der Zinssatz (synonym: die Zinsrate) ¢ = 0,05 bezieht
sich — wie meist {iblich — auf eine Zinsperiode von einem Jahr.
Somit ergibt sich der (jahrliche) Zinsfuft zu p = 5. Die Laufzeit
des Sparbriefs betriagt n = 2 Jahre. Es gibt zwei Zinsperioden:
t =1 (1.Jahr) und ¢ = 2 (2.Jahr). Nach einem Jahr erhilt man
50€ Zinsen und nach zwei Jahren nochmals dieselbe Summe.
Zu diesem Zeitpunkt wird auch das angelegte Kapital zuriick-
gezahlt, so dass sich ein Endkapital von K, = Ks = 1.100€
ergibt. O

Wie oben angemerkt, ist es {iblich, den Zinssatz fiir eine Zins-
periode (Basisperiode) von einem Jahr anzugeben (Zusatz: p.a.,
dieser wird oft weggelassen). Es gibt aber auch kiirzere Zins-
perioden: halbjahrliche (Zusatz: p.H., hdufig bei Fremdwé&h-
rungsanleihen), quartalsweise (Zusatz: p.Q., z.B. Verzinsung
auf Girokonten) oder monatliche (Zusatz: p.M., beispielsweise
bei Hypothekenkrediten).

2.1 Lineare Verzinsung

Bei der linearen bzw. einfachen Verzinsung betrachtet man Ka-
pitaliiberlassungszeitraume, in denen kein Zinstermin liegt. Es
fallt also kein Zins an, der wieder angelegt werden konnte. Diese
Verzinsungsart findet man z.B. bei Spareinlagen und Stickzins-
berechnungen im Wertpapierhandel.

Bei der linearen Verzinsung oder einfachen Zinsrechnung
werden Zinsen folgendermafen berechnet:

e innerhalb einer Zinsperiode (oftmals 1 Jahr) mit Zinstermin
am Periodenende,

e ohne Verzinsung des Zinses {iber einen Zeitabschnitt, der gro-
Rer als eine Zinsperiode ist.



2.1 Lineare Verzinsung

Beispiel 2.2

Sie legen bei Threr Bank oder Sparkasse Ky = 10.000€ (sog.
Anfangskapital) in einem Pfandbrief fiir 5 Jahre mit einem Zins-
satz von 3% (i = 0,03) an.

Der Zins errechnet sich jahrlich zu (da nichts anderes angege-
ben, ist der Zinssatz p.a.!)

10.000 € - 0,03 = 300 €.

Nach einem Jahr betrégt das Kapital daher K; = 10.300€. Da
der angefallene Zins seinerseits nicht verzinst wird, kommen
fiir die restlichen 4 Jahre nochmals 4 - 300 € = 1.200 € hinzu.
Damit belduft sich nach 5 Jahren das angesammelte Kapital
(sog. Endkapital) auf K5 = 11.500 €. O

Da der Zins z, wie Beispiel 2.2 zeigt, fiir jedes Jahr jeweils
gleich hoch ist und sich zu z = Ky - ¢ ergibt, gilt offensichtlich:

Bei der linearen bzw. einfachen Verzinsung ergibt sich aus
einem Anfangskapital (Barwert) Ky bei einem Zinssatz
von i in n Jahren (Laufzeit) ein Endkapital (Endwert)
von

Kn=Ko (1+n-i).

Ubung 2.1

Sie benotigen fiir einen geplanten Autokauf, der in 3 Jahren
ansteht, 17.250 €. Die Bank bietet Thnen eine Anlage mit 5%
einfachen Zinsen an. Wieviel Euro miissen Sie heute anlegen
(Barwert), um sich das Auto in 3 Jahren kaufen zu kénnen?

Loésung 2.1
Wir 16sen die Formel fiir die lineare Verzinsung nach dem Bar-
wert Ko auf und erhalten mit n = 3:

K, 17.250 €
Ky = = = 15.000 €.
7 (14+ni)  (1+3-0,05)
Es sind also heute 15.000 € anzulegen. a

Bei der Geldanlage aus Ubung 2.1 hat man am Ende des
ersten, zweiten und dritten Jahres jeweils ein Endkapital von
K, =15.750€, K5 = 16.500€ und K3 = 17.250€, da pro Jahr
ein Zins von 750€ hinzukommt. Nachfolgende Abb. 2.1 zeigt,
dass die Kapitalzuwéchse alle auf einer Geraden liegen (K; =
(Ko - 1) -t + Ky), was die Namensgebung ,lineare Verzinsung*
erklart.
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2 Zinsrechnung
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Abb. 2.1. Lineare Verzinsung

In der Praxis findet man eher selten Anwendungen der li-
nearen Verzinsungsformel flir Laufzeiten ¢ > 1. Benutzt wird
die Formel héufig zur Berechnung von Soll- und Habenzinsen
auf Girokonten oder von Stiickzinsen bei Wertpapieren. Hier ist
die Laufzeit ¢ dann der Bruchteil eines Jahres, der so genannte
Zinstagequotient, d.h.

_ Zinstage
~ Basistage’

Unter Zinstagen versteht man dabei die Anzahl der Tage zwi-
schen zwei vorgegebenen Daten, und die Basistage beziehen sich
auf die Lange des zugrunde liegenden Jahreszeitraumes. Dieser
kann durchaus vom Kalenderjahr abweichen! Es gibt hier ver-
schiedene Berechnungsmethoden (so genannte Zinsusancen) fiir
die Anzahl der Zinstage und der Basistage.

Die — seit der Umstellung auf Euro — wichtigsten Zins-
usancen sind:

e actual/actual“ (taggenaue Zinsmethode):
Es wird die tatséchliche Anzahl der Tage zwischen zwei
Daten gezahlt (actual = taggenau). Auch das zugrun-
de liegende Basisjahr wird mit kalendergenauen Werten
beriicksichtigt (d.h. in der Regel 365 Tage, bei Schalt-
tag im Basiszeitraum jedoch 366 Tage). Ublich ist diese
Methode z.B. bei der Stiickzinsberechnung fiir fast alle
Bundeswertpapiere und Pfandbriefe.

e ,actual/360* (internationale Zinsusance):
Es wird die tatsdchliche Anzahl der Tage zwischen zwei
Daten zugrunde gelegt. Das Jahr wird zu 360 Tagen an-
genommen. Eingesetzt wird diese Methode z.B. héufig
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bei der Stiickzinsberechnung von Fremdwahrungsanlei-
hen (z.B. USD-Bonds).
o .30,42/365 (EU-Zinsmethode):

Zugrunde gelegt werden hier fiir das Jahr 365 Tage, 52
Wochen oder 12 gleichlange Monate. Fiir letztere wird
eine Linge von 365/12 = 30,416 Tagen angenommen.
Fiir die Anzahl der Tage zwischen zwei Daten gelten
Sonderregeln, wenn sich die Differenz nicht auf Vielfa-
che von vollen Monaten zuriickfithren lasst.

Die ,,EU-30,42/365“ Zinsusance, auch ,Standardisierte Berech-
nungsmethode* genannt, ist gesetzlich fiir alle Effektivzins-
berechnungen im Zusammenhang mit Krediten vorgeschrie-
ben. Sie gilt in Deutschland seit dem 1.9.2000 nach Preis-
angabenverordnung (PAngV). Letztere ist eine Umsetzung der
EU-Verbraucherkreditrichtlinie 98/7/EG, die zum 1.4.2000 in
Kraft getreten ist.

Man beachte bei Anwendung einer Zinsusance, dass in der
Regel der Zinslauf mit dem Tag der Einzahlung auf das Bank-
konto bzw. mit Kauf des Wertpapiers (Tag der Wert- oder
Valutastellung, nicht Buchungstag) beginnt. Er endet mit dem
Tag vor der Zinszahlung.

Beispiel 2.3

Sie kaufen am 7.1.2012 (Valuta) einen Bundesschatzbrief mit
Zinslauf ab 1.1.2012, der sich im 1.Jahr mit 3% verzinst. Die
Stiickzinsen, die Sie bei einem Nennwert (=Anfangskapital) von
2.000 € der Bank zahlen miissen, ergeben sich dann durch An-
wendung der Zahlmethode ,actual/actual®:

Da 2012 Schaltjahr ist, ergibt sich das Basisjahr (1.1.2012
bis 31.12.2012, beide Tage einschlielich) zu 366 Tagen. Die
fiir die Stiickzinsen mafigebenden Zinstage belaufen sich auf 6
(1.1.2012 bis 6.1.2012, beide Tage inklusive), da ab dem Tag
der Valutastellung (hier der 7.1.2012) die Zinsen dem Ké&ufer
zustehen. Wir erhalten daher einen zu zahlenden Stiickzins in
Hohe von (es wird kaufménnisch gerundet):

6
Ko-i-t=2. . = .
01 000 € - 0,03 366 0,98 € O
Ubung 2.2
Beim Kauf von Wertpapieren helfen Thnen die nachfolgenden
Aufgaben bei der Uberpriifung Ihrer diesbeziiglichen Bankab-
rechnungen.

,EU-30,42/365%
Standardisierte
Zinsusance
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Ermittlung der
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2 Zinsrechnung

a) Sie kaufen am 15.5.2012 (Valuta) einen Bundesschatzbrief
mit Zinslauf ab 1.4.2012 mit 3,5% Zins fiir das erste Jahr.
Wieviele Stiickzinsen sind bei einem Nennwert von 15.000 €
zu zahlen?

b) Sie erwerben am 28.3.2012 (Valuta) eine 5% USD-Fremd-
wahrungsanleihe mit Zinslauf ab 12.1.2012. Wieviele Stiick-
zinsen miissen Sie bei einem Nennwert von 14.000 USD zah-
len (Methode ,actual/360%)?

Loésung 2.2

I) a) Wie im Beispiel 2.3 ist die Zinsusance ,actual/actual® anzu-

s wenden. Das Basisjahr weicht nun jedoch vom Kalenderjahr
ab: 1.4.2012 bis 31.3.2013 (beide Tage einschlieflich). Da die-
ses keinen Schalttag beinhaltet, ergibt es sich zu 365 Tagen.
Stiickzinsen sind zu zahlen vom 1.4.2012 bis 14.5.2012 (bei-
de Tage einschlieflich). Insgesamt ergeben sich 44 Tage (30
Tage fiir den April, 14 Tage fiir den Mai). Damit belaufen
sich die Stiickzinsen auf

44
Kp-i-t=15.000€-0,035- 365 =63,29 €.

b) Bei der ,actual/360“-Methode liegt der Nenner fix bei 360
Tagen und muss nicht ermittelt werden. Die Zinstage vom
12.1.2012 bis 27.3.2012 (jeweils einschlieRlich) hingegen sind
exakt zu zéhlen: 20 Tage fiir den Januar, 29 Tage fiir den
Februar und 27 Tage fiir den Mé&rz ergeben insgesamt 76
Tage. Es sind daher an Stiickzinsen zu zahlen:

Ko -i-t=14.000 USD - 0, 05 - % = 147,78 USD. O

Bei der Verzinsung von Sparbiichern und Girokonten wird
meist eine weitere Zahlmethode, die ,,30/360“ Methode benutzt:
Hier wird der Monat zu 30 Tagen und das Jahr zu 360 Tagen
angenommen. Dann ergibt sich der fiir d Tage zu bezahlende
Zins z auf ein Kapital K, das mit dem Zinsfult p verzinst wird
Zu:

,30/360%
Methode

p 4
100 360°

Durch Umstellung dieser Formel erhélt man nachfolgende For-
mel, die als Kaufmdnnische Zinsformel bezeichnet wird:

r=Ky-i-t=K

Der fiir d Tage zu bezahlende Zins z auf ein Kapital K,
das mit dem Zinsfufs p verzinst wird, ergibt sich zu



2.1 Lineare Verzinsung

K -d 360
z=(—)/(— ).
100 p
Dabei bezeichnet man % als Zinszahl und
teiler.

3’% als Zins-

Die Anwendung dieser Formel ist nun sehr zweckméfig, wenn
mehrere verschiedene Kapitalbetridge unterschiedlich lang mit
dem gleichen Zinssatz zu verzinsen sind, was vor allem bei Gi-
rokonten h&ufig der Fall ist. Banken und Sparkassen wenden
hierzu die so genannte Staffelmethode an: Die Berechnung der
Zinszahlen erfolgt bei jeder Anderung des Kontostandes, d.h.
bei Einzahlungen sowie Auszahlungen. Die Wertstellung (Valu-
ta) wird bei Einzahlungen mit ,Nachster Tag* und bei Auszah-
lungen mit ,,Heute* vorgenommen. Die dabei errechneten Zins-
zahlen werden ganzzahlig kaufménnisch gerundet. Zum Zinster-
min werden die Zinsen dann berechnet, indem die entstandene
Summe der Zinszahlen durch den Zinsteiler dividiert wird.

Beispiel 2.4

Wir betrachten Kapitalbewegungen eines Girokontos mit einem
Habenzinssatz von 2%. Wie hiufig iiblich, soll der Zins quar-
talsweise gezahlt werden. Wir nehmen an, dass am Ende des
ersten Quartals bereits 1.000€ auf dem Konto stehen und be-
rechnen den Zins fiir das zweite Quartal aufgrund nachfolgender
Kontobewegungen:

Tag Valuta |Ein/Aus|Tage|Zinszahl
31.3.2012(31.3.2012| 1.000€| 35 350
5.5.2012| 6.5.2012| 500€

Saldo 1.500€| 28 420
4.6.2012| 4.6.2012|—1.100€

Saldo 400€| 27 108

Summe 878

Bei dem vorgegebenen Zinsfufs von p = 2 (Zinsteiler: 360/2)
ergeben sich nun die Quartalszinsen (in €) zu

878
= — =4,88.
T
Man beachte, dass bei einem negativen Kontostand von den
Habenzinsen abweichende Sollzinsen zu zahlen sind. Es miissen
dann getrennt Soll- und Habenzinszahlen berechnet und am
Ende saldiert werden. a

kaufmaéannische
Zinsformel

Zinszahl,
Zinsteiler

Verzinsung bei
Girokonten

Staffelmethode

Valuta
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Ubung 2.3

Sie wollen die Quartalsabrechnung Ihres Girokontos iiberprii-
fen. Die Bank weist bei einem Habenzinssatz von 3% p.a. ei-
ne Zinszahl von 1350 aus. Welchen Zinsbetrag muss Ihnen die
Bank gutschreiben?

Lésung 2.3

Bei einem Zinsfufs von p = 3 erhilt man den Zinsteiler % =
120. Somit ergibt sich der Zins aus %500 zu 11,25 €. O

2.2 Exponentielle Verzinsung

Jeder Bankkunde weifS, dass bei Bundesschatzbriefen vom Typ
B die jahrlich anfallenden Zinsen nicht ausbezahlt, sondern dem
vorhandenen Kapital hinzugefiigt werden. Bei der ndchstfolgen-
den Verzinsung werden diese dann mit verzinst. Diese Zinsen
nennt man deshalb Zinseszinsen. Das Prinzip bezeichnet man
als exponentielle Verzinsung.

Wir wollen das Prinzip der Zinseszinsen oder der exponenti-

ellen Verzinsung genauer betrachten: Wenn innerhalb des Be-
trachtungszeitraumes ein oder mehrere Zinstermine existieren,
so wird der zu diesen Zinsterminen fillige Zins dem Kapital zu-
geschlagen und in den verbleibenden Zinsperioden mitverzinst.
Der Zins soll dabei in allen Zinsperioden — im Gegensatz zum
Bundesschatzbrief — konstant bleiben.
Wir bezeichnen das Startkapital mit Ky und mit K; das End-
kapital im t-ten Jahr sowie mit ¢ den Zinssatz. Unter Anwen-
dung der linearen Verzinsung ergibt sich das Endkapital K;
zu K1 = Ko(1 4 4). Da im zweiten Jahr nun das Kapital K;
zu verzinsen ist, kann auf dieses wieder die lineare Verzinsung
angewandt werden. Im t-ten Jahr ist dann K;_; linear zu ver-
zinsen. Es gilt also:

Ky =Ki(1+i) = Ko(1+4)(1+14) = Ko(1 +1)?,

K

K=K 1(1+14) = Ko(1+4)" (1 +14) = Ko(1 +4)".
———
Ki 1

Man erhélt damit folgendes allgemeine Ergebnis:



2.2 Exponentielle Verzinsung

Aus einem Anfangskapital K entsteht bei exponentiel-
ler Verzinsung (Zinseszinsen) mit dem Zinssatz ¢ nach n
Jahren ein Endkapital von

K,=Ko-(14+9)"=Ky-q" mit q:=1+1.

Man bezeichnet dabei g™ als Aufzinsungsfaktor. Der re-

ziproke Wert v" = qin = ﬁ heifst Abzinsungsfaktor
bzw. Diskontierungsfaktor.

Die Zinseszinsformel gibt den Zusammenhang zwischen Endka-
pital K, und Barwert (=Anfangskapital) Ky wieder. Berechnet
man aus dem Barwert den Endwert, so nennt man diesen Vor-
gang Aufzinsung, der umgekehrte Vorgang wird als Abzinsung
bezeichnet (siehe auch Abbildung 2.2). Daraus erklért sich die
Namensgebung fiir die Faktoren ¢" und v™.

Aufzinsungsvorgang

KO *Q *Q *Q *Q Kn
T « T T NP «
| | | | | H
-1 T T T f Zeit t
L N A N
*V *V *V *V

Abzinsungsvorgang

Abb. 2.2. Aufzinsungs- bzw. Abzinsungsvorgang

Beispiel 2.5
Ein Sparkassenbrief mit 1.000€ Nennwert und einer exponen-

tiellen Verzinsung von 4% hat nach 8 Jahren Laufzeit einen
Endwert von 1.000€ - 1,048 = 1.368, 57 €. ad

Durch Auflésung der Zinseszinsformel nach einer der Groéfsen
Ko, q bzw. n erhélt man drei weitere Formeln:

Grundaufgaben der Zinseszinsrechnung;:

K,
e Unbekannter Barwert: Ko = —=.

[Kn .
e Unbekannter Zinssatz: ¢ = { 7 i=q— 1.
0
In (Kn/KO)

e Unbekannte Laufzeit: n =
Ing

11

exponentielle
Verzinsung,
Zinseszinsen

Ab- und Auf-

zinsungsfaktor

Grundaufgaben
der Zinseszins-
rechnung



12

f

&FD

Zinsverbot

2 Zinsrechnung

Ubung 2.4

Jemand verspricht IThnen, aus 1.000€ in 3 Jahren 8.000€ zu
machen. Wie hoch ist die exponentielle Verzinsung dieses An-
gebots?

Lésung 2.4

Bei dieser Aufgabenstellung sind Anfangs- und Endkapital so-
wie die Laufzeit gegeben. Der unbekannte Zinssatz ergibt sich
nach der zweiten Grundaufgabe aus

K, ./8000
1= \'K, 1000 V8

zui=q— 1= 1. Der Zinssatz wiirde also 100% betragen. 0O

Stellt man den Kapitalzuwachs aus Ubung 2.4 grafisch dar (sie-
he Abb. 2.3), so erkennt man die exponentielle Zunahme im
Gegensatz zum linearen Anstieg bei einfacher Verzinsung. Dies
erklart die Bezeichnung der Zinseszinsberechnung als exponen-
tielle Verzinsung.

8.000 € ¢

4.000 € 1

2.000 €

o 1 2 3
Abb. 2.3. Exponentielle Verzinsung

2.3 Vorschiissige und nachschiissige Zinsen

Bereits das ,,Alte Testament® kannte ein Zinsverbot. Auch Papst
Innozenz III (1215) hatte im Mittelalter verboten, Zinsen auf
geliehenes Geld zu verlangen. Dies fiihrte zur Entwicklung der
vorschiissigen Verzinsung, bei der die Zinsen bereits im Voraus
vom Darlehensbetrag abgezogen werden. Der Kreditnehmer er-
hdlt nur den um die Zinsen verringerten Betrag ausbezahlt und
zahlt am Ende das volle Darlehen zuriick. Da bet dieser Metho-
de keine unmattelbare Zahlung von Zinsen vom Kreditnehmer
an den Kreditgeber erfolgt, konnte man auf diese Weise das
Zinsverbot umgehen.



2.3 Vorschiissige und nachschiissige Zinsen

In den vorangegangen Abschnitten sind wir stets davon aus-
gegangen, dass die Zinsen am Ende einer Zinsperiode erhoben
werden. Die Zinsen kénnen jedoch auch am Anfang einer Zins-
periode fillig werden. Wir definieren daher:

e Zinsen, die am Ende einer Zinsperiode anfallen und
bzgl. des Anfangskapitals berechnet werden, heifsen
nachschiissige bzw. dekursive Zinsen.

e Zinsen, die am Anfang einer Zinsperiode anfallen und
bzgl. des Endkapitals berechnet werden, nennt man
vorschiissige bzw. antizipative Zinsen.

Der grundlegende Unterschied beider Methoden — abgesehen
vom Zinstermin — ist folgender (siehe auch Abb. 2.4): Bei nach-
schiissigen Zinsen werden die Zinsen bezogen auf das Anfangs-
kapital zum Kapital K, addiert. Bei den vorschiissigen Zinsen
werden hingegen die Zinsen vom Endwert des Kapitals K, er-
mittelt und dann von diesem Endkapital subtrahiert.

Zins bzgl. fallig

nachschissige Zinsen
I 9 -
}|<a Zinsperiode ffe
| | t
K, Ke

falli Zins bzql.
t &9 vorschissige Zinsen NS bzg'4

Abb. 2.4. Nach- und vorschiissige Verzinsung

Zur Herleitung der entsprechenden Formeln muss jetzt noch
unterschieden werden, ob es sich um lineare oder exponentielle
Verzinsung handelt. Den pro Periode anfallenden Zins bezeich-
nen wir dabei mit z und den Zinssatz wieder mit i:

a) Lineare Verzinsung:

Bei einer Laufzeit von einem Jahr ergibt sich bezogen auf das
Endkapital K7 ein Zins von z = K71, der vom Endkapital zu
subtrahieren ist: Ko = K1 — z = K1 — (K14) = Ki(1 —i).
Hat man eine Laufzeit von zwei Jahren, so muss der Zins
z = Kji (jetzt bezogen auf das Endkapital K5) fiir zwei
Jahre vom Endkapital subtrahiert werden. Man erhélt also
Ko = Ks—22z = Ky—2(K1i) = Ko(1—2i). Bei einer Laufzeit
von n Jahren fillt ein Zins z = K, i (bzgl. Endkapital K,)
dann n-mal an und es gilt

Ko=K,—z=K, —n(Kui) = K,(1 —ni).

13
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b) Exponentielle Verzinsung;:
Bei einjéhriger Laufzeit gilt wie bei der linearen Verzinsung
Ko= K, — 2z = K1 — (K31i) = K1(1 — 7). Bei einer Laufzeit
von zwei Jahren ergibt sich bezogen auf das Endkapital K»
fiir die zweite Zinsperiode zunéchst ein Zins zo = Koi. Damit
gilt K1 = Ko—29 = Ky—(Kai) = Ka(1—1i). Jetzt ist der Zins
bzgl. des Endkapitals K der ersten Zinsperiode z; = Kii
von K; zu subtrahieren: Ky = K1 — 23 = Ky — (K14) =
K1(1 —4). Unter Beachtung von K; = K5(1 — ) folgt nun
natiirlich Ko = K2(1 — i) - (1 —14) = Ka(1 —4)?. Wiederholt
man diesen Vorgang n-mal, erhdlt man fiir eine Laufzeit von

n Jahren schlieflich
Ko=K(1—-i)=Ky(1—-i)*=...=K,(1—14".

Wir fassen diese Ergebnisse jetzt zusammen:

Betrégt bei vorschiissigen Zinsen die Laufzeit n Jahre, so
gilt bei

e linearer Verzinsung: Ko = K,,(1 — ni),

e exponentieller Verzinsung: Ko = K, (1 —4)".

Im Finanzsektor wird in der Regel die dekursive (= nachschiis-
sige) Verzinsung benutzt. Die antizipative (= vorschiissige) Ver-
zinsung kommt seltener zum Einsatz, ist aber dennoch nicht zu
vernachléssigen: So wird beispielsweise bei der Verzinsung von
Finanzierungsschéitzen des Bundes oder beim Diskontieren von
Wechseln linear vorschiissig gerechnet. Auferdem bildet die ex-
ponentielle vorschiissige Verzinsung die kalkulatorische Grund-
lage fiir die so genannte degressive Abschreibung.

Beispiel 2.6

Wir stellen ein Beispiel aus der Broschiire ,,Finanzierungsschét-
ze des Bundes“ der Bundesrepublik Deutschland Finanzagen-
tur GmbH vor (Stand: Sept. 2008). Bei Finanzierungsschétzen
zahlt der Anleger einen um die Zinsen verminderten Betrag
und erhélt am Ende der Laufzeit den vollen Nennwert zurtick.
Ein ,Schitzchen mit zweijdhriger Laufzeit im Nennwert von
500 € kostet bei einem Verkaufszinssatz (so wird der einfache,
vorschiissige Zins bezeichnet) von 3, 5% dann 465 €. Dieser Ver-
kaufspreis K berechnet sich folgendermafien:

Ko =K, - (1—2i)
=500€- (1 —2-0,035) = 500 € - 0,93 = 465 €. O



2.3 Vorschiissige und nachschiissige Zinsen

Ubung 2.5

a) Ein einjéhriger Finanzierungsschatz tiber nominal 500 € kos-
tet 480, 10€. Wie lautet der Verkaufszinssatz?

b) Bei der geometrisch degressiven Abschreibung verringert sich
der Abschreibungsbetrag jedes Jahr um den gleichen Pro-
zentsatz vom Betrag des Vorjahres. Bestimmen Sie den Rest-
wert eines Wirtschaftsgutes im Wert von 10.000€ nach 3
Jahren, wenn der Abschreibungssatz 20% betragt.

Loésung 2.5
a) Mit Ky = 480,10€, K; = 500€ folgt aus K;(1 — i) = Ko

. K1 —K, 500€—480,10€
== 0 = 3,98%.

b) Hier miissen wir mit ¢ = 0,2 und K5 = 10.000€ die Formel
flir die vorschiissigen Zinseszinsen anwenden und erhalten
den Restwert Ky zu:

Ko=Ksz-(1—14)%=10.000€-(1-02)*=5120€. O

Abschlieffend wird bei exponentieller Verzinsung untersucht,
welcher nachschiissige Zinssatz ¢4 zum gleichen Endkapital wie
ein vorgegebener vorschiissiger Zinssatz i, filhrt. Man nennt
dann ¢4 den zu i, konformen nachschiissigen Zinssatz. Es sind
lediglich die beiden Formeln K,, = Ky(1 + ig)™ und K, =

1.

ﬁfo)n gleichzusetzen. Man erhilt aus (14 i4)" =

(1—ia)™”

Bei exponentieller Verzinsung ergibt sich der zum vor-
schiissigen Zinssatz i, konforme nachschiissige Zinssatz iq
zu :

p— la

Cl—dg

iq

Es zeigt sich, dass der konforme nachschiissige Zins stets hoher
ist als der zugehorige vorschiissige Zins.

Beispiel 2.7
Der zum vorschiissigen Zins i, = 0,2 aus Ubung 2.5b konforme
nachschiissige Zins ergibt sich zu

i, 0,2
C1—i, 1-0,2

ia =0, 25.

15
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Anders ausgedriickt: Aus einem Kapital von 5.120€ wird bei
25% nachschiissigen Zinsen nach drei Jahren ein Endkapital von
5.120€ -1,25% = 10.000 €. O

Ubung 2.6

a) Ermitteln Sie bei einfacher Verzinsung den zum vorschiissi-
gen Zinssatz i, konformen nachschiissigen Zinssatz ¢4.

b) Welchen konformen nachschiissigen Zinssatz hat der einjéh-
riger Finanzierungsschatz aus Ubung 2.5a?

Lésung 2.6

a) Aus den beiden Formeln K,, = Ko(1+nig) und K,, = 15;)1.&
erhélt man durch Gleichsetzen
1+ nig = 1_1m.a und daraus nig = 1_1m.a —-1=
ergibt sich also

_nia_ Rg
1—nig *

ia

g = —.
1 —ni,

b) Mit i, = 0,0398 und n = 1 ergibt sich

i 0,0398
1— 0,039 = 00410

1: =

T i,
Der Wert von 4, 15% wird von der Finanzagentur des Bundes
im Verkaufsprospekt als Rendite pro Jahr ausgewiesen. U

Ubung 2.6 hat uns das so genannte Konformitditsprinzip noch-
mals verdeutlicht: Unterschiedliche Zinsmodelle mit ihren Zins-
sdtzen sind vom wirtschaftlichen Ergebnis her dquivalent, wenn
sie zum gleichen Jahresszinssatz konform sind. Die abschlie-
fende Ubung hilft Thnen zu iiberpriifen, ob Sie dieses Prinzip
verstanden haben:

Ubung 2.7

Die Finanzagentur gibt fiir den Finanzierungsschatz aus Bei-
spiel 2.6 eine Rendite von 3,70% aus. Wie wir spéter noch
sehen werden, bezieht sich die Rendite immer auf nachschiissi-
ge Zinseszinsen (so genannter Effektivzins). Uberpriifen Sie die
Angabe der Finanzagentur!

Loésung 2.7

Es handelt sich hier um einen einfachen, vorschiissigen Zins
von i, = 3,5% (Verkaufszinssatz). Zu diesem muss nun der
konforme nachschiissige exponentielle Zins iz berechnet werden.
Daher sind die Formeln Ky = Ko(1 +iz)? und Ky = Ko

1-2i4
1

1—-2i,

und

gleichzusetzen. Es ergibt sich (1 +iz)? =
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1 1
iz =1/ 1=y ——— 10,03
'z 1—2i, 1-2-0,035 ’

Man hétte — wie wir spéter sehen werden — auch die Glei-
chung 500€ = 465<€ (1 + iz)? nach iz auflésen konnen. O

Aufgrund des Konformitétsprinzips lassen sich alle Zinsmetho-
den in &quivalente Zinseszinsen iiberfiihren. Im nachfolgenden
Abschnitt werden wir daher nur noch exponentielle Verzinsung
betrachten.

2.4 Unterjahrige und stetige Verzinsung

Bei vielen Kapitalanlagemoglichkeiten (beispielsweise Festgeld-

anlagen und variabel verzinslichen Anleihen) findet die Verzin-

sung nicht jahrlich, sondern in kiirzeren gleichlangen Zinsperi-

oden (z.B. halbjdhrlich, quartalsweise, monatlich, etc.) statt.
Wir definieren daher:

Gibt es pro Jahr m > 1 gleichlange Zinsperioden, so
spricht man von unterjahriger Verzinsung. Bei angegebe-
nen Jahreszinssatz ¢ wird dann pro Zinsperiode der so
genannte Periodenzinssatz i, angewandt:

. 7
bp = —.
o m

Bei m Zinsperioden bzw. Zinsterminen pro Jahr ist pro Zinszah-
lung also der Zinsatz ¢, zu verwenden. Insgesamt ergeben sich
nach n Jahren dann m - n Zinszahlungen. Wir erhalten daher
in Verallgemeinerung der Formel fiir jahrliche Zinseszinsen:

Aus einem Anfangskapital von Ky wird bei unterjéhriger
Verzinsung mit m gleichlangen Zinsperioden nach n Jah-
ren bei einem Jahreszinssatz (p.a.) ¢ ein Endkapital von

anKo-(1+Z) .
m
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Beispiel 2.8
Sie legen bei Ihrer Bank 10.000 € Festgeld fiir 3% p.a. an. Dieses

wird monatlich verzinst. Dann besitzen Sie nach zwei Jahren ein
Endkapital von (Ko = 10.000€, i = 0,03, m = 12 und n = 2):

12-2
Ky = K, (1 + 12—2> = 10.000 €(1+0,0025)* = 10.617,57 €.
O

Um Zinsangebote vergleichbar zu machen, benutzt man in der
Regel Jahreszinssidtze. Wir definieren daher:

Der jahrliche Zinssatz i, fiir den sich bei einmaliger
Verzinsung nach einem Jahr der gleiche Endwert wie bei
unterjahriger Verzinsung ergibt, heifst effektiver Zinssatz
bzw. der zum unterjahrigen Zinssatz i, konforme Jahres-
zinssatz.

Vergleich der Formeln fiir jahrliche Zinseszinsen und unterjéah-
rige Verzinsung liefert:

Bei einem unterjédhrigem Zinssatz von i, ergibt sich der
effektive Zinssatz zu

ioff = (1 +ip)P — 1.

Beispiel 2.9

Wir setzen das Beispiel 2.8 fort und wollen wissen, welchen
Zinssatz wir bei jéhrlicher Verzinsung fiir die Festgeldanlage
bekommen miifsten, um nach 2 Jahren das gleiche Endkapital
zu erhalten. Dazu miissen wir nur den Effektivzins berechnen:

ioff = (140,03/12)"* — 1 ~ 3,041596%. O

Ubung 2.8

Erstellen Sie eine Tabelle mit allgemeinen Aufzinsungsfaktoren
und Faktoren speziell fiir den Zinssatz 4% p.a. fiir die Zinspe-
rioden m =1, 2,4, 12, 360.

Lésung 2.8
Fiir den einjéhrigen Bereich ergeben sich die Aufzinsungsfakto-
ren zu (1 + #)m Die Tabelle hat daher folgendes Aussehen:
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Zinsperioden | Aufzinsungsfaktor Bsp.: Zinsfaktor
allgemein bei i = 0,04
jéhrlich (1419) 1,04 = 1, 04000
halbjahrig (14 %) (1,02)% = 1,04040
vierteljahrig (14 ) (1,01)* ~ 1,04060
monatlich (14 )2 (1,003)'2 ~ 1, 04074
tiglich (14 565)%%°  |(1,0001)%% ~ 1,04081

Man sieht, dass der Zinsfaktor mit zunehmender Periodenan-
zahl gegen einen Grenzwert konvergiert. a

Wie Ubung 2.8 zeigt, ergibt sich fiir den Aufzinsungsfaktor bei
immer kiirzeren Zinsperioden der aus der Analysis bekannte

Grenzwert
i\ .
lim (1 + —) =e".
m— 00 m

Da sich bei einer Laufzeit von n Jahren das Endkapital durch
Multiplikation des Startkapitals mit der n-ten Potenz des obi-
gen Faktors ergibt, erhalten wir (beachte (e?)” = e'):

Bei stetiger Verzinsung mit dem Zinssatz is hat man aus-
gehend von einem Anfangskapital von K nach n Jahren
ein Endkapital von

K, = Koe“".

Fiir den zu i, konformen Zinssatz i bei exponentieller Ver-
zinsung gelten die Zusammenhénge

i=e* —1 und i, =In(1+1).
Den stetigen Zinssatz i, bezeichnet man auch als Zins-
intensitat.

Man kann daher jeden diskreten Zinsvorgang unter Benutzung
des konformen Zinssatzes auch als stetigen Vorgang modellie-
ren und umgekehrt. Solche Ansétze findet man beispielsweise in
einem Spezialgebiet der Finanzmathematik, der Optionspreis-
theorie. Haufiger benutzt man die Formel der stetigen Verzin-

stetige
Verzinsung

konformer
Zinseszins

Zinsintensitat
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sung zur Modellierung natiirlicher Wachstums- und Zerfallspro-
zesse (z.B. radioaktiver Zerfall).

2.5 Gemischte Verzinsung

Oft wird nicht genau zu Beginn einer Zinsperiode auf ein Kon-
to einbezahit (oder davon abgehoben), sondern innerhalb der
Zinsperiode. Banken greifen in diesem Fall auf ,,gemischte Ver-
zinsung® zurick: Sie verzinsen linear fir den Anfangszeitraum
(oder Endzeitraum) und mit Zinseszins wihrend der Zinsperi-
ode.

Angenommen, ein Anfangskapital wird nicht fiir genau n
Jahre festgelegt. Der Anlagetag falle auf einen beliebigen Tag
des Jahres vor Beginn der n Jahre, so dass das Kapital zundchst
fiir einen Anfangszeitraum von ¢; Tagen festliegt. Nach Ablauf
der n Jahre werde das Kapital nicht sofort ausbezahlt, sondern
erst nach einem Endzeitraum von ¢t Tagen (s. Abb. 2.5).

Anlagetag Auszahlungstag
Jahreswechsel Jahreswechsel
| Y |
1 7 [ |
Anfangszeitraum n Jahre Endzeitraum
t1 Tage to Tage

Anlagezeitraum

Abb. 2.5. Anlagezeitraum bei gemischter Verzinsung

In diesem Fall ist die so genannte gemischte Verzinsung iiblich:

e Wihrend der unterjahrigen Zeitintervalle (Anfangszeitraum
von t; Tagen, Endzeitraum von ¢ Tagen) wird das Kapital
mit einfachen Zinsen verzinst.

e Uber die n Jahre wird die Zinseszinsformel angewandt.

Unter Benutzung der bekannten Formeln fiir einfache Verzin-
sung und fiir exponentielle Verzinsung erhalten wir:
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. tl . . t2
K=Kp- 1+i— : 1 " . 1+i—
0 ( “360) a+i ( “360)
R Zinseszins A
lineare  Ver- .. lineare Verzin-
. . fiir n Jahre B
zinsung  flr sung fiir den
den Anfangs- Endzeitraum

zeitraum

‘Wir notieren:

Bei der so genannten gemischten Verzinsung wird ein An-
fangskapital Ky zu einem Zinssatz i iiber einen Anfangs-
zeitraum von ¢; Tagen und einen Endzeitraum von to Ta-
gen einfach verzinst, {iber einen Zeitraum von n Jahren
exponentiell. Wir legen die 30/360 Zinsusance zugrunde.
Es ergibt sich ein Endkapital von

_ b - Lo
K =K, (1+Z360> (1+74) (1—1—1360).

Die Berechnung einfacher Zinsen in den unterjihrigen Antei-
len am Anlagezeitraum begiinstigt dabei sogar (geringfiigig)
den Anleger. Das liegt daran, dass bei linearer Verzinsung iiber
einen Zeitraum kleiner als ein Jahr stets ein hoherer Wert erzielt
wird als bei exponentieller Verzinsung, danach ist es selbstver-
stdndlich umgekehrt (s. Abb. 2.6).

K exponentielle
Verzinsung

lineare
Verzinsung

f f f t
1 Jahr

Abb. 2.6. Vergleich lineare und exponentielle Verzinsung

Beispiel 2.10

Sie legen am 1.10.2011 bei Threr Bank 10.000 € auf einem Spar-
buch fiir 1,5% an. Am 1.3.2016 wird das Sparbuch aufgelost.
Dann berechnet sich der Auszahlungsbetrag wie folgt: Der An-
fangszeitraum im Jahr 2011 betréigt ¢; = 90 Tage (3 Monate).

gemischte
Verzinsung

21
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Danach liegt das Kapital fiir n = 4 Jahre fest (von 2012 bis
2015). Im Jahr 2016 miissen schlieflich noch t2 = 60 Tage (2
Monate) Zinsen bezahlt werden.

90 60
K =10.000 €- (1 +0, 015—) -(140,015)* (1 +0, 015—)

360 360
Sie erhalten somit 10.680, 07 € ausbezahlt. a
Ubung 2.9

Ein Geldbetrag wurde vom 1.7.2006 bis zum 1.4.2013 zu 5%
festgelegt. Ausbezahlt werden 4.172,30€. Wie hoch war der
festgelegte Betrag?

Loésung 2.9
Mit der Formel fiir gemischte Verzinsung erhélt man:
180 90
4.172 =Ko-(1 — ] .11 — .
72,30 € 0 < +O,O5360> (140,05) < +O,05360)

Durch Auflésen nach Ky ergibt sich ein Anfangskapital von
Ko =3.000€. O



2.6 Zusammenfassung: Zinsrechnung 23

2.6 Zusammenfassung: Zinsrechnung

Wichtige Begriffe aus der Zinsrechnung:

Kapital K, Zins z, Zinstermin, Zinsperiode, Zinsfufs p, Zinsrate i, Zinssatz,
Zinsfaktor g, Laufzeit n, Zins p.a., Anfangskapital (Barwert) K, Endkapital
(Endwert) K,

Beispiel:

Anfangskapital Ko = 1.000 €
Zinsfufs p=>5

Zinsrate 1=0,06=5%
Zinsfaktor g=1+i=1,05
Laufzeit n = 2 Jahre

Zins pro Jahr z = Ky -i =50 bei linearer Verzinsung
Endkapital Ky =1.100 € bei linearer Verzinsung

Lineare Verzinsung (auch: einfache Verzinsung):

Formel: K,=Ky-(1+n-1)

Beispiel: Bundesschatzbrief Typ A, Sparbrief, Pfandbrief,
wenn Laufzeit < 1 Jahr

Zinstagequotient: t = %ﬁg&, dann K; = Ko - (1+t-1)

Zinsusancen:
(verschiedene Berechnungsmethoden fiir Zinstage und Basistage)

sactual /actual”

sactual /360 (internationale Zinsusance)

Standardisierte Zinsusance (365 Tage, 12 gleichlange Monate)
,30/360“-Methode

hier kaufménnische Zinsformel z = (%) / (%) (d: Anzahl der Zinstage)

zur Verzinsung bei Girokonten

(Beachte: Zahlung der Tage beginnt mit Valutastellung und endet mit Tag vor
Zinszahlung)
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Exponentielle Verzinsung (auch: Zinseszinsen):
Formel: K, =Ky-(1+19)"=Kp-q"

dabei:  Aufzinsungsfaktor ¢"
analog: Abzinsungs- oder Diskontierungsfaktor v™ = qin
Beispiel: ist iibliche Verzinsung

Vorschiissige und nachschiissige Verzinsung:

e vorschiissige bzw. antizipative Zinsen fallen am Anfang einer Zinsperiode an

e nachschiissige bzw. dekursive Zinsen fallen am Ende einer Zinsperiode an
(ist {iblich)

vorschiissige Zinsen:

bei linearer Verzinsung: Ko = K, - (1 —n-1)

bei exponentieller Verzinsung: Ko = K,, - (1 — )"

Konforme Verzinsung:
vorschiissiger (antizipativer) Zinssatz i, entspricht einem nachschiissigen
(dekursiven) Zinssatz iy (und umgekehrt)

bei linearer Verzinsung: ig = ;"¢
a
g

bei exponentieller Verzinsung: ig = 17
a

Unterjahrige Verzinsung;:
pro Jahr: m > 1 Zinsperioden

Periodenzinssatz: ¢, = +
m

entspricht effektivem Zinssatz i.yy mit

m

i\™" . . )
1+ E = 1—|—Z€ff bzw. leff = 1+ E -1
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Stetige Verzinsung:
Sonderfall der unterjahrigen Verzinsung mit Zinseszinsen, Zinssatz i
Anzahl der Zinsperioden m gegen Unendlich

s\ ;
lim (1 + —S) =e',
m—oo m

also
K, =Kg- e "

Gemischte Verzinsung:
Anfangskapital Ky, Zinssatz i, ,,30,/360“-Zinsusance
Verzinsungszeitraum:

e Anfangszeitraum von t; Tagen, Endzeitraum von ¢, Tagen, dabei lineare
Verzinsung
e Zeitraum von n Jahren, dabei exponentielle Verzinsung

1 . )
K=FKo-(14i—2) .-+ (14+i-2
0 ( +Z360) (1+14) <+Z360)

2.7 Summary: Calculation of interest

Definitions:

Kapital capital

Anfangskapital initial capital, beginning amount
Barwert present value

Endkapital final capital, ending amount
Endwert future value

Zins interest

Zinsrate rate of interest in percentage
Zinsfufl interest rate

Anzahl der Zinsperioden, Laufzeit number of interest periods
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Definitions:
Einfache Verzinsung
Exponentielle Verzinsung

Vorschiissige Verzinsung
Nachschiissige Verzinsung

simple interest
compound interest

Abzinsung discounting

Aufzinsung compounding

Zinsusancen day count conventions, day count bases
Schaltjahr leap-year

Stiickzinsen accrued interest

interest in advance
interest in arrears

Definitions:
Unterjéhrige Verzinsung

Periodenzinssatz
Effektiver Zinssatz

Stetige Verzinsung
Gemischte Verzinsung

non-annual interest

non-annual interest rate, periodic rate
effective annual interest rate,

effective per annum interest rate,
effective interest rate p.a.

continuous interest
mixed interest

Simple interest:

Compound interest:

Kn,=Ko-(1+n-i)

Discounting, compounding:

investment into its equivalent present value

Ko - (simple interest) or Ko=

- 14+n-2

(1+1d)»

discount interest factors are multipliers that translate the future value of an

“— (compound interest)
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Interest in advance, interest in arrears:

e interest is calculated at the beginning of the interest period, i.e. in advance
e interest is calculated at the end of the interest period, i.e. in arrears, most
common

Non-annual interest (for periods of less than a year):
m > 1: number of periods within a year, frequency
non-annual interest rate, periodic rate: i, = -~

Kn_K0~<1+Z>
m

examples: semi-annual interest m = 2
quarterly interest m =4
monthly interest m =12
daily interest m = 365

effective annual interest rate i.sy with

1 — =1 'e 'e ={1 — -1
o) oo (o0

Continuous interest:

special case of non-annual compound interest, interest rate i
number of interest periods m to infinity: lim,, (1 + %)m = gls
therefore

K,=Ky-e""

Mixed interest:

initial capital Ky, interest rate in percentage i, ,,30/360"-day count-convention
e t; days at the beginning, ¢ days at the end, simple interest

e 1 years, compound interest

1 . )
K=Ky (1+i ).+ (14+i 2
0 ( +Z360) (1+14) <+Z360)
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2.8 Ubungsaufgaben

Einfache und exponentielle Verzinsung

1.) Berechnen Sie fiir ein Anfangskapital von 10.000 € bei einem Zinssatz von 5,5%
das Endkapital nach 2, 5, 10 oder 100 Jahren bei a) einfacher Verzinsung, b)
exponentieller Verzinsung.

2.) Berechnen Sie fiir ein Anfangskapital bei einem Zinssatz von 5,5%, wann es sich
verdoppelt hat unter a) einfacher Verzinsung, b) exponentieller Verzinsung.

Zinsusancen

1.) Ein Betrag von 1.000 € wird zu 5% p.a. vom 1.1.2016 bis zum 5.3.2016 verzinst.
(Beachte: 2016 ist ein Schaltjahr!) Berechnen Sie den Zins unter Beriicksichti-
gung der Zinsusance a) ,actual/actual®, b) ,actual/360% c) ,,30/360%.

2.) Sie kaufen am 7.12.2014 (Valuta) einen Bundesschatzbrief mit Zinslauf ab
1.11.2014 und 0,5% Zins fiir das erste Jahr. Wie viele Stiickzinsen sind bei
einem Nennwert von 5.000 € zu zahlen (Zinsusance: ,actual/actual®)?

Exponentielle Verzinsung

1.) Wie lange dauert es (Zinseszinsrechnung), bis sich ein Anfangskapital verdop-
pelt a) bei 1%, b) bei 2%, c¢) bei 5%, d) bei 10% Verzinsung?

2.) Wieviel Kapital miissen Sie heute anlegen, um in 5 Jahren bei 2,5% exponen-
tieller Verzinsung 10.000 € zur Verfiigung zu haben?

3.) Sie legen heute 5.000 € zu 3% p.a. an. Wie viele Jahre miissen Sie warten, bis
Sie 7.000€ besitzen?

4.) Sie mochten Ihr Geld so anlegen, dass in 10 Jahren aus 10.000€ schlieflich
15.000 € geworden sind. Welchen jahrlichen Zinssatz muss Thnen die Bank
bieten?

5.) Eine Bank lockt mit dem Angebot: Wir verdoppeln Ihr Kapital in 20 Jahren.
a) Welche Verzinsung bietet die Bank? b) Nach wie vielen Jahren hat sich Thr
Kapital verdreifacht?

Vorschiissige und nachschiissige Verzinsung

1.) Wie viel bezahlen Sie fiir einen zweijahrigen Finanzierungsschatz bei einem
Nennwert von 1.000 € und einem Verkaufszinssatz (d.h. einfacher vorschiissiger
Zins) von 3% 7

2.) Beim Diskontieren von Wechseln wird die einfache vorschiissige Verzinsung
benutzt. Sie reichen bei Threr Bank einen Wechsel in Héhe von 3.000 € genau
20 Tage vor Filligkeit ein. Welchen Betrag erhalten Sie bei einem Zins von 5%
p.a. (Zinsusance actual/360%)?
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3.) Wir vergleichen vorschiissige und nachschiissige Verzinsung:

a) Bei einer Geldanlage (Zinsperiode von 3 Jahren, Endkapital von 10.000 €,
exponentielle Verzinsung mit 3,5%) ist das Anfangskapital bei vorschiissiger
Verzinsung zu berechnen.

b) Nun soll das Anfangskapital aus Teil a) fiir 3 Jahre mit 3,5% p.a. (nach-
schiissig) verzinst werden. Wie groft wére in diesem Fall das Endkapital?

¢) Offenbar erhilt man in b) einen kleineren Betrag als 10.000€. Wie hoch
miifste das Anfangskapital aus a) verzinst werden (so genannter konformer
Zinssatz), um nach 3 Jahren ein Endkapital von 10.000€ zu erhalten?

4.) Sie haben einen neuen Rechner im Wert von 5.000€ fiir Ihre kleine Firma
angeschafft. Den Wertverlust des Rechners schreiben Sie geometrisch degressiv
ab (d.h. vorschiissige exponentielle Verzinsung). Welchen Wert hat Thr Rechner
nach 3 Jahren, wenn Sie jahrlich 25% abschreiben?

Unterjahrige und stetige Verzinsung

1.) Ein Betrag von 1.000€ wird zu 4% p.a. fiir 1 Jahr angelegt. Berechnen Sie
den Endbetrag bei a) jahrlicher, b) halbjéhrlicher, ¢) quartalsméfiger, d) mo-
natlicher und bei e) téglicher Verzinsung.

2.) Gegeben sei ein Zinssatz von 5% p.a. Berechnen Sie den effektiven Jahreszins
bei halbjahriger, quartalsméafiger, monatlicher und bei stetiger Verzinsung.

3.) Gegeben sei ein Startkapital von 200€. a) Welches Endkapital hat man bei
stetiger Verzinsung mit 3% nach 2 Jahren? b) Wie hoch miifste der Zins bei
exponentieller Verzinsung sein, um den gleichen Zinsbetrag zu bekommen wie
bei stetiger Verzinsung mit 3%?

4.) Ein Betrag von 10.000€ wird zu einem Zinssatz von 5% p.a. fiir 6 Monate fest-
gelegt. Berechnen Sie das Endkapital bei a) einfacher Verzinsung, b) Zinses-
zinsrechnung bei monatlicher Verzinsung, c¢) Zinseszinsrechnung bei jahrlicher
Verzinsung.

Gemischte Verzinsung

1.) Ein Betrag von 2.000€ wird fiir 2 Jahre und 3 Monate zu 5% p.a. angelegt.
Wie hoch ist der Endbetrag bei gemischter Verzinsung?

2.) Ein Betrag von 10.000€ wird vom 24.12.2013 bis zum 5.2.2019 zu 6% p.a.
angelegt. Wie hoch ist der Endbetrag bei gemischter Verzinsung (,,30/360%
Zinsusance)?

3.) Ein Betrag von 10.000 € wird zu 6% p.a. fiir 4 Jahre und 3 Monate angelegt.
Berechnen Sie das Endkapital bei a) gemischter Verzinsung, b) monatlicher
Verzinsung.
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2.9 Losungen

Einfache und exponentielle Verzinsung

1.) Bei einem Anfangskapital von 10.000€ und einem Zinssatz von 5,5% ergibt
sich nach 2, 5, 10 oder 100 Jahren folgendes Endkapital
a) bei einfacher Verzinsung:

Ky =10.000 € -
Ks =10.000 € -
Kip =10.000 € -
K00 = 10.000 € -

1+2-0,055) = 11.100,00 €,
1+5-0,055) = 12.750,00 €,
1+10-0,055) = 15.500,00 €,
1+ 100-0,055) = 65.000,00 €,

P

b) bei exponentieller Verzinsung;:

Ky =10.000€-(1+0,055)2 = 11.130,25€,
Ks =10.000€-(1+0,055° = 13.069,60<€,
Kio = 10.000€- (1+0,055)10 = 17.081,44 €,
K100 = 10.000 € - (1 4 0,055)100 = 2.114.686, 36 €.

2.) Ein Anfangskapital hat sich bei einem Zinssatz von 5,5% verdoppelt
a) bei einfacher Verzinsung nach mehr als 18 Jahren:

2=14+n-0,055
1=n-0,055
nzﬁzl&lé%

b) bei exponentieller Verzinsung nach weniger als 13 Jahren:

K,=2-Ky=Ky-(1+0,055)"
2 =(140,055)" = 1,055
In2 =n-In1,055

_ In2 ~
n = gyoss ~ 12,95

Zinsusancen

1.) Der Zins berechnet sich je nach Zinsusance zu

a) 1.000 € - 0,05 - (31 + 29 + 5)/366 = 8,88 €,
b) 1.000 € - 0,05 - (31 + 29 + 5)/360 = 9,03 €,
¢) 1.000 € - 0,05 - (30 + 30 + 5)/360 = 9,03 €.

2.) Die Stiickzinsen berechnen sich zu

K0~i.t:5.000€~0,005.% —2,47€.
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Man beachte, dass ab dem Tag der Valutastellung die Zinsen dem Ké&ufer
zustehen (siehe Beispiel 2.3, Seite 7).

Exponentielle Verzinsung

1.) Die Verdoppelung eines Anfangskapitals (Zinseszinsrechnung) bei einem Zins-
satz von ¢ berechnet sich zu

Kn:2-K0:K0-(1+i)n

2 = (1+1)"
In2
"= I+

a) Bei einem Zinssatz von ¢ = 0,01 : n ~ 69, 66 Jahre.
b) Bei einem Zinssatz von ¢ = 0,02 : n = 35,00 Jahre.
¢) Bei einem Zinssatz von ¢ = 0,05 : n ~ 14,21 Jahre.
d) Bei einem Zinssatz von ¢ = 0,10 : n &~ 7,27 Jahre.

2.) Wegen 10.000 € = K - 1,025° gilt

10.000 €

K:
07 71,0250

= 8.838,54 €.

3.) Wegen 7.000 € = 5.000 € - 1,03™ ist

~ In(7.000 €/5.000 €)
"= In(1,03)

~ 11, 38.

4.) Wegen 15.000 € = 10.000 € - (1 + )9 ist

- ./15.000€
= W2E 4 0,0413797.
! 10.000 € ’

Der gesuchte Zinssatz betragt also i=4,14%.

5.) a) Wegen 2 - Ko = Ka9 = Kq - (1 +i)?° miifite IThnen die Bank einen Zinssatz
voni= %/2—1~0,035264 bieten.
b) Wegen K,, = 3- Ky = Ky-1,035264" ist n = ml}é‘% ~ 31,7. Also dauert
es fast 32 Jahre bis sich das Anfangskapital verdreifacht hat.

Vorschiissige und nachschiissige Verzinsung

1.) Bei zweijéhriger Laufzeit und einfachem vorschiissigen Zins ergibt sich:
Ky=Ks-(1-2-9)=1.000€-(1—-2-0,03) =940 €.

2.) Bei einfacher vorschiissiger Verzinsung berechnet sich der Barwert zu
Ko=K, - (1—-n-1i)

=3.000€- (1 - 2% -0,05)
=2.991,67 €.
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3.) a) Ko = Ks-(1—14)®>=10.000€ - (1 —0,035) = 8.986,32 €
b) K3 = Ko - (1 +14)® =8.986,32€ - (1 +0,035)% = 9.963,29 €
c¢) Wegen 10.000 € = 8.986,32 € - (1 + igons)> ist

[ 10.000 €
ikonf = \| == — 1~ 0,03627.
Uonf 8.986,32 €

Man kann hier auch die Formel ig = 17¢ = % =~ 0,03627 verwenden.

4.) Thr Rechner hat nach 3 Jahren noch einen Wert von

5.000€ - (1 —0,25)% = 2.109, 38 €.

Unterjahrige und stetige Verzinsung

1.) Bei a) jahrlicher, b) halbjahrlicher, ¢) quartalsméfiger, d) monatlicher und bei
e) téglicher Verzinsung ergibt sich folgender Endbetrag:

a) 1.000 € - 1,04 = 1.040,00 €,
b) 1.000€ - (1+0,04-2)2  =1.040,40 €,
¢) 1.000 € - (140,04 - %)4 = 1.040, 60 €,
d) 1.000 € - (140,04 - ﬁ)u = 1.040,74 €,
¢) 1.000 € - (140,04 - ;)35 = 1.040,81 €.

2.) Wegen

. i\"
leff = (1+ E) -1

folgt bei halbjidhriger Verzinsung mit m = 2:

0,05 >
iops = <1+ 2) — 1 ~0,050625,

bei quartalsméfiger Verzinsung mit m = 4:
0,05\ "
leff = (1 + ’4) —120,0509453,

bei monatlicher Verzinsung mit m = 12:

12
0,05
boff = (1+ T ) —1~0,0511619

und bei stetiger Verzinsung:

iepp = %% —1~0,0512711.
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3.) a) Wegen K,, = Kg - e ™ ist Ky =200 € - %032 = 212,37 €.
b) Wegen i = e’ — 1 ist i = %03 — 1 =~ 0,03045.

4.) Das gesuchte Endkapital berechnet sich zu

a) K = 10.000€ - (1+ & -0,05) = 10.250, 00 €,
b) K = 10.000 € - (1 + %05)122 = 10.252,62 €,
¢) K =10.000 €- (140,05)/2 =10.246,95 €.

Gemischte Verzinsung

1.) Bei der gemischten Verzinsung ergibt sich fiir den Endbetrag
3
2.000€-1,05%- (1 +0,05 - 12) = 2.232, 56 €.
2.) Bei der gemischten Verzinsung erhdlt man den Endbetrag

8 s 35
10.000 € - (1 40,06 - %) - 1,06 - <1+0,06- %> = 13.478,27 €.

3.) Fiir das Endkapital ergibt sich

a) bei gemischter Verzinsung;:
10.000 € - 1,06* - (1+ 0,06 - 3) = 12.814,14 €,
b) bei monatlicher Verzinsung:

10.000 € - (1+0,06- &)™ = 12.896,42 €.

2.10 Klausur

Aufgabe 1: (4 Punkte)

Sie legen ein Kapital zu 4,5% p.a. an. Wann hat es sich verdreifacht
a) bei linearer Verzinsung?

b) bei exponentieller Verzinsung?

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Fiir den Zeitraum von n Jahren bis zur Verdoppelung eines Kapitals bei expo-
nentieller Verzinsung mit dem Zinsfuf p gibt es die Ndherungsformel
0
.

n

Leiten Sie diese Néherungsformel her! (Hinweis: In(1 + x) & « fiir kleine x)
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Aufgabe 3: (3 Punkte)

Was ist giinstiger fiir den Anleger? (Begriindung!)
a) exponentielle Verzinsung,

b) lineare Verzinsung,

¢) kommt darauf an.

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Sie legen 1.000€ bei einer Verzinsung von 2,25% p.a. an. Anlagezeitraum ist
vom 30.1.2014 (Valutastellung) bis zum 8.3.2014. Das Endkapital K berechnet
sich dann nach der Formel

K =1.000 €-(1+1t-0,0225).

Der Faktor ¢ hingt dabei von der verwendeten Zinsusance ab.

Geben Sie die Faktoren ¢ als Bruch (Zahler durch Nenner) an bei den folgenden
Zinsusancen: ,,30/360% actual/360“, ,actual/365“ ,actual/actual”. (Zur Erin-
nerung: Der Januar 2014 hat 31 Tage, der Februar 28 Tage. Der Verzinsungs-
zeitraum endet mit dem Tag vor der Zinszahlung.)

Aufgabe 5: (3 Punkte)

Ein Sparer hat zwei Angebote

a) jahrliche Verzinsung mit 6% p.a.,

b) quartalsméfige Verzinsung mit 5,9% p.a.
Rechnen Sie im Fall b) den effektiven Jahreszins aus.
Was ist also glinstiger fiir den Sparer?

Aufgabe 6: (3 Punkte)

Das folgende Diagramm veranschaulicht drei verschiedene Vermogensentwick-
lungen beim gleichen Zinssatz. Es handelt sich um

a) jéhrliche Verzinsung,

b) stetige Verzinsung,

¢) halbjahrige Verzinsung.

Ordnen Sie dem Diagramm die Verzinsungsarten a), b) und c) zu.

Zeit/Jahre
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Aufgabe 7: (4 Punkte)

Auf welchen Betrag wichst ein Kapital von 4.000 € bei vorschiissigen jéhrlichen
Zinseszinsen von 3,5% in 2 Jahren an?

Welchem konformen nachschiissigen Zinssatz entspricht dies?

Aufgabe 8: (3 Punkte)

Sie legen 4.000€ Mitte des Jahres bei kalenderjihrlicher Verzinsung von 3%
p.a. an. (Kalenderjihrlich bedeutet, dass der Zins immer am Jahresende gezahlt
wird.)

Wie hoch ist das Endkapital nach 7 Jahren? (Gemischte Verzinsung!)

Aufgabe 9: 4 Punkte

Ein Kapital von 15.000€ wird 3 Jahre lang mit 4,5%, danach 1 Jahr lang mit
5%, anschliefend 2 Jahre lang mit 6% verzinst.

Wie hoch ist das Endkapital nach 6 Jahren?

Zu welchem durchschnittlichen Zinssatz ist das Kapital angelegt?

2.11 Losungen zur Klausur

Aufgabe 1: (4 Punkte)

a) Bei linearer Verzinsung hat sich das Kapital verdreifacht nach 44,44 Jahren.

3-1
:1 . 4 =
3=1+4+n-0,05 = n I

~ 44,44

b) Bei exponentieller Verzinsung hat sich das Kapital verdreifacht nach 24,96

Jahren.
In3

3=1,045" = "= nT0E

~ 24,96

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Fiir die Verdoppelung eines Kapitals ergibt sich:

In2 0,693 70

2 = (1+ p/100)" - ~ ~
(L+p/100)" = n= {050y ™~ 57100~ p
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Aufgabe 3: (3 Punkte)
Es kommt darauf an: Fiir Laufzeiten kleiner 1 Jahr ist lineare Verzinsung giins-
tiger, fiir Laufzeiten grofer 1 Jahr ist exponentielle Verzinsung giinstiger.

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Zinsusance ,,30/360% t = 243047 _ 39

360 360

: . _ 242847 _ 37
Zinsusance ,actual /360 ¢ = St = =
g . . _ 242847 _ 37
Zinsusance ,actual /365t = St = &

Zinsusance ,actual/actual®: t = % = 37

~ 365

Aufgabe 5: (3 Punkte)
Der effektive Jahreszins im Fall b) betrigt 6,03%.

i \? 0,059\ "
z'effz(1+%> —1:(1+ - ) ~1~6,03%

Giinstiger fiir den Sparer ist somit Alternative b).

Aufgabe 6: (3 Punkte)

e 2] g

Zeit/Jahre
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Aufgabe 7: (4 Punkte)
Das Endkapital betragt 4.295,42 €.

Ko 4000 €
Ky = — ~ 4.295,42 €
>T (I—iy)™  (1-0,035)2 ’

Der dquivalente konforme nachschiissige Zinssatz betragt ca. 3,63%.

_iq 0,035
T 1—-i, 1-0,035

ig ~ 3,62694%

Aufgabe 8: (3 Punkte)
Das Endkapital betragt 4.920,57 €.

0,03

4000 €- (1 + ) -1,036. (1 + 0’203) = 4000 €-1,015%-1, 035 ~ 4920,57 €

Aufgabe 9: (4 Punkte)
Das Endkapital betrigt 20.194, 88 €.

15.000 € - 1,045% - 1,05 - 1,06% ~ 20.194, 88 €

Der durchschnittliche Zinssatz betragt ca. 5,08%.

. Ko .[20.194,88 €
=028 1= {0 E 1 2 0,0508119
! Ko 15.000 € ’

bzw. mit dem geometrischen Mittel berechnet

i = V1’0453 -1,05-1,062 — 1 ~ 5,08119%
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