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Ein allgegenwirtiges Beispiel fiir Krifte ist die Schwerkraft: Sie wirkt auf den vom Baum fallenden Apfel
genauso wie auf den Fallschirmspringer, der in der Abbildung dargestellt wird. Bei alleiniger Wirkung der
Schwerkraft wiirde er eine immer grofere Geschwindigkeit erhalten und hitte beim Aufprall auf den Erdbo-
den kaum eine Uberlebenschance. Der Bewegung wirkt jedoch eine zweite Kraft, der Luftwiderstand, entgegen.
AD einer bestimmten Geschwindigkeit heben sich beide Krifte auf, so dass die Geschwindigkeit nicht weiter
ansteigt. Der Fallschirmspringer kann sicher auf der Erde landen.

Krifte treten also bei ruhenden und bewegten Korpern auf und kénnen verschiedene Ursachen haben. Weitere
Kriftearten sind die Damptkraft, die magnetische Kraft, die elektrische Kraft oder die Federkraft. Um diese
verschiedenartigen Krifte vergleichen zu konnen, ist eine allgemeingiiltige Definition der Kraft erforderlich, die
auf Newton zuriickgeht.
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Grundbegriffe

In diesem Kapitel wird zunéchst die Kraft auf der Grundlage einer ,,Erkldrung” von New-
ton definiert. Weitere Themen sind Fldchen- und Volumenkrdfte, die Lastermittlung durch
ldealisierung von Krdften, das Schnittprinzip, der Starrkorper, der Freiheitsgrad eines Starr-
korpers sowie verschiedene Lagerarten.

2.1 Die Newtonsche Kraft
2.1.1 Der Betrag einer Kraft

Im Alltag, im Berufsleben und im Sport haben wir es hdufig mit physikalischen Gréen zu
tun, die man direkt beobachten oder messen kann. Drei bekannte Beispiele sind die Zeit, die
Linge und die Masse, deren internationale SI-Einheiten in Anhang A erldutert werden. Mit
dem Begriff Kraft verbindet man hiufig die Gewichtskraft, die, wie im Physikunterricht in der
Schule, mit einem Kraftmesser ermittelt wird. In der Technik treten weitere Kriftearten wie
Magnetkraft, elektrische Kraft oder Federkraft auf, so dass eine allgemeingiiltige Definition
erforderlich wird. Diese geht auf Sir Isaac Newton zuriick, die er in seinem Buch Principia
wie folgt einfiihrt, siehe z.B. [18], S. 638:

»Erklarung

EINE ANGEBRACHTE KRAFT IST DAS GEGEN
EINEN KORPER AUSGEUBTE BESTREBEN, SEINEN
ZUSTAND ZU ANDERN, ENTWEDER DEN DER
RUHE ODER DER GLEICHFORMIGEN BEWE-

GUNG.” Sir Isaac Newton
(1642-1727)

2.1)

Die Anderung des Bewegungszustandes
bezieht sich sowohl auf die Beschleuni-
gung als auch auf die Verzdgerung. In

Abb. 2.1 beschleunigt cine Antriebskraft "o " Q
den PKW. Bei alleiniger Wirkung dieser = @ \v
Kraft wiirde die Geschwindigkeit iiber - .—. &t
alle Grenzen ansteigen. Dieses verhin- Antriebskraft

dert die entgegengesetz gerichtete Wind-

. ; . Abb. 2.1. Antriebskraft und Windkraft beim fahrenden PKW
kraft, die den PKW somit verzdgert.
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Man kann eine Kraft also nicht direkt beobachten, sondern nur aus deren Wirkung auf
den Bewegungszustand des Korpers auf ihre Existenz schlieBen. Auf der Grundlage der
,.Erklarung” (2.1) formuliert Newton in der Principia sein zweites Axiom, woraus fiir eine
zeitlich konstante Masse folgende Definition abgeleitet wird, siehe z.B. [15, 23, 38]):

Definition Betrag einer Kraft (2.2)
Kraft = Masse x Beschleunigung oder F = m - a.

Bemerkungen 2.1

1. In der Definition (2.2) ist m die Masse auf welche die Beschleunigung a einwirkt. Das
Symbol F' (engl. force) kennzeichnet die Kraft. Im Folgenden werden wir fiir die Kraft
auch andere nichtfette lateinische Buchstaben wie z.B. G oder H verwenden.

2. Mit den Einheiten kg fiir die Masse m eines Korpers und m/s? fiir die Beschleunigung a
erhilt man die Einheit Newton mit dem Zeichen ,,N” einer Kraft F', vgl. Anhang A:

[F]:lNzlkg-lgzlkizm. (2.3)
Somit ist das Newton N eine aus den SI-Einheiten s, m und kg abgeleitete Einheit, und

es gilt: I N ist die Kraft, die der Masse 1 kg die Beschleunigung 1 m/s? erteilt.
3. Friiher benutzte man das Pond als Einheit einer Kraft. Das Tausendfache davon, das Kilo-
pond, entsprach dem Normgewicht der Masse 1 Kilogramm, die in Anhang A definiert
ist. Diese Festlegung orientiert sich lediglich an dem Gewicht eines Korpers, jedoch nicht

wie in der ,,Erklidrung” (2.1) von Newton an der Anderung des Bewegungszustandes” .

» Beispiel 2.1 Gewichtskrdfte von zwei Kugeln

Zwei Kugeln mit den Massen m; und my befinden sich im
freien Fall. Die Erdbeschleunigung ist g. Wie grof3 sind die
Gewichtskrifte, die auf die Kugeln wirken.

Bekannt: g = 9,81 m/s?, m; = 1 kg, mo = 5 kg.

Voriiberlegungen: Die Beschleunigung in der Néhe der
Erdoberfldche ist unabhingig von den Massen und hat den
(nahezu) konstanten Wert g. Fiir beide Massen konnen die
Gewichtskrifte daher mit G1.(2.2) berechnet werden.

Losung: Mit den gegebenen Zahlwerten folgt aus GI1.(2.2)
fiir beide Massen

Gi=mig=1-9,81kgm/s> =98N ~10N
G =mog=5-9,81 kgm/s2 =49,05 N =~ 50 N. Abb.2.2. Zwei Kugeln im freien Fall

Bemerkung: Im Jahre 1638 hat Galileo Galilei (1564-1642) erkannt, dass alle Koper bei Vernachlédssigung des
Luftwiderstandes mit der gleichen Beschleunigung, der Erdbeschleunigung, fallen. Damit hat er wesentlich zur
Abkehr von der fast 2000 Jahre giiltigen Lehre von Aristoteles beigetragen, nach der schwere Massen schneller
als leichte Massen fallen. Ob Galilei die Fallversuche vom schiefen Turm von Pisa, wie in Abb. 2.2 dargestellt,

tatsdchlich durchgefiihrt hat, ist angesichts der Bedeutung seiner Erkenntnis eher nebenséchlich. «
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2.1.2 Der Kraftvektor

Die Erfahrung zeigt, dass Definition (2.2) zur vollstdndigen Beschreibung der Wirkung einer
Kraft nicht ausreicht. Dies erkennen wir an den verschiedenen Kraftwirkungen auf das Buch
in Abb. 2.3, die der Leser mit Hilfe eines Stiftes selbst nachvollziehen moge. Eine senkrecht
gerichtete Kraft hat keine Bewegung zur Folge. Greift die Kraft mit gleichem Betrag im
gleichen Punkt in Richtung der Diagonalen oder einer Randparallelen an, so ergeben sich
jeweils Bewegungen, die sogar unterschiedlich sind. Wie die vierte Darstellung verdeutlicht,
hat auch der Angriffspunkt einen Einfluss auf die Bewegung.

Abb. 2.3. Verschiedene Angriffspunkte und Richtungen einer Kraft an einem Buch

Diese einfachen Experimente erfordern eine Erweiterung von Definition (2.2):

Definition Kraftvektor

Die Einzelkraft ist ein punktgebundener Vektor. Ihre Bestimmungsstiicke sind
1. der Angriffspunkt am Korper
2. die Richtung
3. der Betrag (die GroBe).

2.4)

Bemerkungen 2.2

1. In der graphischen Darstellung in Abb. 2.4 kennzeichnet ein Pfeil den Kraftvektor.

2. Der Ort der Kraftwirkung heifit Angriffspunkt A der Kraft. Er wird wahlweise durch die
Pfeilspitze oder wie in Abb. 2.4 durch den Pfeilanfang des Kraftvektors gekennzeichnet.

3. Die eindeutige Festlegung der Richtung
des Kraftvektors in der Ebene erfordert
zwei Bestimmungsstiicke: 1. Den Rich-
tungswinkel «, der von einer definierten
Bezugslinie aus entgegen dem Uhr-
zeigersinn gemessen wird und 2. den
Richtungssinn, dargestellt durch die
Pfeilspitze. Im Raum sind drei Rich-
tungswinkel notwendig.

4. Die Linge des Pfeiles legt unter Ver-
wendung eines gewihlten Malstabes Abb.2.4. Bestimmungsstiicke einer Kraft
(z.B. 1 cm=1 N) den in Definition 2.2
eingefiihrten Berrag der Kraft fest.
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5. Der Richtungswinkel o und der Angriffspunkt A legen die Wirkungslinie w fest.

6. Die mathematische Beschreibung von Kriften geschieht mit den Methoden der Vektor-
rechnung, deren wichtigste Regeln in Anhang C zusammengefasst sind. Als Symbole fiir
Vektoren dienen fett gedruckte Buchstaben. Damit wird ein Kraftvektor z.B. mit dem
Symbol F' gekennzeichnet, fiir die Gewichtskraft wird hdufig das Symbol G verwendet.
In Abb. C.1 sind Vektoren mit verschiedenen Eigenschaften dargestellt.

7. In den vektoriellen Gleichungen sind Vektorsymbole wie z.B. F oder G unverzichtbar.
In den Abbildungen, in denen die Vektoreigenschaften der Krifte durch die Darstellung
mit einem Pfeil hervorgehen, geniigt dagegen die Angabe ihrer Betrdge, wie z.B. F' oder
G. Auch beim textlichen Hinweis auf die Abbildungen ist i.d.R. die Angabe der Betrige
ausreichend.

2.1.3 Flachen- und Volumenkrifte

In Abb. 2.5 wird fiir drei verschiedene Fille, die der Leser selbst nachvollziehen moge, mit
einem Buch und einem weiteren Korper eine Kraft an der Beriihrungstelle beider Korper
iibertragen. Dabei wird im Fall a die Beriihrfliche durch die GréBe einer Vasenunterseite
festgelegt. In den Fillen b und c definieren die Kontaktbereiche zwischen dem Buch und
einem Zeichendreieck bzw. einem Zeichenstift die Beriihrflichen. Obwohl die Fliche im
Fall ¢ im Vergleich zur Oberflache des Buches sehr klein ist, hat sie einen endlichen Wert.

& o

Abb. 2.5. Flachenkrifte und deren Idealisierungen a) Fliachenkraft, b) Streckenkraft, c) Einzelkraft. Oben: Reale
Systeme, unten: Idealisierte Krifte

Die bisherigen Darstellungen zur Einzelkraft als Vektor stellen eine Vereinfachung (oder:
Idealisierung) dar. Zusammenfassend gelten folgende

Regeln zu Kriften in der Natur
1. Einzelkrifte existieren in der Natur nicht. Sie sind eine Idealisierung. 2.3
2. Es treten zwei Kriftearten auf: Fldchenkrdfte und Volumenkriifte.



2.1 Die Newtonsche Kraft 17

Flachenkrifte treten in der Beriihrflache zweier Korper auf, wie z.B. der Vase und dem Buch
in Abb. 2.5.a. Drei technische Beispiele mit Flachenkriften von Fluiden sind in Abb. 2.6
dargestellt. Dabei treffen wir jeweils die Annahme, dass die Kraftrichtungen senkrecht zur
Beriihrfliche sind. Fiir den Kolben eines Verbrennungsmotors in Abb. 2.6.a nehmen wir einen
konstanten Luftdruck mit dem Symbol p an. Der Wasserdruck p auf die Staumauer ist linear
verdnderlich bei konstanter Richtung entlang der geraden Fldche in Abb. 2.6.b und nichtli-
near verdanderlich bei verdnderlicher Richtung entlang der gekriimmten Fléche in Abb. 2.6.c.
Weitere Beispiele fiir Flachenkrifte sind die Schneelast und die Windlast auf einem Gebéude,
wobei noch zwischen Winddruck und Windsog unterschieden wird, siehe z.B. [31]. Tangential
gerichtete Flachenkrifte treten z.B. an Wandungen infolge von Stromungen auf.

a)

Abb. 2.6. Fliachenkrifte: a) Luftdruck auf Kolben eines Verbrennungsmotors, b) und ¢) Wasserdruck auf Stau-
mauer mit gerader und gekriimmter Fliche

Der Zusammenhang zwischen einer Flachenkraft p und ihrer F
Einzelkraft F' ist im allgemeinen Fall mathematisch kompli-
ziert und wird daher in Kapitel 8 iiber Schwerpunkte geson-
dert behandelt. Fiir den einfachen Fall mit iiber einer Fliche
A konstanten Flachenkraft p, wie in Abb. 2.7 dargestellt, gilt

F
l.p==- < 2. F=p A (2.6)
A Abb.2.7. Konstante Flachenkraft p

Aus Gl.(2.6.1) folgt: Die physikalische GroBe Kraft durch und zugehdrige Einzelkraft '
Fliche mit dem Symbol p hat die Einheit [p] = 1 N/m?.

Volumenkriifte sind iiber das Volumen eines Korpers verteilt, wofiir die Gewichtskraft ein
allgegenwirtiges Beispiel ist. Wie z.B. in Abb. 2.8.a fiir einen Betonkiibel dargestellt, hat
jedes noch so kleine Volumenelement dV' eine Schwerkraft dG = pdV mit der Volumen-
dichte des Materials p. Dabei gilt: Die physikalische GroBe Kraft durch Volumen mit dem
Symbol p hat die Einheit [p] = 1 N/m?. Im allgemeinen ist p an jedem Ort des Kérpers unter-
schiedlich. Zwei weitere Beispiele fiir Gewichtskrifte sind in Abb. 2.8.b das Eigengewicht
eines Tragfliigels mit Turbine und in Abb. 2.8.c. das Eigengewicht eines Balkons mit einer
Person. Weitere Beispiele fiir Volumenkréfte sind die Magnetkraft und die elektrische Kraft.

2.1.4 Lastermittlung fiir Ingenieurkonstruktionen

Die auf eine Ingenieurkonstruktion einwirkenden Krifte bestimmt deren sogenannte Belas-
tung. Entsprechend der Einteilung des vorherigen Abschnittes unterscheidet man Einzel-,
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Abb. 2.8. Volumenkrifte und deren Idealisierungen: a) Betonkiibel mit Einzelkraft, b) Tragfliigel eines Flugzeu-
ges mit Strecken- und Einzelkraft, c¢) Balkon mit Person mit Flichen- und Einzelkraft, Oben: Reale Systeme,
unten: Idealisierte Krifte

Fldchen- und Volumenlasten. Zusitzlich erweist sich die Streckenlast als niitzliche Rechen-

groBe. Da die Lastermittlung dieser Kréftearten im Allgemeinen nicht exakt moglich ist, wird

eine Idealisierung (oder: Abstraktion) erforderlich. Hierbei handelt es sich um eine Verein-

fachung der realen physikalischen Vorgédnge auf das Wesentliche nach dem Grundsatz:
maoglichst einfach und geniigend genau.

Einige Beispiele sollen die Idealisierungen von Kriéften veranschaulichen: Fiir das Buch
in Abb. 2.5.a (unten) nehmen wir an, dass sich die Gewichtskraft der Vase gleichméaBig in
der Beriihrzone verteilt und die zugehorige Flidchenlast p einen konstanten Wert annimmt.
In Abb. 2.5.b (unten) wird die kurze Seite in der Beriihrflache als vernachldssigbar klein
angenommen, so dass eine Streckenlast (oder: Linienlast, Schneidenlast) entsteht. Die phy-
sikalische GroBe Kraft durch Linge mit dem Symbol ¢ hat die Einheit [¢g] = 1 N/m. Als
weitere Vereinfachung konnen wir hédufig einen konstanten Wert fiir ¢ annehmen. Erst wenn
die Beriihrfliche im Vergleich zur Gesamtfldche des Buches vernachlédssigbar klein wird, ist
die Annahme einer Einzellast geniigend genau, vgl Abb. 2.5.c (unten).

In Abb. 2.8.a (unten) werden die unendlich vielen, kontinuierlich verteilten Differen-
zialkrifte dG in Abb. 2.8.a (oben) durch eine Einzellast G ersetzt. Bei dem Tragfliigel
in Abb. 2.8.b wird das Eigengewicht iiber die Tragfliigellinge als Streckenlast mit unter-
schiedlichen Randwerten ¢; und ¢o angenommen. Das Gewicht der Turbine wird durch eine
zusitzliche Einzellast G beriicksichtigt. Bei dem Balkon in Abb. 2.8.c wird das Eigengewicht
der Betonplatte als Flichenlast mit dem konstanten Wert p angenommen. Das Gewicht der
Person wird durch eine zusitzliche Einzellast G beriicksichtigt. Aufier den Regeln (2.5) sollte
sich der Ingenieur folgende Regel einprigen:

Regel zur Lastermittlung: Einzel- und Streckenlasten 22.7)
sind Idealisierungen, d.h. Vereinfachungen, von realen Belastungen.



» Beispiel 2.2 Streckenlast auf Dachbinder

Die Dachbinder einer Dachkonstruktion wer-
den wie dargestellt durch Dachhaut, Sparren-
pfetten, Schnee und Eigengewicht belastet. Der
Abstand der Binder betrigt a = 8 m. Wie grof3
ist fiir jeden Binder die Streckenlast ¢?

Bekannt: Eigengewicht (EG) der Dachhaut:
gpa = 0,5 kN/m?. Das Eigengewicht von
Sparrenpfetten und Aussteifungsverband wird
vereinfacht mit gg, = 0,1 kN/m? beriicksich-
tigt. Belastung durch Schnee: s = 0, 7 kN/m?.
Eigengewicht Dachbinder: gp = 0, 15 kN/m.

Voriiberlegungen: Zunichst wird die Auflast
infolge Dachhaut, Sparrenpfetten und Schnee
als Flichenlast (in kN/m?) berechnet. Durch
Multiplikation mit dem Abstand a der Binder
und Beriicksichtigung des Eigengewichtes er-
hilt man fiir jeden Dachbinder als Auflast die
idealisierte, als konstant angenommene Stre-
ckenlast mit der Einheit kN/m.

Losung: Wir fassen zunéchst die Auflasten als
Fliachenlast zusammen:

EG Dachhaut gpa = 0,5 kKN/m?
EG Sparrenpfetten gs, = 0,1 kN/m?
Schnee s =0,7kN/m?
Summe Auflasten ¢ = 1,3 kN/m?.

Die Auflast als Streckenlast betrigt je Binder
g4 = 1,3kN/m? - 8,00 m = 10, 40 kN/m.

Unter Beriicksichtigung des Eigengewichtes
gp betrigt die gesamte Streckenlast je Binder

Summe Auflasten ¢4 = 10,40 kN/m
EG Binder g = 0,15kN/m

= 10,55 kN/m .

Belastung Binder ¢
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Gebiudequerschnitt
Schnee

- = " Bttt )

Dachbinder Sparrenpfette pycpaut

1 =20,00

B

Dachgrundriss

© Dachbinder
4x5.00 = 20,00

Abb.2.9. Dachbinder mit Belastungen

“ 20,00

Abb.2.9.b. Idealisierte konstante
Streckenlast je Dachbinder

In Abb.2.9.b ist die Streckenlast ¢ je Dachbinder dargestellt. Es sei nochmals hervorgehoben,
dass diese gemil Regel (2.7) eine Idealisierung der wirklichen Belastung ist. Sie stellt jedoch
eine einfache und geniigend genaue Annahme dar, um mit den Methoden der Festigkeitslehre
die Materialbeanspruchung im Inneren des Dachbinders berechnen zu kénnen [22]. <
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2.1.5 Freischneiden und Freikorperbild

Wir betrachten in Abb. 2.10 und Abb. 2.11 zwei durch Eigengewicht beanspruchte Systeme.
Die Gewichtskraft G der Lampe in Abb. 2.10 beansprucht die Ringschraube, welche die kine-
matische Bindung zur Decke — also die Lagerung — herstellt. Aulerdem wird das die Lampe
tragende Seil auf seiner gesamten Linge beansprucht. Kommnt es zum Versagen eines dieser
Teilkorper, fillt die Lampe zum Boden. In Abb. 2.11 entstehen infolge der Gewichtskraft G
der Briicke und den Verkehrslasten GG, G2, G'3 Krifte an den Auflagern A und B. Zusitzlich
entstehen Krifte im Inneren der Briicke, wie z.B. Zugkrifte innerhalb der Vertikalen zwi-
schen Ober- und Untergurt, vgl. auch Kapitel 10. Infolge der Wirkung von duleren Lasten
entstehen also immer zwei Kriftearten: 1. Krdfte an den Auflagern des Systems und 2. Kriifte
im Inneren des Systems. Im Folgenden wird der Zugang zu beiden Kriftearten erldutert.

Krifte an den Auflagern eines Systems: Um die Beanspruchungen an Auflagern einer
Berechnung zugénglich zu machen, werden zwei Schritte durchgefiihrt:

1. Eintragen einer Systemgrenze: Das System, dass der Berechnung zu Grunde gelegt
werden soll, wird von der Umgebung abgegrenzt. Dazu wird, wie in Abb. 2.10 oder in
Abb. 2.11, eine geschlossene Linie — die Systemgrenze — mit einem Stift in die Zeichnung
der realen Struktur eingetragen.

2. Zeichnen des Freikorperbildes: Es wird eine Skizze — das Freikorperbild (oder: Frei-
schnitt) — mit allen an dem abgegrenzten System angreifenden Kriften erstellt. Diese
bestehen aus zwei Anteilen:

1) Eingeprdgte Krdfte: Hier handelt es sich um vorgegebene Krifte mit physikalischer
Ursache, was kurz als Belastung bezeichnet wird. Ein allgegenwirtiges Beispiel ist
die Gewichtskraft, deren Ursache die Gravitation ist. Sie wird in Abb. 2.10 und in
Abb. 2.11 jeweils mit G bezeichnet. Andere Beispiele fiir eingeprigte Krifte sind
Winddruck, Schneelasten oder Magnetkréfte.

2) Reaktionskrdfte: Hier handelt es sich um Krifte, die durch die Einschrinkung der
Bewegungsmoglichkeiten des Systems verursacht werden. Sie werden durch das so-

a) b) c) d) 1 r

Leonhard Euler
(1707-1783)

y

Systemgrenze

Abb. 2.10. Freischneiden einer durch Eigengewicht belasteten Lampe: a) Ausgangssystem mit Schnitt an der
Systemgrenze, b) Freikorperbild des abgegrenzten Systems, ¢) innerer Schnitt, d) Freikorperbild der Teilsysteme
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genannte Freischneiden der Auflagerkrdfte sichtbar gemacht: Dazu wird der Korper
an seinen Bindungen entlang der Systemgrenze gedanklich geschnitten, und an-
schlieBend werden die auf den Korper wirkenden unbekannten Reaktionskrdfte (oder:
Lagerkrdfte, Bindungskrdfte) als dulere Krifte eingetragen. Als Beispiel wird in
Abb. 2.10.b das Seil von der Ringschraube gelost und mit der Kraft F' belastet. In
Abb. 2.11.b wird die Briicke von den Auflagern gelost und mit den Kréften Ay, Ay
und By belastet.

Krifte im Inneren eines Systems: Der Zugang zur Beanspruchung an einer beliebigen
Stelle im Inneren des Systems erfolgt durch Freischneiden der inneren Krdfte, was als Eu-
lersches (oder: Euler/Lagrangesches) Schnittprinzip bekannt ist: Dabei wird der Korper an
der betreffenden Stelle innerlich gedanklich geschnitten, wie z.B. in Abb. 2.10.c. An beiden
dadurch freigewordenen Schnittufern werden innere Krifte eingetragen. Wie in Abb. 2.10.d
fiir die Krifte S und S’ erkennbar, sind im Unterschied zu Reaktionskriften innere Krifte also
immer paarweise einzutragen. (Spiter werden wir sehen, dass sie entgegengesetzt gerichtet
gleich groB sind.) Die so entstandene Skizze mit eingeprigten Kriften, Reaktionskriften und
inneren Kriften in Abb. 2.10.d bezeichnet man als Freikorperbild der Teilsysteme.

Bemerkungen 2.3

1.

a)

Die Unterteilung in duflere und innere Krifte ist relativ, da diese von der Wahl der Sys-
temgrenze abhingen. Fiihren wir z.B. in Abb. 2.11 eine Systemgrenze 1 zur Berech-
nung des Briickenaufbaus ein, so sind die durch die Schnitte freigelegten Lagerkrifte
Ay, Apr, By duBere Krifte. Mit der Systemgrenze 2 werden dagegen der Briickenaufbau
und beide Fundamente als System betrachtet, so dass die durch die Schnitte freigelegten
Krifte Ay, A\, Ay, Ay, By, By, zwischen den Bauteilen innere Krifte sind.

. Durch das Freischneiden an den Lagern oder im Inneren des Systems werden die so

entstandenen Teilssysteme verschieblich. Um sie einer Berechnung mit den Gleichge-
wichtsmethoden der nachfolgenden Kapitel zuginglich zu machen, denkt man sie sich in
der gegebenen Lage als ,.erstarrt” (Erstarrungsprinzip).

. Innere Krifte haben grole Bedeutung in der Statik, da sie ein MaB fiir die Materialbe-

anspruchung sind. Die Berechnung von inneren Kriften wird ausfiihrlich im spéteren
Kapitel 12 iiber Schnittgrdfien behandelt.

b) G
G
Systemgrenze 1 _Systemgrenze 2 1
e Gl G3 AV

Abb. 2.11. Freischneiden einer mit Gewichtskriften belasteten Briicke: a) Ausgangssystem mit Systemgrenzen
1 und 2, b) Freikorperbild mit Gewichtskriften und Kriften an den Auflagern



22 2 Grundbegriffe

2.1.6 Einteilung von Kriften

Je nachdem, welches Klassifikationsmerkmal zu Grunde gelegt wird, konnen wir folgende
Einteilungen von Kriften vornehmen, sieche z.B. [33]:

Merkmal Dimension

a) Volumenkridfte, z.B. Gewicht

b) Flichenkrdfte, z.B. Wasserdruck auf Staumauer

¢) Linienkrdfte (oder: Streckenlasten), z.B. Schneidenlast (Idealisierung)
d) Einzelkrdfte, z.B. Nageldruck (Idealisierung).

Merkmal Herkunft

a) Eingeprigte Krdfte: Vorgegebene Krifte mit physikalischer Ursache (Belastung), z.B.
Gewichts-, Wind- oder Magnetkrifte.

b) Reaktionskrdfte: ergeben sich durch Einschrinkung der Bewegungsmoglichkeiten, z.B.
Auflagerkrifte (in der Statik) oder Fiihrungskrifte (in der Dynamik).

Merkmal System

a) Aufere Kriifte: Belastungen auf das System und Reaktionskriifte an der Systemgrenze
b) Innere Krdfte: Krifte, die im Inneren eines Systems mit dem Schnittprinzip sichtbar
gemacht werden.

Merkmal Beriithrung zweier Korper

a) Nahkrdfte: Treten in der Beriihrkrifte zweier Korper auf

b) Fernkrdfte: Hierbei haben die Korper keinen Kontakt. Beispiele fiir Fernkrifte sind die
Gravitationskraft zwischen zwei Massen oder die Coulombsche Kraft zwischen zwei La-
dungen, siehe hierzu Kapitel 3.

Beispiel 1: Die Gewichtskraft einer Briicke ist gleichzeitig eine Volumenkraft, da sie iiber
das Korpervolumen verteilt ist, eine eingeprigte Kraft, da sie eine physikalische Ursache,
nidmlich die Graviatation hat, eine dullere Kraft, weil sie von auflen auf den Korper einwirkt
und eine Fernkraft, da sie durch Massenanziehung wirkt.

Beispiel 2: Die Lagerkraft an einem Briickenlager ist gleichzeitig eine Flachenkraft, da sie
in der Beriihrfliche zwischen Briickenaufbau und Lager verteilt ist, eine Reaktionskraft, da
sie durch Einschriankung der Bewegungsmoglichkeit entsteht, eine dufiere Kraft, weil sie von
auBen auf den Briickenaufbau einwirkt und eine Nahkraft, da sie in der Beriihrfliche zwi-
schen Briickenaufbau und Lager wirkt.

Eine Gruppe von Kriften nennt man ein Kraftsystem (oder: Krdftesystem). Zur Analyse
von Kraftsystemen sind folgende Unterscheidungen zweckmaBig:

Merkmal Dimension des Kraftsystems

a) Ebenes Kraftsystem: Alle Kraftvektoren liegen in ein und derselben Ebene. Das ebene
Kraftsystem wird ausfiihrlich in Kapitel 4 behandelt.

b) Rdumliches Kraftsystem: Alle Kraftvektoren liegen irgendwie im Raum. Hierauf wird
ausfiihrlich in Kapitel 6 eingegangen.
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Merkmal Wirkungslinien des Kraftsystems

Werden Krifte entlang ihrer Wirkungslinie verschoben, ohne das sich dabei die Kriftewirkung
auf den oder die Korper verédndert, ist folgende Unterscheidung zweckmafig:

a) Zentrales Kraftsystem: Es existiert ein gemeinsamer Schnittpunkt der Wirkungslinien
aller Krifte, siche hierzu Kapitel 4.

b) Nichtzentrales Kraftsystem: Es existiert kein gemeinsamer Schnittpunkt der Wirkungsli-
nien aller Krifte, sieche hierzu Kapitel 5.

2.1.7 Aufgaben zu Abschnitt 2.1
Aufgabe 2.1 (Schwierigkeitsgrad SG = 1,

Bearbeitungszeit BZ = 3 min) A 4\ :

Ein Flugzeug der Masse' m erfahrtlln der o — ‘G-‘-‘ r—
Startphase die Beschleunigung a. Wie grof3 S §§ - i
ist die Schubkraft Fig?

Bekannt: m =250 t, a = 10 m/s2.

Aufgabe 2.2 (SG =1, BZ =10 min)
Eine Welle der Lénge [ hat eine Rotorachse
mit Radius r. Die Dichte des Materials ist

Radi
pw . Zusitzlich ist eine Scheibe mit dem Ra- Mw R acius Z
dius R und der Dicke ¢ angebracht. A B! =1
Y B

Welle, wobei die Belastung der Scheibe
als Einzellast Fis und die Belastung der \ !
Welle als Streckenlast gy angenommen
werden kann.
2. Berechnen Sie F's und qyy .
Bekannt: Welle (durchgehend): [ = 6,0 m, » = 5,0 cm, Dichte py = 3,0 kg/cm?, Scheibe:
R =60,0cm, t=5,0 cm, Dichte pg = 4,0 kg/cm?.

1. Erstellen Sie ein Belastungsbild fiir die ‘ N ‘

Aufgabe 2.3 (SG =2, BZ = 10 min)

Ein Rahmen besteht aus einer Platte und vier
Riegeln mit quadratischen Querschnittsfla-
chen. Auf der Platte sind zwei Motoren
mit jeweils der Masse mj; angebracht. Wie
grof3 ist die Flachenlast unter jedem Riegel?
Welche Annahmen liegen der Berechnung
zu Grunde?

Bekannt: Platte: [ = 5 m, d = 30 cm, Wichte
vp = 21 kN/m?, Riegel: h = 2,50 m, b =
0,3 m, Wichte v5 = 28 kN/m?, je Motor:
ma = 500 kg.
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Aufgabe 2.4 (SG =1, BZ = 3 min)

Fiir eine durch Wasser belastete Staumauer
wird eine geradlinige Zunahme des Wasser-
druckes angenommen. Wie grof3 ist die
Fliachenlast (Flichenpressung) p auf die
Staumauer an der Stelle B?

Bekannt: H = 30 m, Massendichte von
Wasser py = 1000 kg/m3.

' . E
. '

= 4 = e
= @ f

v G e
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Aufgabe 2.5 (SG =2, BZ = 10 min)

Fiir eine durch Erdreich belastete Stiitzwand
einer Baugrube wird fiir die Lastermittlung
eine geradlinige Zunahme des Erddruckes
nach ey, = v+ H - K,;, angenommen. Dabei
ist v die Wichte des feuchten Bodens in
kN/m?3, und K, ist ein Erddruckbeiwert zur
Beriicksichtigung der inneren Reibung des
Bodens, s. z.B. [31]. Durch den neben der
Stiitzwand abgestellten LKW entsteht eine
zusitzliche Verkehrslast p/, deren Belastung
auf die Stiitzwand vereinfachend mit ey, ;, =
p’ - Ky, iiber die Hohe konstant verteilt, an-
genommen wird.

B

I
|

€ahyp  CEah

Wie grof} ist die Flachenlast (Erddruck) eges = €44 + €qn p auf die Stiitzwand an der Stelle B?

Bekannt: H = 30 m, Wichte (nichtbindiger Boden, Sand, locker, rund) v = 18 kN/m3,
Erddruckbeiwert K, = 0, 28, p’ = 143 kN/m?, siehe z.B. [31].

Aufgabe 2.6 (SG =1, BZ = 15 min)
Die Dachkonstruktion aus Beispiel 2.2 wird zusitzlich durch Wind belastet. Bestimmen Sie
die gesamten Streckenlasten fiir jeden Dachbinder fiir die Lastfille

1. Winddruck wp und
2. Windsog wg.

Bekannt: Abstand der Binder a=8 m, Eigengewicht (EG) Dachhaut: gp, = 0,5 kN/m?,
EG Sparrenpfetten und Aussteifungsverband gg, = 0,1 kN/m?, Schneebelastung: s = 0,7
kN/m?, EG Dachbinder: gg = 0, 15 kN/m, Winddruck: wp = 0,45 kN/m?, Windsog: wg =
0, 35 kN/m?. Winddruck und Windsog wirken jeweils senkrecht zur Dachfliiche.



2.1 Die Newtonsche Kraft 25

Aufgabe 2.7 (SG = 1, BZ = 5 min)

Fiir den Kolben eines Verbrennungsmotors
soll der Druck des Gases p abgeschitzt wer-
den. Dazu wird ndherungsweise die allge-
meine Gasgleichung

pV =Tk

verwendet [15, 8]. Hierbei sind 1" die Tem-
peratur, V' das Volumen, und & ist eine Kon-
stante. Das Volumen V' wird als Zylinder an-
gendhert.

1. Welchen Wert hat p fiir die gegebenen
Zahlwerte?
2. Wie grof} ist dann die Gesamtkraft F'?

Bekannt: 7' = 1700 °C, k = 0,5 kg m?/(s?K), r = h = 3 cm.

Aufgabe 2.8 (SG =2, BZ = 15 min)

Ein Mauerwerk der Linge [, der Hohe h
und der Breite b belastet ein Fundament aus
Stahlbeton.

_>‘b<_

1. Welche Flidchenlast entsteht in der T
Flache zwischen Mauerwerk und Funda- h
ment infolge Eigengewicht? l

2. Welche Flidchenlast (Bodenpressung) 4
entsteht in der Fliche zwischen Funda- il A
ment und Erdreich, wenn die mitwirk-
ende Breite by, wie dargestellt unter
einem Winkel von 45° angenommen
wird?

Bekannt: Mauerwerk: Rohdichte pyr = 2,0 g/cm3 (s.zB. [31]),l =3m h =2m,b =
0, 24 m, Stahlbeton: Rohdichte pp = 1,6 g/cm?, d = 0,2 m.

IS8
<

b
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2.2 Der Starrkorper

Im Allgemeinen sind reale Korper deformierbar. Kommt es z.B. fiir den PKW in Abb. 2.12.a
zum Aufprall auf ein Hindernis, so verdndert sich der Abstand zweier beliebiger Punkte
in dem Aufprallbereich erheblich. Fiir die Billiardkugel in Abb. 2.12.b dagegen ist die Ab-
standsdnderung von zwei Punkten A und B beim Aufprall unwesentlich. Sie ist eine gute
Niherung fiir die

Definition Starrkorper
Ein Korper, der sich unter der Wirkung von Kriften nicht verformt, wird Starr- (2.8)
korper genannt. In ihm sind die Absténde beliebiger Punkte immer gleich.

In der Wirklichkeit gibt es den Starrkorper (oder: starren Korper) nicht, so dass Defini-
tion (2.8) eine Idealisierung ist. Im Ingenieurwesen sind die Deformationen der Korper im
Vergleich zu deren Abmessungen jedoch héufig so klein, dass wir sie mit guter Ndherung
vernachldssigen konnen. Man bezeichnet sie daher auch als Quasi-Starrkorper. In einigen
Fillen, wie z.B. bei der Berechnung einer Rahmenkonstruktion, ist die Deformation zu
beriicksichtigen, was jedoch nicht Thema dieses Buches ist.

Bewegung

& O

Abb. 2.12. a) PKW als deformierbarer Korper, b) zwei Billiardkugeln als Quasi-Starrkorper

2.3 Die Freiheitsgrade des freien Korpers

Wir bezeichnen einen Korper ohne kinematische Bindungen als freien Korper. Er kann eine
Bewegung (genauer: Starrkdrperbewegung) vornehmen, womit die Lagednderung gegeniiber
anderen Korpern gemeint ist. Wir wihlen dazu die Erde als ruhendes Bezugssystem.

Abb. 2.13 zeigt ein Buch als
freien Korper in der Ebene. Wir B
konnen es durch UT |

1. eine horizontale Verschiebung u
in die Lage A oder

2. eine vertikale Verschiebung v in
die Lage B oder

3. eine Verdrehung ¢ in die Lage C'

iiberfiihren. Abb. 2.13. Bewegungen eines Korpers in der Ebene
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Durch Vielfaches der Verschiebungen u und v kann die gedrehte Lage C' nicht erreicht
werden, jedoch kann man durch Vielfaches der Bewegungen u, v und ¢ die Lage D und jede
weitere Lage in der Ebene erreichen. Damit gibt es fiir einen Korper in der Ebene drei unab-
hingige Bewegungen, um dessen Lage eindeutig festzulegen. Allgemein bezeichnet man die
Anzahl der voneinander unabhingigen Koordinaten (z.B. u, v, ) zur eindeutigen Festlegung
der Lage eines Starrkorpers oder Starrkorpersystems als Freiheitsgrade. Es gelten folgende

Regeln zu Freiheitsgraden des freien Korpers
1. In der Ebene hat ein freier Korper genau 3 unabhiingige Freiheitsgrade:
zwel Verschiebungen und eine Verdrehung.
2. Im Raum hat ein freier Korper genau 6 unabhingige Freiheitsgrade: drei
Verschiebungen und drei Verdrehungen.

(2.9)

2.4 Lager- und Reaktionskrifte
2.4.1 Allgemeines

In vielen Féllen wird die Bewegungsmdglichkeit von Kérpern durch Kontakt oder Verbund
mit anderen Korpern behindert. Man bezeichnet derartige kinematischen Bindungen [6]

e in der Statik als Auflager (Lager, Stiitze, ...) und

e in der Dynamik als Fiihrungen (Lager, Gleitband, Schiene ...).

Zwei Beispiele fiir kinematische Bindungen (kurz: Lager) sind in Abb. 2.14 das sogenannte
Loslager einer Briicke und die Trasse einer Magnetschnellbahn. Die zwei Mauerwerke in
Abb. 2.15 sichern z.B. eine Stiitzung des Dachbinders in vertikaler Richtung. Nach Regel
(2.9.1) betrigt die maximale Anzahl der unabhéngigen Freiheitsgrade fiir einen Korper in
der Ebene jedoch 3. Um ein Abgleiten des Dachbinders in horizontaler Richtung zu verhin-
dern, ist also eine dritte Halterung notwendig, die z.B. durch einen Anker realisiert wird.
Kennzeichnen wir mit r die Anzahl der kinematischen Bindungen (oder: Wertigkeiten der
Auflager) und mit ny die Anzahl der Freiheitsgrade des gebundenen Korpers, so gilt fiir
einen Korper in der Ebene ny = 3 — r. Damit folgt auch der Zusammenhang ny + r = 3.
Fiir einen Korper im Raum gilt entsprechend ny = 6 — r bzw. ny + r = 6. Fiir einen freien
Korper in der Ebene gilt 7 = 0 und somit ny = 3 (im Raum ny = 6).

Kinematische Bindungen haben zusétzliche Kraftwirkungen auf den gestiitzen Korper zur
Folge. Man bezeichnet derartige Krifte

Abb. 2.14. Beispiele fiir kinematische Bindungen: a) Loslager einer Briicke, b) Trasse einer Magnetschnellbahn
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Abb. 2.15. Dachbinder auf Mauerwerk: a) System mit Belastung, b) Lagerreaktionen im Freikorperbild

e in der Statik als Auflager- (Lager-, Stiitz-, Reaktions-, ...) krdfte und
e in der Dynamik als Fiihrungs- (Lager-, Gleitband-, Schienen-, Reaktions-, ...) krdfte.

Fiir den Dachbinder auf Mauerwerk in Abb. 2.15 erhélt man nach dem Eulerschen Schnitt-
prinzip in Abschnitt 2.1.5 die vertikalen Reaktionskrifte Ay, By und eine horizontale
Reaktionskraft Ap. Die auf die Mauerwerke entgegengesetzt wirkenden Krifte werden mit
Aj,, Bj, und A’ bezeichnet. Ein freier Kirper hat wegen r = 0 keine wechselseitige
Kraftwirkungen mit der Umgebung. Zusammenfassend gelten folgende

Regeln zu kinematischen Bindungen

1. Fiir die Summe der Freiheitsgrade n ¢ und der kinematischen Bindun-
gen 7 eines gestiitzten Korpers gilt
a) inder Ebene: ny+r=3 (2.10)
b) im Raum: ng+r==6.

2. Ein Lager iibt unabhingige Reaktionskrifte (Lagerkrifte) auf den
gestiitzen Korper aus, deren Anzahl gleich der Anzahl » der un-
abhéngigen kinematischen Bindungen (Wertigkeiten der Auflager) ist.

Es sei bemerkt, dass es sogenannte Ausnahmefille zu den Regeln (2.10.1) gibt. Damit
sind diese Regeln nicht hinreichend zur Bewertung von gestiitzten Systemen, worauf wir
ausfiihrlich in den nachfolgenden Kapiteln 7, 9 und 11 eingehen werden.

2.4.2 Lagerarten fiir ebene Systeme

Die drei wichtigsten Lagerungsarten fiir ein ebenes Tragwerk sind 1. das verschiebliche
Gelenklager (Loslager), 2. das feste Gelenklager (Festlager) und 3. die feste Einspannung.
Dabei wird stets angenommen, dass die Gelenke der Lager ideal reibungsfrei sind und auch
die Verschiebung ohne jede Reibung mdoglich ist.

Das verschiebliche Gelenklager (Loslager): Bei diesem Lager ist wie in Abb. 2.16 eine Be-
wegung u des Korpers parallel zur Lagerungsebene und eine Verdrehung ¢ des Korpers um
einen Punkt mdoglich. Dagegen ist die Bewegung des Korpers senkrecht zur Lagerungsebene
behindert, so dass er, ohne Festhaltungen an anderen Orten, den Freiheitsgrad ny = 2 hat. Da
wir Reibung in den Lagern stets vernachléssigen, tritt eine Reaktionskraft Ay senkrecht zur
moglichen Bewegungsrichtung auf, so dass die Anzahl der Lagerreaktionen » = 1 betrégt.
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a) b) c) d e)
e | cu, 7
r= K F
fo------ ‘—; 77777777 r (A
SE— oo S Ve ' T Ay,

Abb. 2.16. Loslager: a) Rollenlager, b) Rollenkipplager, c) Pendelstiitze, d) Symbolskizze und Wertigkeit r = 1,
e) mogliche Bewegungen u und ¢ sowie Reaktionskraft Ay

Man spricht daher von einer einwertigen Lagerung. Die Ausfiihrung kann verschiedenartig
sein. Abb. 2.16.a-c zeigt als Beispiele das Rollenlager, das Rollenkipplager und die Pen-
delstiitze. Bei der Pendelstiitze wird eine horizontale Bewegung des Tragwerks durch zwei
reibungsfreie Gelenke ermoglicht. Abb. 2.16.d zeigt die Symbolskizze, und Abb. 2.17.e zeigt
die beiden moglichen Bewegungen, die horizontale Verschiebung v und die Verdrehung ¢,
sowie die auftretende Reaktionskraft Ay . Der Index V steht fiir vertikal zur Lagerfiihrung.

Das feste Gelenklager (Festlager): Bei diesem Lager ist wie in Abb. 2.17 nur eine Ver-
drehung ¢ des Korpers um einen Punkt moglich, so dass der Freiheitsgrad ny = 1 betrégt.
Bewegungen des Korpers parallel und senkrecht zur Lagerungsebene sind behindert, so dass
eine zweiwertige Lagerung mit r = 2 vorliegt. Auch hier kann die wirkliche Ausfiihrung
verschiedenartig sein. Als Beispiele sind das Kugellager in Abb. 2.17.a, die Doppelstiitze in
Abb. 2.17.b oder das Kipplager in Abb. 2.17.c dargestellt. In Abb. 2.17.d wird die Lagerform
durch eine Symbolskizze veranschaulicht. Abb. 2.17.e zeigt die Verdrehung ¢ als mogliche
Bewegungsform und die auftretenden Reaktionskrifte Ay und Ay . Die Indices V und H
stehen dabei fiir vertikal und horizontal zur Lagerfiihrung.

Abb. 2.17. Festlager: a) Kugellager, b) Doppelstiitzen, c) Kipplager, d) Symbolskizze und Wertigkeit r = 2,
e) mogliche Bewegung ¢ und Reaktionskrifte Ag und Ay

Die feste Einspannung: Bei diesem Lager sind wie in Abb. 2.18 beide Verschiebungen und
die Verdrehung behindert, so dass eine dreiwertige Lagerung vorliegt. Damit gilt ny = 0 fiir
den Freiheitsgrad und » = 3 fiir die Anzahl der Reaktionen. Auch hier sind die Ausfiihrun-
gen verschiedenartig. Bei dem Kragbalken in Abb. 2.18.a liegt ein vollstindiger Verbund des
gelagerten Korpers mit einem anderen Korper vor, wihrend in Abb. 2.18.b die feste Lagerung
durch Pendelstiitzen realisiert wird. Abb. 2.18.c zeigt die zugehorige Symbolskizze. Wihrend
in Abb. 2.18.d keine Bewegungen auftreten, sind dort zwei Reaktionskrifte Ay, Ay einge-
tragen. Zusitzlich entsteht ein sogenanntes Einspannmoment (kurz: Moment M 4), welches
im spiteren Abschnitt 5.3 erkldrt wird.

In Tabelle 2.1 sind die Lagerbezeichnungen, Lagersymbole, Freiheitsgrade und Reaktio-
nen fiir das verschiebliche Gelenklager (Loslager), das feste Gelenklager (Festlager) und
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a)

TAV

Abb. 2.18. Feste Einspannung: a) Kragbalken, b) Pendelstiitzen, c) Symbolskizze und Wertigkeit » = 3, d) keine
Bewegungen, Reaktionskraftgrofien Ag, Ay, Ma

die feste Einspannung zusammengefasst. Zusitzlich sind zwei weitere Lagerungsformen,

Bezeichnung Symbol Freiheitsgrade Lagerreaktionen nglr
verschiebliches y 0
Gelenklager, — - I
Loslager, A f T Ay 21
Rollenlager 777777 4 777777
festes . Y Ag 112
Gelenklager, ﬁ — - —
Festlager ;é; ' ) T Ay
M
(feste) Ag 4 ol3
Einspannung { {
Ay
lings My
verschiebliche pui R ’ )
Einspannung —_— — ( :
(Schiebehiilse) ‘ ' Ay
quer My
verschiebliche Ag - 112
Einspannung )_ o L} -
(Parallelfiihrung) — ‘
T

freies Ende _ e — 310

' l_l : :": a '

nyg+r=3

Tabelle 2.1. Lagerbezeichnungen, Lagersymbole, Freiheitsgrade und Lagerreaktionen fiir ebene Systeme



2.4 Lager- und Reaktionskrifte 31

die lings verschiebliche Einspannung und die quer verschiebliche Einspannung eingetra-
gen. Dabei wird im ersten Fall eine Verschiebung w lings zur Stabachse und im zweiten Fall
eine Verschiebung v quer zur Stabachse ermoglicht, so dass beide Lager jeweils den Frei-
heitsgrad ny = 1 und r = 2 Reaktionskraftgroen haben. Bei dem freien Ende sind alle drei
Freiheitsgrade moglich, so dass Lagerreaktionen nicht auftreten. Fiir alle Fille in Tabelle 2.1
ist wegen ny + r = 3 die Regel (2.10.1) fiir die kinematischen Bindungen erfiillt.

2.4.3 Lagerarten fiir ridumliche Systeme

Lagerungsarten fiir riumliche Systeme sind in der Technik sehr vielféltig. Zwei hiufig auftre-
tende Beispiele sind das Punktlager und das Kugelgelenk. Auch hier wird angenommen, dass
die Gelenke der Lager ideal reibungsfrei sind und die Verschiebungen ohne Reibung erfolgen.

Das Punktlager: Hier ist nur ein Verschiebungsfreiheitsgrad behindert, wie z.B. bei dem
Elastomerlager einer Briicke in Abb. 2.19.a. In Abb. 2.19.c ist das die Verschiebung in z-
Richtung, so dass zwei Verschiebungen u und v verbleiben. Weiter sind drei Drehfreiheits-
grade ¢z, @y, ¢. um die drei Achsen x, y, z moglich, die in Abb. 2.19.c jeweils mit einem
Doppelpfeil gekennzeichet sind. Damit erhilt man ny = 5 fiir die Anzahl der Freiheitsgrade.
Als Reaktionskraft stellt sich wie in Abb. 2.19.d eine Kraft A, ein, so dass die Anzahl der
Lagerreaktionen und damit die Wertigkeit » = 1 betrégt.

c) d)
?,
? “/(@U TAz
v—»»
u P,

Abb. 2.19. Punktlager: a) Elastomerlager einer Briicke, b) Skizze und Wertigkeit » = 1, ¢) mogliche Bewegun-
gen, d) Reaktionskraft

Das Kugellager: Hier sind drei Verschiebungsfreiheitsgrade behindert, wie z.B. bei dem
Lager eines Parallelroboters in Abb. 2.20.a. Damit verbleiben in Abb. 2.20.c alle drei Drehfrei-
heitsgrade ¢, ¢y, ©., und die Anzahl der Freiheitsgrade ist ny = 3. Als Reaktionskrifte

c) d)
%%/(w . ‘; A
Yy
— A x
¢,

Quelle: Institut fiir Regelungstechnik und Mechatronik, Universitit Paderborn

Abb. 2.20. Kugellager: a) Lager Parallelroboter TriPlanar (Trdchtler), b) Skizze und Wertigkeit r = 3,
¢) mogliche Bewegungen, d) Reaktionskrifte
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Bezeichnung Skizze Freiheitsgrade | Lagerreaktionen | nyg| r
?.
Punktlager > L : ? /(/;U , 501
X —
U D,
Kugellager , * 313
] q): AZ p
= | "4 |t
Py v
Kippgelenk- : * M,
lager /;1 214
— AZV M,

—_— U A;l/_»
langsverschieb- * M. ala
liches Achslager | ¥ & o y= ,

. M,
:Eg—; ZL’&J u Q. Azt/Ay Y
festes * M. s
Achslager = /{Wy
E U zt/Ay
— —
M,
langsverschieb- M
liches Lager / ? ) LS
IQF{ ('DI/ AZ AU
\ i
Ay M,
. M
Einspannung ? /]\1 06
i Ly
—
Az M,
ngtr= 6

Tabelle 2.2. Lagerbezeichnungen, Lagerskizzen, Freiheitsgrade und Lagerreaktionen fiir riumliche Systeme

erhilt man in Abb. 2.20.d die Krifte A,, A, und A, so dass die Anzahl der Lagerreaktionen
und damit die Wertigkeit » = 3 betragt.
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In Tabelle 2.2 sind die Lagerbezeichnungen, Skizzen, Freiheitsgrade und Reaktionen fiir
die wichtigsten Lager rdumlicher Systeme zusammengefasst. Zusitzlich sind die jeweiligen
Freiheitsgrade und die Auflagerreaktionen angegeben. Da allgemeingiiltige Symbole, wie
z.B. fiir ebene Systeme in Tabelle 2.1, nicht verbreitet sind, beschrinken wir uns hier und im
Folgenden auf die Angaben von Skizzen.

Nach Regel (2.9.2) gibt es fiir einen Korper im Raum sechs unabhiéngige Freiheitsgrade:
Dieses sind, wie in Tabelle 2.2 dargestellt, drei Verschiebungen u, v und w sowie drei Ver-
drehungen ¢, ¢, und ¢, die jeweils durch einen Doppelpfeil gekennzeichnet sind. Ist eine
der drei Verschiebungen durch eine kinematische Bindung behindert, entsteht in deren Rich-
tung eine der Krifte A,, A, oder A,. Wird eine der drei Verdrehungen behindert, entsteht in
deren Drehrichtung eines der Momente M, M, M, die ausfiihrlich im spéteren Kapitel 6
behandelt werden.

2.4.4 Zwischenlagerungen

Technische Konstruktionen wie Bauwerke, Werkzeuge und Maschinen werden hiufig aus
mehreren Korpern zusammengesetzt. Dabei schrianken die kinematischen Bindungen zwi-
schen den Korpern (kurz: Zwischenlagerungen) ihre relativen Bewegungen zueinander ein.

Gelenk: Ein haufig verwendetes Zwischenlager ist das Momentengelenk (kurz: Gelenk)
in Abb. 2.21. Es verhindert relative Verschiebungen an der Zwischenlagerung von zwei
Korpern in zwei verschiedenen Koordinatenrichtungen und damit in alle Richtungen in der
Ebene. Aufgrund dieser Bindung werden zwei Krifte Gz und Gy in zwei verschiedenen
Koordinatenrichtungen iibertragen. Da eine gegenseitige Verdrehung der beiden Teilkorper
moglich ist, kann kein Drehmoment iibertragen werden (Erkldrung dazu im nachfolgenden
Abschnitt 5.3). Bezeichnen wir in Ergénzung zur Anzahl der Lagerreaktionen r die Anzahl
der Zwischenreaktionen (oder: Wertigkeiten der Verbindungen) mit z, so gilt hier z = 2.

a) b) c) A d)
| A\_ Z:2 . ___(/i"‘ GH GH .
A —— e
4 - P Gy Gy |

Abb. 2.21. Gelenk: a) Reales System, b) Symbol und Wertigkeit z = 2, ¢) Verdrehung Ay, d) Reaktionskrifte
Gv,Gu

In Tabelle 2.3 sind aufer fiir das Gelenk Lagerbezeichnungen, Lagersymbole, Freiheits-
grade und Zwischenreaktionen fiir weitere Zwischenlagerungen in der Ebene zusammenge-
fasst: Das Normalkraftgelenk verhindert sowohl eine gegenseitige Verdrehung der beiden
angeschlossenen Teilkorper als auch eine gegenseitige Querverschiebung. Damit werden eine
senkrecht zur Stabachse auftretende Gy und ein Moment M {ibertragen, so dass die Anzahl
der Zwischenreaktionen z = 2 ist. Das Querkraftgelenk (Parallelfiihrung) verhindert sowohl
eine gegenseitige Verdrehung der beiden angeschlossenen Teilkorper als auch eine gegen-
seitige Transversalverschiebung. Damit wird eine horizontale Kraft G f; und ein Moment M
ibertragen, so dass hier z = 2 gilt. Beim geraden Pendelstab ist die relative Verschiebung in
Richtung des Stabes behindert. Dadurch entsteht eine Kraft .S in seiner Lingsrichtung, und
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Bezeichnung Symbol Freiheitsgrade | Zwischenreaktionen nel z
M ) e Gy G
omenten- H GH T
Gelenk /O\L l 1] 2
Gy Gy
Au
[ M M
Normalkraft- . 5 T 1] 2
gelenk — — _l ) ( —
G v G\r
‘ ‘ ‘ ; M M
Querkraft- ‘}_‘ )_ _{ 1 [ — |12
gelenk ' : : 4v ' Gy Gg
‘ ‘ Ap . ,
gerader B — —~ 1 S S —
Pendelstab b Av ' Gy Gy ¢ 2|1
M M
vollstindige . . v Gy l; é TGV o3
1 1 ;_ -
Verbindung I ; ey {
ng+z=3

Tabelle 2.3. Zwischenlagerungen in der Ebene: Lagerbezeichnungen, Lagersymbole, Freiheitsgrade und Zwi-

schenreaktionen

es gilt z = 1. Die volistindige Verbindung in Tabelle 2.3 iibertrégt alle drei Bewegungen u,
vund ¢, so dass z = 3 gilt. Damit entstehen drei Zwischenreaktionen G, Gy sowie M.

Wir bemerken noch, dass die Gleichheit der horizontalen und vertikalen Krifte G und
Gy sowie des Momentes M an jeweils zwei gegeniiberliegenden Schnittufern in Tabelle 2.3
aus dem Wechselwirkungsgesetz (,,actio gleich reactio*) folgt, worauf wir im nachfolgenden
Abschnitt 3.2 eingehen werden.

Falls beliebig viele Stdbe an ein Gelenk gebunden sind, bestimmt man die Anzahl 2z der
Zwischenreaktionen (oder: Wertigkeiten der Verbindungen) nach Tabelle 2.4

a) Ebene Systeme: z = 2(n — 1)

b) Ridumliche Systeme: z = 3(n — 1)

Tabelle 2.4. Zwischenreaktionen (Wertigkeiten) fiir mehrteilige Systeme: a) in der Ebene und b) im Raum
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2.4.5 Aufgaben zu Abschnitt 2.4

Aufgabe 2.9 (SG = 1, BZ = 10 min)

Geben Sie, bezogen auf das angegebene Koordinatensystem, fiir die drei Beispiele, 1. CD-
Laufwerk, 2. Tiir und 3. Handbrause einer Dusche, jeweils die kinematischen Bindungen und
die Freiheitsgrade an.

Aufgabe 2.10 (SG =1, BZ = 10 min)

Geben Sie, bezogen auf das angegebene Koordinatensystem, fiir die drei Beispiele, 1. Kolben
eines Verbrennungsmotors, 2. Tragfliigel eines Flugzeuges und 3. Balkon eines Wohnhauses,
jeweils die kinematischen Bindungen und die Freiheitsgrade an.

Aufgabe 2.11 (SG = 1, BZ = 5 min)

Geben Sie, bezogen auf das angegebene Koordinatensystem, fiir die zwei Beispiele, 1. Ge-
lenk einer Stehlampe, 2. Kadangelenk in einer Miihle jeweils die kinematischen Zwischen-
bindungen und die Freiheitsgrade an.
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