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2  Identifikation linearer Systeme anhand
nichtparametrischer Modelle im Zeit- und
Frequenzbereich

2.1 Einfiihrung

Nachfolgend werden als nichtparametrische Modelle linearer dynamischer Systeme die
Ubergangsfunktion h(t), die Gewichtsfunktion g(t) und der Frequenzgang G(jw) betrach-
tet.! Es wird gezeigt, wie diese aus deterministischen und stochastischen Eingangs- und
Ausgangssignalen u(t) und y(t) ermittelt werden kénnen und wie sich aus ihnen in einfa-
cher Weise parametrische Systemmodelle herleiten lassen.? Dazu soll zunéchst an einige
grundlegende Beziehungen zwischen g(¢), h(t) und G(jw) bei dynamischen Systemen er-
innert werden [Unb0§].

Der Zusammenhang zwischen dem Frequenzgang G(jw) eines linearen, kausalen, zeitin-
varianten, zeitkontinuierlichen Systems und der Impulsantwort g(t) ist

G(iw) = G(s)|,_;, = / g)etdt| = R(w) +ilw) (2.1)

0- s=jw

mit R(w) = Re G(jw) und I(w) = Im G(jw). Die Bezichungen zwischen dem Frequenzgang
G(jw) und der Sprungantwort h(t) lauten

oo

G(jw) = G(8)|zj, = Jw /h(t)e*“ dt ) (2.2)
und -
h(t) = %/@ sinwt dw (2.3a)
oder -
h(t) = R(0) + %/IE:J) coswt dw. (2.3b)

! Die Funktionen h(t) und g(t) sind die Systemreaktionen auf einen Einheitssprung o(t) bzw. Einheits-
oder é-Impuls 6(¢) zur Zeit ¢ = 0 am Systemeingang und werden daher auch als (normierte) Sprun-
gantwort und (normierte) Impulsantwort bezeichnet.

2 Die Ermittlung nichtparametrischer Modelle wird auch als nichtparametrische Identifikation bezeich-
net. Auf die Unterscheidung zwischen nichtparametrischen und parametrischen Modellen bzw. nicht-
parametrischer und parametrischer Identifikation wird in Abschnitt 7.2.5 genauer eingegangen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2016
C. Bohn, H. Unbehauen, Identifikation dynamischer Systeme, DOI 10.1007/978-3-8348-2197-3 2



14 2 Identifikation linearer Systeme anhand nichtparametrischer Modelle

Dabei wurde vorausgesetzt, dass die zu G(jw) gehorende Ubertragungsfunktion G(s) in
der gesamten geschlossenen rechten s-Halbebene (also inklusive der imagindren Achse
und des Ursprungs) keine Pole besitzt. Auf die in Gln. (2.1) bis (2.3) angegebenen Bezie-
hungen wird in diesem Kapitel mehrfach zuriickgegriffen. Im Folgenden werden zunéchst
Verfahren fiir die Identifikation im Zeitbereich behandelt (Abschnitt 2.2). Anschliefend
werden in Abschnitt 2.3 Verfahren im Frequenzbereich betrachtet. Die Tabellen 2.1 und
2.2 geben eine Ubersicht der in den nachfolgenden Abschnitten behandelten Verfahren
mit Angabe der Randbedingungen und Eingangsdaten sowie der Ergebnisse. Wenngleich
die Verfahren hier vor dem Hintergrund der nichtparametrischen Identifkation vorgestellt
werden, ist aus den Tabellen ersichtlich, dass viele dieser Verfahren auch prinzipielle Um-
rechnungsbeziehungen zwischen verschiedenen Systembeschreibungen darstellen, denen
die eingangs vorgestellten systemtheoretischen Beziehungen zugrunde liegen.

Tabelle 2.1 Verfahren zur nichtparametrischen Identifikation im Zeitbereich

Abschnitt | Randbedingungen/Eingangsdaten | Ergebnis
Ordnung, stationére Ver-
2.1.1 Sprungantwort gemessen starkung und Zeitkonstanten
einer Ubertragungsfunktion
Antwort auf einfache Testsignale Ubergangsfunktlon (als
2.1.2 graphischer Verlauf oder
gemessen .
punktweise)
2.1.3 Eingangs- und Ausgangssignal Gewichtsfunktion (punktweise)
gemessen
Anregung mit bindren oder ternéren
2.1.4.2 Rauschsignalen, Ausgangsgrofe Gewichtsfunktion (punktweise)
gemessen
Geschlossener Regelkreis, Kreuz-
leistungsspektren von Filihrungs- und Frequenzgang der Regelstrecke
2.1.4.3 .. . .
Ausgangsgrofie und von Fithrungs- (punktweise)
und Stellgréfse bestimmt
Anregung mit Sinussignal, Kreuz-
korrelationsfunktion zwischen Realteil und Imaginérteil des
2.1.4.4 . .. .
Eingangs- und Ausgangsgrofe Frequenzgangs (punktweise)
gemessen /bestimmt
. . Koeffizienten einer
2.1.5 Gewichtsfunktion gegeben Ubertragungsfunktion
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Tabelle 2.2 Verfahren zur nichtparametrischen Identifikation im Frequenzbereich

Abschnitt | Randbedingungen/Eingangsdaten | Ergebnis

Koeffizienten einer

291 Frequenzgang gemessen (punktweise) Ubertragugsfunktion

2.2.2.1 Sprungantwort gemessen Frequenzgang

Anregung mit nichtsprungférmigem,
2.2.2.2 deterministischem Testsignal, Frequenzgang
Ausgangsgrofe gemessen

2.2.3 Verlauf des Frequenzgangs gegeben Ubergangsfunktion

2.2 Verfahren im Zeitbereich

2.2.1 Messung und Auswertung der Ubergangsfunktion

Fiir dynamische Systeme mit verzégertem proportionalem oder integralem Verhalten, also
PT,- und IT,,-Systemen, sowie fiir einfaches PT5S-Verhalten (Systeme mit einem konju-
giert komplexen Polpaar in der linken s-Halbebene) existieren zahlreiche Analyseverfah-
ren, um die Parameter einer gebrochen rationalen Ubertragungsfunktion G(s) mit und
ohne Totzeit direkt aus dem graphischen Verlauf der Ubergangsfunktion h(t) zu ermitteln
[Unb08]. Die meisten dieser Verfahren sind auf PT,,-Systeme zugeschnitten. Da aber IT,,-
Systeme durch Integration von PT,,-Systemen entstehen und der Integralanteil sich stets
einfach graphisch eliminieren ldsst, ermoglichen diese Verfahren auch die Identifikation
von IT,,-Systemen. Der Grundgedanke aller Verfahren besteht darin, eine vorgegebene
Ubergangsfunktion h(t) durch bekannte einfache Ubertragungsglieder zu approximieren.
Dabei wird als Ansatz eine bestimmte Struktur fiir die zu bestimmende Modelliibertra-
gungsfunktion Gy(s) gewihlt. Die Parameter dieser Ubertragungsfunktion werden dann
anhand spezieller Kennwerte der Ubergangsfunktion mit Hilfe von einfachen Rechenope-
rationen oder Diagrammen ermittelt. Grundsétzlich kann dabei unterschieden werden
zwischen Wendetangenten- und Zeitprozentkennwerte-Verfahren. Die Wendetangenten-
Verfahren basieren auf der Konstruktion der Wendetangente (siehe Bild 2.1a) von h(t)
im Wendepunkt (W) und der Bestimmung der Zeitabschnitte T, (Anstiegszeit) und T,
(Verzugszeit). Beim Zeitprozentkennwerte-Verfahren (siehe Bild 2.1b) werden die Zei-
ten t,, bestimmt, bei denen h(t,,)/K das m-fache seines stationiren Endwertes erreicht
hat, wobei m in Prozent angegeben wird und K die stationédre Verstirkung des Systems
darstellt. In Bild 2.1b ist dies fiir m = 30% und m = 80% gezeigt.

Ohne auf die Details dieser Verfahren, die z.B. in [Unb08| ausfiihrlich dargestellt sind,
einzugehen, soll nur beispielhaft ein spezielles, sehr leistungsfdhiges Wendetangenten-
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Bild 2.1 (a) Konstruktion der Wendetangente und (b) Ablesen der Zeitprozentkennwerte

Verfahren [Hud69] vorgestellt werden, welches als Modellstruktur die Ubertragungsfunk-
tion n-ter Ordnung

K

n—1 T
—_— 1
il;IO (1+i'TS+ >

mit der stationdren Verstdrkung K und den n Zeitkonstanten 7', T'/(1 + ), T/(1 + 2r),
.oy T/(1 + (n — 1)7) verwendet.? Fiir diese Struktur wurden mit den Werten von n =
2,3,..., 7und —1/(n — 1) < r < 0 die Quotienten T/T, und T,/T, der Ubergangs-
funktion berechnet. Dies ist in Bild 2.2 dargestellt. Aus der vorgegebenen Ubergangs-
funktion muss mit einer Wendetangentenkonstruktion die Groke Ty, /T, ermittelt wer-
den. Der Schnittpunkt der Linie Ty,/7, = const mit der n-Kurve niedrigster Ordnung
liefert die Werte —r und 7T'/T,. Damit sind die Werte fiir n, r und T aus T, und T,
bestimmt. Dieses Verfahren erméglicht, wie das nachfolgende Beispiel zeigt, schnell recht
gute Ergebnisse.

GM(S) =

(2.4)

Beispiel 2.1
Es wird angenommen, dass aus einer gemessenen Ubergangsfunktion die Werte

K=1, T,=15s und T,=4s
bestimmt wurden. Daraus wird das Verhiltnis
T./T, = L. 0,27
iR Ty T

gebildet und mit diesem werden aus Bild 2.2 in den dargestellten Schritten 1 bis 3 die
Werte
n=4, r=-025 T/T,=0,1

und daraus
T=T,-001=15s

ermittelt. Mit diesen Werten ergibt sich nach Gl. (2.4) die Ubertragungsfunktion

3 Prinzipiell kénnte das hier vorgestellte Verfahren aufgrund der Verwendung des Modells mit den Mo-
dellparametern K, T und r auch als parametrisches Identifikationsverfahren interpretiert werden. Da
es sich aber um ein einfaches Ableseverfahren handelt, wird dieses zusammen mit den nichtparame-
trischen Identifikationsverfahren in diesem Kapitel behandelt.
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Bild 2.2 Diagramm zur Bestimmung der Kennwerte n, » und 7" von Gl. (2.4)
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1
(15s+1)(2s+1)(3s+ 1) (6s+ 1)
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2.2.2 Bestimmung der Ubergangsfunktion aus der Antwort auf
einfache Testsignale

Héufig ldsst sich in der Praxis aus unterschiedlichen Griinden als Testsignal am Ein-
gang des zu untersuchenden Systems keine sprungférmige Erregung tiber lingere Zeit
aufschalten. Konnen statt einer sprungformigen Erregung andere einfache Testsignale,
wie z.B. Rechteck- oder Dreieckimpulse oder rampenformige Signale, verwendet werden,
kann auch in diesen Fillen sowohl die Ubergangsfunktion h(t) als auch die Gewichts-
funktion g(t) einfach ermittelt werden. Dazu wird die Systemantwort tiber die Zerlegung
des Testsignale in einzelne Anteile und entsprechende Uberlagerung der Antworten auf
die einzelnen Anteile bestimmt. Dies wird nachfolgend fiir einen Rechteckimpuls und fiir
eine Rampenfunktion als Testsignal gezeigt.

Wird als Eingangstestsignal u(t) zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein Rechteckimpuls uy(t) mit der
Amplitude K* und der Impulsdauer 7}, verwendet, dann kann dieser aus der Uberlage-
rung zweier um 7}, verschobener Sprungfunktionen o(¢) in der Form

u(t) = up(t) = K*o(t) — ot = Tp)] (2.5)
und das zugehdrige Ausgangssignal durch
y(t) = K*h(t) — K*h(t — Tp)

dargestellt werden. Daraus folgt als Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte Ubergangs-
funktion die Beziehung

1
=

h(t) y(t) + h(t —Tp),  t>0. (2.6)
Aus Gl. (2.6) lasst sich A(t) unter der Bedingung, dass das System fiir ¢ < 0 in Ruhe war
und somit y(¢) = 0 und h(t) = 0 gesetzt werden kann, leicht graphisch oder numerisch
sukzessive aus y(t) ermitteln.

Bei Verwendung einer Rampenfunktion mit der Anfangssteigung K* /7, und dem End-
wert K* bei t = T}, als Eingangstestsignal kann dieses aus der Uberlagerung zweier um
die Zeit T}, verschobener und entgegen gerichteter Anstiegsfunktionen mit der Steigung
K*/T, bzw. —K* /T, gemaf Bild 2.3 zusammengesetzt werden. Diese Anstiegsfunktio-
nen koénnen auch aus der Integration zweier um die Zeit 7}, gegeneinander verschobener
Sprungfunktionen der Hoéhe K* /T, bzw. —K* /T, gebildet werden. Unter der Vorausset-
zung eines linearen zeitinvarianten Systemverhaltens darf die Integration von der Ein-
gangsseite auf die Ausgangsseite verschoben werden, womit sich dann durch Differentia-
tion des Ausgangssignals y(t) iiber die Beziehung

dy(t)

—q = K"h(t) = K*h(t Ty, (2.7)

die gesuchte Ubergangsfunktion schlieflich iiber

_ 5 dy®)

h(t) =
®) K* dt

+h(t—Tp) (2.8)

wieder sukzessive numerisch oder graphisch ermitteln lésst.
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Bild 2.3 Rampenfunktion als Uberlagerung zweier Anstiegsfunktionen

2.2.3 Bestimmung der Gewichtsfunktion durch numerische Ent-
faltung

Sofern fiir die Identifikation keine speziellen einfachen Testsignale verwendet werden kon-
nen, kann die Gewichtsfunktion prinzipiell numerisch durch Entfaltung aus den gemes-
senen Eingangs- und Ausgangssignalen bestimmt werden, wie nachfolgend gezeigt wird.

Der allgemeine Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangssignal, u(t) und y(t),
sowie der Gewichtsfunktion g(t) eines linearen zeitkontinuierlichen Systems wird durch
das Duhamelsche Faltungsintegral

oo

y(t) = / g(r)ult - 7)dr (2.9)

— 00

beschrieben, wobei aufgrund der Kausalitdt des Systems, also g(¢t) = 0 fiir ¢ < 0, als
untere Integrationsgrenze 0 und mit der Annahme u(t) = 0 fiir ¢ < 0 als obere Inte-
grationsgrenze ¢ gesetzt werden kann. Sind die Signalwerte von w(t) und y(t) zu den
Zeitpunkten 0, A7, 2A7, ..., kAT bekannt, so ldsst sich durch eine numerische Ent-
faltung der Gl. (2.9) die Gewichtsfunktion g(t) punktweise ermitteln. Hierzu wird das
Integral in Gl. (2.9) durch eine Rechteckapproximation néherungsweise in eine Summe
iiberfiihrt, also
K3
y(iAT) = Z u(t — vAT) g(vAT) AT, (2.10)
v=0

wobei hier eine konstante Schrittweite A7 angenommen wurde, die einen hinreichend
kleinen Wert annehmen sollte.* Fiir i = 0,1,2, ...,k ergibt sich aus Gl. (2.10) ein System
von k + 1 Gleichungen

(2.11)

y(kAT) = u(kAT) g(0) AT + ...+ u(0) g(kAT) AT

4 Natiirlich ist diese Rechteck- oder alternativ eine Trapezapproximation auch fiir nicht konstante
Schrittweite moglich.
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mit den k + 1 Unbekannten ¢(0), ..., g(kA7). Durch eine Normierung der Zeitachse und
der Gewichtsfolge g(k) auf die Schrittweite A7 geméf Bild 2.4 geht Gl. (2.10) iiber in
die Faltungssumme

y(k) = > ulk = )g(v) (2.12)
v=0
und Gl. (2.11) kann fiir die diskreten Zeitpunkte k auf die Vektor-Matrix-Darstellung

y(0) u(0) 0 0 9(0)
y(1) u(1) u(0) ... 0 g(1)

| : .. S I (2.13)
y(k) u(k) u(k—1) w(0)]  [g(k)
y(k) U(k) g(k)

gebracht werden. Uber Inversion der Matrix U (k) kann dann die entfaltete Gewichtsfolge
(als Approximation der Gewichtsfunktion) geméfs

g(k) =U""(k)y(k) (2.14)
bestimmt werden.

Uber diese numerische Entfaltung und Niherung der zur Berechnung der Ubergangs-
funktion erforderlichen Integration

h(t) = /g(T) dr (2.152)

durch Summenbildung ergibt sich schlieflich aus g(k) die gesuchte Ubergangsfolge, also
die Ubergangsfunktion, in der zeitnormierten diskreten Darstellung geméfy

h(k) =Y g(v). (2.15h)

Bei den Berechnungsverfahren zur direkten Losung linearer Gleichungssysteme wie in
Gl. (2.14) (z.B. Gaufisches Verfahren, Verfahren nach Gaufi-Banachiewicz, Verfahren
nach Gauf-Jordan mit Pivotsuche oder Quadratwurzelverfahren nach Cholesky) kénnen
allerdings numerische Schwierigkeiten aufgrund einer schlechten Konditionierung der zu
invertierenden Matrix auftreten.

Bei der hier beschriebenen direkten Bestimmung der Gewichtsfolge durch Entfaltung
handelt es sich um ein Interpolationsverfahren [Str75]. Die ist daran ersichtlich, dass die
Gewichtsfolge so bestimmt wird, dass die mit der bestimmten Gewichtsfolge berechnete
Ausgangsgrofle exakt mit der gemessenen Ausgangsgrofe iibereinstimmt, die Gleichun-
gen in dem Gleichungssystem (2.11) also exakt erfiillt werden. Bereits kleinste Mess- oder
Rundungsfehler in den Messdaten kénnen bei Interpolationsverfahren zu erheblichen Feh-
lern in dem bestimmten Modell fiihren, da das Modell ja exakt an die fehlerbehafteten
Daten angepasst wird [Str75]. Bei der hier beschriebenen numerischen Entfaltung ist
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Bild 2.4 Beliebiges deterministisches Eingangssignal als Testsignal

dies auch daran ersichtlich, dass keinerlei Datenreduktion stattfindet. Aus k + 1 Messda-
ten werden k 4+ 1 Elemente der Gewichtsfolge bestimmt. Eine mit einer Datenreduktion
meist verbundene Rauschunterdriickung (z.B. im Sinne einer Mittelung) erfolgt damit
nicht. Die Bestimmung der Gewichtsfolge durch direkte Entfaltung gemaff Gl. (2.14)
ist daher nur bei nahezu ungestérten Signalen als brauchbar einzustufen. Soll direkt
aus den Messdaten die Gewichtsfolge bestimmt werden, ist es auf jeden Fall vorzuzie-
hen, ein Modell mit einer endlichen Gewichtsfolge (Modell mit endlicher Impulsantwort,
Finite-Impulse-Response-Modell) anzunehmen und die Gewichtsfolge dann iiber Para-
meterschdtzung zu bestimmen. Dabei ist dann in der Regel die Anzahl der verwendeten
Messdaten erheblich grofer als die Anzahl der zu schitzenden Parameter, sodass eine
Datenreduktion stattfindet. Die Identifikation iiber Parameterschitzung wird in Kapi-
tel 3 behandelt. Fiir die Bestimmung einer Gewichtsfolge endlicher Lénge kann das in
Abschnitt 3.3 behandelte Least-Squares-Verfahren verwendet werden.

2.2.4 Systemidentifikation mittels Korrelationsanalyse

2.2.4.1 Ermittlung der Gewichtsfunktion

Die meisten Systeme enthalten neben den eigentlichen Nutzsignalen (bei regelungstech-
nischen Systemen z.B. Fiithrungsgrofe und Stellsignal) auch zusiitzliche Storungen. Wirkt
beispielsweise eine innere (nicht messbare) Stérung z(t) geméf Bild 2.5 auf das gemessene
Ausgangssignal y(t), so liefert das Duhamelsche Faltungsintegral fiir die Ausgangsgrofe

y(t) = / g(o) u(t —o)do +/ 92(0) z2(t — o) do, (2.16)
0 0

wobei g, (t) die Gewichtsfunktion des Storverhaltens ist.

Fir die uber

T
1
Rpu(r) = Jim o [ u(e) ule+ 7
-

bestimmte Kreuzkorrelationsfunktion (siehe Anhang B.1) ergibt sich damit
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Bild 2.5 Messanordnung zur Bestimmung der Gewichtsfunktion

T oo
1
Ryu(7) = Thf;o 2T / /9(0) u(t — o) u(t + 7) dodt
70
T

T—oo 2T
-T

+ lim — / 792(0) 2t — o) u(t + ) dodt,

Die Auswertung dieser Integrale entsprechend dem in Anhang B.1 beschriebenen Vorge-
hen liefert

Ryu(r) = / Ro(r +0) g(0) do + / Re(7 + 0) g-(0) do. (2.17)

Unter der Voraussetzung, dass das Storsignal z(¢) und die Eingangsgrofe u(t) unkorreliert
sind und mindestens eines der Signale z(t) und w(t) mittelwertfrei ist, gilt

R..(7) =0 fir alle 7. (2.18)

Damit vereinfacht sich Gl. (2.17) zu
Ruy(T) = Ryu(—7) = /Ruu(T —o0)g(o)do . (2.19)

Diese Beziehung entspricht Gl. (B.4b) im Anhang B. Dort wird fiir den Spezialfall,
dass das Eingangssignal u(t) durch weifses Rauschen mit der spektralen Leistungsdichte
Suu(w) = 1 nach Gl. (A.88) mit C' = 1 beschrieben wird, in Gl. (B.5) gezeigt, dass die
Messanordnung geméfs Bild 2.5 als Kreuzkorrelationsfunktion gerade die Gewichtsfunk-
tion des zu untersuchenden Systems liefert, also

g(T) = Ryy (7). (2.20)

Fiir die praktische Anwendung von Gl. (2.20) sollte die spektrale Leistungsdichte S, (w)
nidherungsweise in dem Frequenzbereich konstant sein, in dem der Frequenzgang G(jw)
des zu untersuchenden Systems nicht verschwindet. Um diesen sehr einfachen Zusam-
menhang von Gl. (2.20) bei einer Systemidentifikation auch praktisch voll auszunutzen,
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wird daher in vielen Féllen als Systemeingangsgrofe u(t) ein annihernd weiffes Rausch-
signal gew&hlt. Dafiir haben sich wegen der einfachen Auswertung insbesondere binére
und terndre Rauschsignale gut bewéhrt, auf die nachfolgend n&her eingegangen wird.
An dieser Stelle soll auch darauf hingewiesen werden, dass die Korrelationsanalyse prin-
zipiell auch zur nichtparametrischen Identifikation nichtlinearer Systeme auf Basis der
Volterra- und Wiener-Reihen-Darstellung einsetzbar ist, wobei Korrelationsfunktionen
héherer Ordnung verwendet werden.”

2.2.4.2 Korrelationsanalyse mittels bindarer und terndrer Rausch-
signale

Im Folgenden wird die Korrelationsanalyse bei Verwendung von bindren und ternéren
Rauschsignalen als Testanregung fiir das zu identifizierende System beschrieben.

a) Gewdhnliches binfires Rauschen als Testsignal

Zur Erregung eines dynamischen Systems kann als Eingangsgrofie u(t) ein stochastisches
Telegrafensignal entsprechend Bild 2.6a verwendet werden. Dieses Signal nimmt nur die
beiden Werte +c und —c an und besitzt folgende Eigenschaften:

- Die mittlere Anzahl der Vorzeichenwechsel von u(t) pro Zeiteinheit ist v.

- Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass n Vorzeichenwechsel im Zeitabschnitt 7 auftre-
ten, wird durch die Poisson-Verteilung [Sac78|

P(n) = (';—T)ne*” (2.21)
bestimmt.
Die zugehorige Autokorrelationsfunktion
Ruw(m) = E{u(®)u(t + 1)} (2.22)
ergibt sich zu [Lan73]
Ruu(t) =2 eIl (2.23)

Als spektrale Leistungsdichte des Signals u(t) folgt mit Gl. (A.80)
oo
Suu (W) =2 / Ry (7) coswr dr (2.24)
0

und durch Einsetzen von Gl. (2.23) schlieflich

4c2y

) = i

(2.25)

5 Die Volterra- und die Wiener-Reihe werden in den Abschnitten 7.3.1 und 7.3.2 detaillierter betrachtet
und die Bestimmung der Kerne wird in Abschitt 8.3.2 behandelt.
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Bild 2.6 Zeitverlauf, Autokorrelationsfunktion R, (7) und spektrale Leistungsdichte
eines Telegrafensignals S, (w) fiir kleine Werte (durchgezogene Linie) und grofse Werte
(gestrichelte Linie) von v

Die Verldufe von Ry, (7) und Sy, (w) sind in Bild 2.6b dargestellt. Der Vergleich mit
Gl. (A.92) zeigt, dass diese spektrale Leistungsdichte der eines Gau-Markov-Prozesses
entspricht. Geméft Bild 2.6b ergibt sich bei grofen Werten von v iiber einen weiten
Frequenzbereich ein nahezu konstanter Wert der spektralen Leistungsdichte. Dieses Ver-
halten kommt also dem weifen Rauschen bereits sehr nahe. Die zugehérige Autokorre-
lationsfunktion kann dann ebenfalls ndherungsweise durch einen §-Impuls beschrieben
werden, dessen Gewichtung sich ergibt, indem iiber R,,(7) im Bereich —oco < 7 < o0
integriert wird. Da aufierdem definitionsgeméf das Integral {iber den §-Impuls im Bereich
—00 < 7 < oo den Wert 1 liefert, resultiert schliefslich

Ruu(7) ~ S6(7) . (2.26)

Einsetzen von Gl. (2.26) in Gl. (B.4b) ergibt unter Beriicksichtigung der Ausblendeigen-
schaft des 6-Impulses die Kreuzkorrelationsfunktion

g(T) . (2.27)
Die gesuchte Gewichtsfunktion

9(1) ~ C%Ruy(f) : (2.28)

die aus Gl. (2.27) angenéahert folgt, ist also der Kreuzkorrelationsfunktion direkt propor-
tional.
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Fir die Berechnung der Kreuzkorrelationsfunktion wird zweckméfigerweise Gl. (A.59)
gewihlt, da hier das Eingangssignal u(¢) um die diskreten Werte 7 = 75 verschoben
werden kann. Da u(t) nur die beiden Werte +c¢ und —c¢ annimmt, kann fiir 7 = 7
anstelle von u(t — 73) die Beziehung ¢ sgn u(t — 71, ) gesetzt werden. Somit ergibt sich fiir
eine geniigend grofe Integrationszeit 7" in Analogie zu Gl. (A.59) néherungsweise

ﬂlﬁ

uy Tk

T
/y sgn u(t — 7)) dt . (2.29)
0

Die Multiplikation unter dem Integral wird also hier auf eine Vorzeichenumkehr von y(t)
entsprechend dem Eingangssignal zuriickgefiihrt. Die gesuchte Gewichtsfunktion folgt
dann aus den Gln. (2.28) und (2.29) als

T
v
— (t —7%)dt 2.30
~ e / y(t) sgn u(t — 7)) dt (2.30)
0
Die Erzeugung des bindren Rauschsignals und seine Zeitverschiebung lassen sich mittels
eines Rechners einfach realisieren.

b) Quantisiertes biniires Rauschsignal als Testsignal

Fiir die praktische Anwendung eines bindren Rauschsignals erweist sich eine zeitliche
Quantisierung desselben als sehr vorteilhaft. Das zeitlich quantisierte Signal besitzt wéh-
rend der dquidistanten Intervalle At den festen Wert +c oder —c. Anderungen von einem
Wert zum anderen treten rein zufillig, aber stets am Ende derartiger Intervalle auf. Die
Autokorrelationsfunktion dieses Signals lautet [Fun75]

2 _ L .
Rou(r) = 1€ (=1 &l) i [7] < A, (2.31)
0 fir |7| > At.

Bei einer Verschiebung von u(t) um 7 = At kénnen somit u(t) und u(t—7) als unkorreliert
angesehen werden. Die graphische Darstellung des quantisierten Rauschsignals «(t) und
seiner Autokorrelationsfunktion R, (7) zeigt Bild 2.7. Diese Autokorrelationsfunktion
kann bei geniigend kleinem At ebenfalls ndherungsweise durch einen d-Impuls ersetzt
werden. Somit geht Gl. (2.31) iiber in

Ruu(7) = AL 6(T) (2.32)

wobei c?At gerade die Fliche unter der Autokorrelationsfunktion und damit das Gewicht
des 0-Impulses ist. Die weitere Auswertung erfolgt dann entsprechend dem im letzten
Abschnitt beschriebenen Weg.

¢) Quantisierte binfire und ternire Pseudo-Rauschsignale als Testsignal

Rein stochastische Testsignale, wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten beschrie-
ben, haben fiir die praktische Anwendung einige Nachteile. So kann z.B. die angestrebte
ideale Autokorrelationsfunktion des Testsignals nur bei nicht realisierbarer unendlich
breiter spektraler Leistungsdichte erreicht werden. Ferner ist zum Erzielen einer gewis-
sen statistischen Sicherheit bei der Bestimmung der Kreuzkorrelationsfunktion eine grofse
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Bild 2.7 (a) Quantisiertes binéres Rauschsignal u(t) und (b) zugehorige Autokorrelati-
onsfunktion R, (7)

Korrelationszeit, also Messzeit, erforderlich. Daher werden bei der praktischen Durchfiih-
rung von Korrelationsanalysen bevorzugt einfach erzeugbare, spezielle periodische binédre
und terndre Testsignale verwendet, bei denen die Kreuzkorrelationsfunktion mit voller
Genauigkeit, jedoch nur fiir den Fall, dass keine zusétzlichen Stérungen vorhanden sind,
bereits nach Integration iiber eine Periode exakt vorliegt. Diese Testsignale ermdéglichen
aber auch bei zusétzlich vorhandenen Storsignalen am Systemausgang (vgl. Bild 2.5),
z.B. bei Messrauschen, wesentlich kiirzere Messzeiten zur Bestimmung der Kreuzkorre-
lationsfunktion als bei Verwendung rein stochastischer Testsignale.

Die bei der Identifikation dynamischer Systeme verwendeten bindren und ternéren Im-
pulsfolgen haben aufgrund ihrer statistischen Eigenschaften unterschiedliche Anwendungs-
bereiche. In Tabelle 2.3 werden die Hauptmerkmale dieser Impulsfolgen systematisch
zusammengefasst und gegeniibergestellt [UF74]. Dabei wird zwischen folgenden, fiir die
praktische Anwendung wichtigen, Impulsfolgen unterschieden:

a) Binére Impulsfolgen bzw. PRBS-Signale (Pseudo-Random Binary Sequence):

- m-Impulsfolge,
- modifizierte m-Impulsfolge und

- maximal orthogonale Impulsfolge.

b) Ternére Impulsfolgen.

Aufgrund ihrer einfachen Erzeugung wird die m-Impulsfolge am haufigsten zur Korre-
lationsanalyse verwendet. Daneben wird aber auch die terndre Impulsfolge eingesetzt
[God66, Jul72, Fun75s).

Alle diese Pseudo-Rauschsignale haben eine dhnliche Autokorrelationsfunktion wie das
weifte Rauschen. Wegen der Periodizitdt des Testsignals

u(t) =u(t+T) (2.33)
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kann die obere Integrationsgrenze bei der Bestimmung der Korrelationsfunktion durch
die Periodendauer T ersetzt werden, und es folgt in Analogie zu Gl. (A.73) fiir die Au-
tokorrelationsfunktion

Ruu(T):% / w(tyult +7) dt (2.34)

und fiir die Kreuzkorrelationsfunktion

T
Ruy(1) = % / u(t)y(t+7)dt (2.35a)
bzw. .,
Ruy(7) :% / u(t — )yt dt . (2.35D)
0

Somit geniigt bei Verwendung von Pseudo-Rauschsignalen als Eingangssignal «(¢) unter
der Voraussetzung, dass y(t) keine zusétzlichen Stérungen enthélt, zur genauen Ermitt-
lung der Korrelationsfunktionen die Integration iiber nur eine Periode dieses Testsignals
u(t). Dies lisst sich, wie nachfolgend gezeigt, beweisen.

Gl. (B.4b) liefert in modifizierter Schreibweise

Ruy(r) = / 9(0) R (7 — 9) 0 + / GO R (7 — )9+ . (2.36)

Unter Beriicksichtigung der Ausblendeigenschaft des J-Impulses, der angenéhert in der
Autokorrelationsfunktion des Pseudo-Rauschsignals periodisch auftritt (vgl. Tabelle 2.3),
ergibt sich schliefilich

Ruy(t) = A(g(r) + g(r +T) +...) fiir 7 > 0, (2.37)

wobei A einen Bewertungsfaktor darstellt, der die nicht ideale Form der Autokorrelations-
funktion beriicksichtigt und der Fliache unter dem bei 7 = 0 auftretenden Dreieckimpuls
entspricht. Wird jetzt z.B. fiir eine m-Impulsfolge die Periodendauer T (bzw. fiir die
ibrigen Impulsfolgen T'/2) geringfiigig grofer als die Abklingzeit der Gewichtsfunktion
gewahlt, also so, dass

g(r) =0 firr>T (2.38)

gilt, dann ergibt sich anstelle von Gl. (2.37) die Kreuzkorrelationsfunktion

Ag(r) fur0<7<T,
Ry (1) ~ M ) (2.39)
£9(0) fuirT=0

g(r) ~ {

Ryy(r) fir0<7<T,
(2.40)
R, (0) firr=0.
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Die gemessene bzw. numerisch aus Messwerten ermittelte Kreuzkorrelationsfunktion ist
also angenéhert proportional der gesuchten Gewichtsfunktion, aus der dann unter Ver-
wendung bekannter Verfahren (siehe z.B. [Git70]) oder iiber die Auswertung der zugeho-
rigen Ubergangsfunktion geméf Gl. (2.15) die Struktur und die Parameter der Ubertra-
gungsfunktion bestimmt werden koénnen.

Wie oben bereits erwiihnt, stellen die Autokorrelationsfunktionen periodischer Impuls-
folgen nur néherungsweise mit 7' bzw. T/2 sich wiederholende positive bzw. negative
0-Impulse dar (vgl. Tabelle 2.3). Deshalb wird jeweils aus der dreieckimpulsférmigen F1&-
che der Autokorrelationsfunktion bei 7 = 0 der Bewertungsfaktor A abgeleitet, sodass
dann fiir die Autokorrelationsfunktion der m-Impulsfolge und fiir die der modifizierten
m-Impulsfolge in dem fiir die Identifikation interessierenden Bereich

2 N+1

N

Ryu(1) ~ At§(T) (2.41)

gilt sowie entsprechend fiir die Autokorrelationsfunktion der terndren Impulsfolge

2 L N+1

Run(r)m 3¢ =%

AL§(T) . (2.42)

Damit ergibt sich geméaf Gl. (2.40) als Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte Gewichts-
funktion:

- bei Verwendung von m- und modifizierten m-Impulsfolgen

Ryy(m) fiir 0 < 7 < Tipax,
(2.43)

(N —1)At fiir die m-Impulsfolge,

T, =
max N
<E — 1> At fiir die modifizierte m-Impulsfolge.

- bei Verwendung der terndren Impulsfolge

1 . N
2 N tRuy(T> fir0<r< (7—1)At,

g(T) = (2.44)
R.y(r) fir7=0.

z
>

win
a

2| =

%02 +1 At

4

Zusétzlich muss bei den Autokorrelationsfunktionen, die zwischen den dreieckférmigen
Impulsen nicht den Wert null aufweisen (z.B. bei der m-Impulsfolge und der modifi-
zierten m-Impulsfolge), dieser Anteil bei der Ermittlung der Gewichtsfunktion aus der
Kreuzkorrelationsfunktion noch beriicksichtigt werden, sofern dieser Einfluss nicht durch
glinstig eingestellte Versuchsparameter, z.B. grofse Werte von N, vernachlissigt werden
kann.
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Die praktische Ausfiihrung der Korrelationsanalyse zum Bestimmen der Gewichtsfunkti-
on g(7) geschieht zu diskreten Zeitpunkten 7; = ¢At. Die kontinuierliche Gewichtsfunk-
tion wird damit durch die diskrete Gewichtsfolge

gi = g(iAt), i=0,1,....W, (2.45)

ersetzt, wobei ausreichend viele Punkte der Impulsantwort beriicksichtigt werden miissen,
W also so gewihlt werden muss, dass g(iAt) ~ 0 fiir i = W+ 1,W 42, ... gilt. Gl. (2.45)

kann nun in der Form
1 w
2
W+1 ; 9i

normiert werden. Fiir die anhand einer Korrelationsanalyse bestimmten Werte von G;
ergibt sich bei Verwendung einer m-Impulsfolge als Varianz [Cum?70]

—1/2

Gi=gi

(2.46)

1
O%;i = O']z%uu — E . (247)

In dieser Beziehung ist R die Anzahl der fiir eine Messung verwendeten Einzelimpulse
der Lange At,
B{y*(t)}
A= ———== 2.48
B(=7(0) (245)

ist das Signal-Rausch-Verhéltnis und

2 _ (B[ 1), 1L

8 =\R) |R* N N
ist die Varianz der nicht idealen Form der Autokorrelationsfunktion der m-Impulsfolge,
wenn R kein ganzzahliges Vielfaches von N ist. Dabei ist R* = R mod N gilt, d.h. R*
stellt den ganzzahligen Rest dar, der bei der Division von R durch N iibrig bleibt, wobei

0 < R* < N —1ist (so wiirde sich z.B. mit R = 35 und N =5 der Wert R* = 35 mod
15 =5 ergeben).

Die Standardabweichung von Gj, also die Wurzel von aéi aus Gl. (2.47), ist in Bild 2.8
fiir N = 127 {iber R dargestellt, wobei fiir A verschiedene Werte als Parameter gew&hlt
wurden. Hieraus ist ersichtlich, dass fiir kleine Werte A der Fehler beim Bestimmen der
Gewichtsfunktion am grofiten ist. Bei grofsen Werten von A, also im weniger gestorten Fall,
werden diese Fehler weitgehend durch die nichtideale Form der Autokorrelationsfunktion
des Testsignals bestimmt. Im ungestorten Fall (A — oo) wird der Fehler bei R = N,2N, ...
zu null. Daher erweist es sich hier als zweckmafig, als Messdauer gerade die Periodendauer
T = NAt oder ein ganzzahliges Vielfaches derselben zu wéahlen.

Bild 2.9 zeigt die Standardabweichung der normierten Gewichtsfunktion fiir verschiedene
m-Impulsfolgen im ungestorten Fall. Bei Auftreten von Storungen (A < oo) verschieben
sich alle Kurven geméf Bild 2.8 nach oben. Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dass z.B.
bei gleicher Zeitdauer At eines Einzelimpulses die Standardabweichung der ermittelten
Punkte der Gewichtsfunktion fiir zunehmendes N grofer wird. Wird allerdings fiir ver-
schiedene m-Impulsfolgen, also fiir unterschiedliche N-Werte, eine gleiche Periodendauer
T = NAt zugrunde gelegt, dann wiirden sich die Verhéltnisse gerade umkehren. Dabei
miisste dann fiir zunehmende N-Werte die Impulsdauer verkleinert werden. Andererseits
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Bild 2.8 Einfluss der Messdauer und des Signal-Rausch-Verhéltnisses A auf die Stan-
dardabweichung der gemessenen Gewichtsfunktion fiir eine m-Impulsfolge mit N = 127
(A = oo entspricht dem ungestorten Fall)

darf aber At nicht zu klein gewahlt werden, da sonst das Signal-Rausch-Verhéltnis des
Ausgangssignals zu ungiinstig wird, d.h. das Storsignal z(¢) wiirde dann {iberwiegen,
vorausgesetzt, dass nicht die Amplitude ¢ des Testsignals vergrofert wird.
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Bild 2.9 Standardabweichung der gemessenen Gewichtsfunktion bei Verwendung ver-
schiedener m-Impulsfolgen fiir z(t) = 0 (A = 0o0) und At = const



2.2 Verfahren im Zeitbereich 33

Es erscheint in jedem Fall zweckméfig, in Abhangigkeit vom Storsignal bei der Wahl von
N und At einen Kompromiss zwischen Genauigkeit und Auflésung des Ausgangssignals
zu erzielen. Die nur von At abhéngige spektrale Leistungsdichte des Testsignals (bezogen
auf die Bandbreite wy,) muss etwa das 10- bis 30-fache der Bandbreite des untersuchten
Systems betragen, damit die gleichméfige Erregung aller Frequenzen gewahrleistet ist.
Dazu haben sich bei der praktischen Ausfiihrung der Korrelationsanalyse mit bindren m-
Impulsfolgen und terndren Impulsfolgen fiir die Auswahl von N und At bzw. T folgende
Regeln gut bewéhrt:

- T wird etwas grofer als die Abklingzeit des Systems gewéhlt (meist kann diese grob
aus Vorversuchen bestimmt werden).

- Fir m-Impulsfolgen wird N = 15, 31 oder 63 gew&hlt, wobei N = 15 bei stark
gestortem Ausgangssignal und N = 63 bei schwach gestortem Ausgangssignal zu
verwenden ist. Fiir ternidre Impulsfolgen wird entsprechend N = 26 oder N = 80
gesetzt.

Zur praktischen Ermittlung der Kreuzkorrelationsfunktion R, (7) kénnen der in Bild 2.5
gezeigten dhnliche Messanordnungen verwendet werden, wobei als Eingangssignal das
periodische Signal u(t) vorgesehen werden muss und fiir die Korrelationszeit (Messzeit)
zweckmaéfigerweise ein ganzzahliges Vielfaches der Impulsfolge-Periode, also ¢gNAt, ¢ =
1,2, ..., gewdhlt werden sollte.

Sehr einfach ldsst sich das bindre Pseudo-Rauschsignal einer m-Impulsfolge mit Hilfe ei-
nes Impulsgenerators auf Basis eines m-stufigen Schieberegisters erzeugen. Fiir den Fall
m = 4 ist ein derartiger Impulsgenerator in Bild 2.10 dargestellt. Die bindren Inhalte
des Registers werden jeweils nach Ablauf eines Zeitintervalls At um eine Binér-Stelle
nach rechts verschoben. Gleichzeitig wird ein neuer Eingangsimpuls (1 oder 0) mittels
einer Modulo-Zwei-Addition zweier speziell ausgesuchter Registerausginge erzeugt. Bei
dem dargestellten Generator wird somit in jedem Schritt eine 1 in die erste Registerstufe
gebracht, wenn die Inhalte der beiden letzten Registerstufen zuvor ungleich waren, an-
sonsten wird eine 0 in die erste Registerstufe geschrieben. Wenn zur Zeit ¢ = 0 dieser
Impulsgenerator mit einem von null verschiedenen Registerinhalt gestartet wird, dann
werden in den Registerstufen bindre m-Impulsfolgen mit einer Periode von N = 15 er-
zeugt. Bei einer Anordnung fiir m = 4 ist dies die maximale Linge der Impulsfolge.
Innerhalb dieser Periode treten alle moglichen Kombinationen des Registerinhaltes je-
weils nur einmal auf (mit Ausnahme der Kombination, bei der alle Registerinhalte gleich
0 sind). Das eigentliche Testsignal ergibt sich, indem der Inhalt einer Registerstufe fiir
die Ausgangsgrofie verwendet wird und 0 und 1 durch —c und c ersetzt werden. Bild 2.11
zeigt die mit dem in Bild 2.10 gezeigten Schieberegister erzeugte Impulsfolge und die
zugehorige Autokorrelationsfunktion, wobei fiir die Ausgangsgrofse der Inhalt der ersten
Registerstufe verwendet wurde. Ein entsprechender Impulsgenerator lasst sich mit einem
Rechenprogramm einfach realisieren.® Das folgende Beispiel verdeutlicht die Bestimmung
der Gewichtsfunktion iiber Korrelationsanalyse.

6 Eine Verallgemeinerung von biniren oder terniren Pseudo-Rauschsignalen stellen Pseudo-Random-
Multi-Level-Sequence-Signale (PRMS-Signale) dar, die L verschiedene Signalwerte annehmen kdnnen,
wobei L eine Primzahl ist. Diese konnen ebenfalls iiber ein Schieberegister bzw. iiber eine dazugehorige
Differenzengleichung mit modulo-Operationen erzeugt werden. Die Erzeugung von PRMS-Signalen
wird in Abschnitt 9.8.3.5 behandelt.
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ug@ Uy

+

Verschiebung
—————— —>

t/ At }1 }2 }3 }4
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
2 0 0 1 0
3 1 0 0 1
4 1 1 0 0
5 0 1 1 0
6 1 0 1 1
7 0 1 0 1
8 1 0 1 0
9 1 1 0 1
10 1 1 1 0
11 1 1 1 1
12 0 1 1 1
13 0 0 1 1
14 0 0 0 1

Bild 2.10 Tabellierte Schieberegisterinhalte des Impulsgenerators fiir eine Impulsfolge
(m = 4)

Beispiel 2.2

Fiir eine simulierte Regelstrecke, gebildet aus der Hintereinanderschaltung von drei Ver-
zogerungsgliedern erster Ordnung mit gleichen Zeitkonstanten 77 = T5 = T3 = 25 s und
der Verstiarkung Kg = 1, ergibt sich bei Verwendung einer m-Impulsfolge mit N = 63
als Eingangssignal u(t) die in Bild 2.12b dargestellte Kreuzkorrelationsfunktion.

Dabei wirkt sich allerdings der negative Gleichanteil der Autokorrelationsfunktion noch
stark auf die Kreuzkorrelationsfunktion aus. Deshalb muss in diesem Fall anstelle der
Gl. (2.41) die genauere Beziehung

N+1 2
2

- < (N — 1A .
RUU(T) =c N At5(7) , \T\ < ( 1) t, (2 49)

fiir die Berechnung der Kreuzkorrelationsfunktion

T
, N+1

Ruy(7) = TAt/g(ﬁ)(S(T—f})dﬁ—cN /g(ﬁ)dﬁ (2.50)
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Bild 2.11 (a) Binéres Pseudo-Rauschsignal u und (b) zugehdorige Autokorrelationsfunk-

tion Ry, fiir eine m-Impulsfolge mit m =4

gemessener Verlauf
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/ \
044 | N @
[4 \
] {
0 / RS r >
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/ So
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Bild 2.12 (a) Gewichtsfunktion der simulierten PT3-Regelstrecke und (b) die mit Hilfe
einer m-Impulsfolge ermittelte Kreuzkorrelationsfunktion (73 = To = T3 = 25 s, ¢ =

45, N =63, T = 3005s)
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zugrunde gelegt werden. Bei der Regelstrecke mit P-Verhalten nimmt unter der Voraus-
setzung, dass T' grofer ist als die Abklingzeit, das Integral im zweiten Term der Gl. (2.50)
gerade den Wert eins an. Als gesuchte Gewichtsfunktion folgt schliefslich

1 c?

Mit Hilfe dieser Beziehung wurde die in Bild 2.12a dargestellte Gewichtsfunktion aus
der punktweise gemessenen Kreuzkorrelationsfunktion bestimmt. Der Vergleich mit dem
exakten Verlauf der Gewichtsfunktion zeigt, dass die Abweichungen innerhalb der Zei-
chengenauigkeit liegen. [ ]

2.2.4.3 Korrelationsanalyse im geschlossenen Regelkreis

Bei der Bestimmung des dynamischen Verhaltens einer Regelstrecke mit der Ubertra-
gungsfunktion Gg(s) im geschlossenen Regelkreis nach Bild 2.13 muss beriicksichtigt
werden, dass das Stellsignal u(t) aufgrund der Riickfithrung stets mit dem Storsignal
z(t) korreliert ist. Damit wird die Bestimmung von Gg(s) mit Hilfe einer Korrelations-
messung R, (7) ausgeschlossen, da R,.(7), wie in Abschnitt 2.2.4.1 hergeleitet, nicht
verschwindet. Sofern das iiber die Fithrungsgrofe w(t) aufgegebene Testsignal mit der
Storung z(t) unkorreliert ist, lasst sich der Frequenzgang der Regelstrecke Gg(jw) aber
mit Hilfe zweier Korrelationsmessungen bestimmen.

ﬁf—» GR(S) . GS(S) ——

Bild 2.13 Geschlossener Regelkreis mit Stérung am Ausgang der Regelstrecke

Werden mit y,, (¢) und u,,(t) die Ausgangsgrofe und die Stellgrofie bezeichnet, die sich fiir
z(t) = 0 ergeben wiirden sowie mit y,(¢t) und u,(¢) die Ausgangsgrofe und die StellgroRe
fiir den Fall, dass w(t) = 0 ist, so gilt aufgrund der Linearitdt nach dem Superpositions-
prinzip fiir die Regelgrofie

y(t) = yult) +y=(t) (2.52)

und fiir die Stellgrofie

Dabei sind die Signale w(t) und y.(t) sowie w(t) und wu,(t) unkorreliert und somit folgt
fiir die Kreuzkorrelationsfunktion von w(t) und y(t)
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T
1
Ru(r) = Jim o [ wiote+
-T
- " e " | (2.54)
= Jim o= / w(t)yw(t +7) tJrTl_{n(><> T / w(t)y,(t +7) dt
-T -T
= Ruy, (1)

und fiir die Kreuzkorrelationsfunktion zwischen w(t) und w(¢)

T
1
Ru(r) = Jim / w(tyu(t + 7) dt
-T

T

lim dt+ Tim us(t+7) dt (259)

= Jim o= / W () Uy (t+ 7) tJrTl_I;I;O oT / w(t)uy(t +7)
-T -T

= Ruyu, (T) .
Nach Gl. (B.4b) ergibt sich andererseits fiir die Kreuzkorrelationsfunktion aus Gl. (2.54)

oo

Rwyw (T> = / gyw(U) wa(T - 0') do (256)
0

und fiir die Kreuzkorrelationsfunktion aus Gl. (2.55)
Ry, (T> = / Guw (U) wa(T - 0') do , (2.57)
0

wobei gy und gy die Gewichtsfunktionen des Ubertragungsverhaltens zwischen w und
y bzw. w und u im geschlossenen Kreis sind. Die Fourier-Transformation der Gln. (2.56)
und (2.57) liefert die Kreuzleistungsdichtespektren

Swyu, (Jw) = Gyw (_]Cd) Sww (W) (258)

und
S, () = G (Jw) Sww(w) - (2.59)

Aus Bild 2.13 folgt unmittelbar fiir die in diesen beiden Beziehungen enthaltenen Fre-

quenzgénge

Y(w) _ Gr(w)Gs(jw)

Gyw(jw) = W(iw) 1+ Gr(jw)Gs(jw)

(2.60)

und
U(jw) Gr(jw)

W(w) 1+ Gr(jw)Gs(jw)

Guw(jw) = (2.61)
Die Division der Gln. (2.58) und (2.59) sowie der Gln. (2.60) und (2.61) liefert unter
Berticksichtigung der Fourier-Transformierten der Gln. (2.54) und (2.55) direkt als ge-
suchten Frequenzgang der Regelstrecke
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: _ Gyu’(Jw> _ S’wyw (Jw) _ Swy(Jw)
Gs(9) = Goli®) ™ Sou (@)~ Swaliw) ° (2:62)

Somit kann durch die Ermittlung der beiden Kreuzleistungsspektren, z.B. anhand der
beiden zugehorigen, gemessenen Kreuzkorrelationsfunktionen R, (7) und Ry, (7), der
gesuchte Frequenzgang Gg(jw) der Regelstrecke im geschlossenen Regelkreis bestimmt
werden.

2.2.4.4 Direkte Bestimmung des Frequenzgangs durch Korrela-
tionsanalyse

Unter den zu Beginn dieses Kapitels genannten Voraussetzungen gelten zwischen Real-
und Imaginérteil des Frequenzgangs G(jw) = R(w) + jI(w) und der Gewichtsfunktion
g(t) die Beziehungen

oo

R(w) = /g(t) coswt dt (2.63)

bzw.
oo

I(w) = 7/ g(t) sinwt dt, (2.64)

0=
wobei g(t) = 0 fiir ¢ < 0 vorausgesetzt wird. Aufgrund dieser beiden Beziehungen lassen
sich R(w) und I(w) in einfacher Weise wie in Bild 2.14 dargestellt durch eine Kreuz-
korrelationsmessung bestimmen. Mit diesem Messprinzip lassen sich Frequenzgangsana-

lysatoren aufbauen. Es kann auch einfach programmtechnisch auf einem Mikrorechner
realisiert werden [Unb75].

Mittel- | Z(w) = Ruy(0)

wert

_[g

Sinus- ' Yy
generator — > 9(t); G(jw)
U= \/2 sinwt

L - - £
\ECOS wt X Mittel- ﬂj Ruy( 2w>
> wert

Bild 2.14 Messung des Frequenzgangs tiber Kreuzkorrelation
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Wird fiir das Eingangssignal u(t) = Asinwt mit A = v/2 die Autokorrelationsfunktion
gebildet, so ergibt sich

Ruu (1) = (A?/2) coswT = coswT . (2.65)

Um Gl (B.4b) aus Anhang B anwenden zu kénnen, muss anstelle von Gl. (2.65) die
Beziehung

Ryy(m —v) = cosw(T — V) (2.66)

= COSWT COSWV + sinwT sinwv

verwendet werden. Wird Gl. (2.66) in Gl. (B.4b) eingesetzt, ergibt sich fiir die beiden

Werte 7 = 0 und 7 = —7/2w die Kreuzkorrelationsfunktion zu
oo
R.4(0) :/ g(v) coswrdv (2.67)
0
und -
Ry (7%) = 7/ g(v) sinwrvdy . (2.68)
0

Diese beiden Beziehungen sind aber gerade identisch mit denen der Gln. (2.63) und (2.64).
Durch eine derartige Korrelationsmessung kénnen somit direkt der Real- und Imaginarteil
von G(jw) ermittelt werden, wobei die Zeitverschiebung 7 = —7/2w einfach durch eine
Phasenverschiebung am Sinusgenerator erzeugt wird.”

Die Ausgangssignale der Multiplikationsblocke setzen sich als Produkt zweier gleichfre-
quenter Sinusschwingungen je aus einem Gleichanteil und einer Sinusschwingung der
doppelten Frequenz zusammen. Die Gleichanteile entsprechen den gesuchten Werten des
Real- und Imaginérteils. Es ist also erforderlich, die iiberlagerte Wechselgrofe durch eine
anschliefende Filterung bzw. Mittelwertbildung mdéglichst weitgehend zu unterdriicken.
Das hier geschilderte Verfahren hat den Vorteil, dass kleinere stochastische Storsignale,
die sich dem Ausgangssignal eventuell noch iiberlagern, durch die anschliefende Mittel-
wertbildung weitgehend unterdriickt werden.

2.2.5 Systemidentifikation anhand der vorgegebenen Gewichts-
funktion

Nachdem in den vorhergehenden Abschnitten gezeigt wurde, wie die Gewichtsfunktion
eines Ubertragungssystems sowohl aus deterministischen als auch stochastischen Signalen
ermittelt werden kann, soll nachfolgend aus einer graphisch vorgegebenen Gewichtsfunk-
tion g(t) als parametrisches Modell des zu identifizierenden Systems die Modelliibertra-
gungsfunktion

bo+bis+ - byps™

ag+a1s+ - ap_18" L4 8"

Gu(s) = (2.69)

7 In Bild 2.14 kommt dies dadurch zum Ausdruck, dass fiir den zweiten Eingang des unteren Multipli-
kators v/2 cos(wt) = v/2sin(w(t + 7/2w)) verwendet wird.
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mittels der Momentenmethode bestimmt werden [Ba54|. Ausgangspunkt dieses Verfah-
rens ist der Zusammenhang zwischen g(t) und G(s) iiber die Laplace-Transformation

G(s)=Z{g(t)} = /g(t) e St dt. (2.70)
h

Wird in Gl (2.70) der Term e ** um den Punkt st = 0 in eine Taylor-Reihe entwickelt,

so ergibt sich
G(s) = / (1 SR G0 S G ) g(t) dt. (2.71)

2! 3!
o=
Daraus folgt
i i Oy
G(s)= [ glt)ydt —s [ tg(t)dt + o trgt)dt £ ... . (2.72)
0- 0- 0-

Alle in Gl. (2.72) auftretenden Integrale kénnen nun als Momente der Gewichtsfunktion
aufgefasst werden, wobei jeweils nur eine numerische Integration der zeitgewichteten
Gewichtsfunktion #'g(t) durchzufiihren ist. Wird das i-te Moment der vorgegebenen Ge-
wichtsfunktion als

M; = / thg(t) dt (2.73)
o=
definiert, dann ldsst sich Gl. (2.72) umschreiben in die Form
52 3
Gls) = Mo — sMy+ 57 Mz — op My £ .. (2.74)

Aus Gl. (2.69) folgt dann durch Gleichsetzen mit Gl. (2.74)

2 3
(MofleJr%Mg—%Mgﬁ:. ) (a0 +ars 4.4 8") = (bo + bis + ...+ bns™). (2.75)

Der Koefhizientenvergleich liefert hieraus m + n + 1 algebraische Gleichungen, aus denen
mit den zuvor berechneten Momenten M; die m + n + 1 zu identifizierenden Parameter
ag, 1, ..., An_1, bo, b1, ..., by leicht bestimmt werden koénnen. Dies wird anhand eines
einfachen Beispiels gezeigt.

Beispiel 2.3
Wird m = 1 und n = 2 gewéhlt, so ergibt sich durch Ausmultiplizieren der Beziehung
aus Gl. (2.75) und anschliefenden Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem

Myao = by,

(—Mlao + M0a1) s = b18,

M.
<2—'2a0 — Myaq + MO) s? = 0,

M. M. ]
( 3 —2a1M1>5‘30
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zur Berechnung der gesuchten Modellparameter ag, ai, by und by. Dieses Gleichungssy-
stem kann in Matrix-Vektor-Form als

T M, 0 -1 07 [a] [ 07
—M; My 0 -1
M a1 0
“2 M 0 0] =
2! bo —Moy
M3 My

s o 0 O] {e] [ My

—— N——
M Pm Yy

angegeben werden. Damit kann der gesuchte Parametervektor iiber
pu=M"y
berechnet werden. [ ]

Die hier beschriebene Form der Momentenmethode lésst sich fiir lineare Systeme mit
aperiodischem Verhalten anwenden und ist wegen der dabei durchgefiihrten Integration
unempfindlich gegeniiber hochfrequenten Stérungen. Beim Auftreten von niederfrequen-
ten Storungen empfichlt sich eine erweiterte Version dieser Methode [Bol73].

Bei der sogenannten Fldchenmethode kénnen die Koeflizienten eines speziellen Ansatzes
fiir G(s) aus einer mehrfachen Integration der vorgegebenen Ubergangsfunktion ermittelt
werden. Bei der Interpolationsmethode werden die m +n 4+ 1 unbekannten Parameter der
Ubertragungsfunktion nach G1. (2.69) so berechnet, dass die approximierende Ubergangs-
funktion in m 4 n + 1 Punkten mit dem Verlauf der vorgegebenen Ubergangsfunktion
tibereinstimmt [Lep72].

Der Vollstandigkeit halber sei erwdhnt, dass es dhnlich der Auswertung einer vorgege-
benen Ubergangsfunktion anhand spezieller Kennwerte, die bei h(t) abgelesen werden
konnen (wie in Bild 2.1 bereits dargestellt), auch Verfahren gibt, die mittels abgelese-
ner Kennwerte aus dem Verlauf der Impulsantwort g(¢) die Ermittlung einer rationalen
Ubertragungsfunktion G(s) gemi Gl. (2.69) ermdglichen [Git70], worauf aber hier nicht
weiter eingegangen werden soll.

2.3 Verfahren im Frequenzbereich

2.3.1 Messung des Frequenzgangs und Approximation durch
rationale Funktionen

Liegt von einem zu identifizierenden Ubertragungsglied der direkt gemessene oder z.B.
iiber Gl. (2.62) anhand einer Korrelationsanalyse berechnete Verlauf des Frequenzgangs
G (jw) punktweise vor, dann ist es zweckmifig, G(jw) bzw. die zugehorige Ubertragungs-
funktion G(s) durch eine rationale Modelliibertragungsfunktion Gy (s) zu approximieren.
Dieses Vorgehen stellt eine Identifikation im Frequenzbereich dar. Grundsétzlich kann bei
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Systemen mit minimalphasigem Verhalten das klassische Frequenzkennlinienverfahren
[Unb08] dazu angewendet werden, bei dem nur der Betrag |G(jw)|, also der Amplitu-
dengang, zur Approximation durch elementare Standardiibertragungsglieder beginnend
mit den niedrigsten w-Werten verwendet wird. Der approximierende Frequenzkennlinien-
Verlauf der einzelnen Standardiibertragungsfunktionen liefert die Eckfrequenzen dersel-
ben, und die gesuchte Gesamtiibertragungsfunktion ergibt sich dann aus der Multipli-
kation der gefundenen Einzeliibertragungsfunktionen. Da bei einer Systemidentifikation
jedoch meist nicht im Voraus bekannt ist, ob ein System mit minimalphasigem Verhalten
vorliegt, kann dieses Verfahren nur eingeschrinkt angewendet werden. Diese Einschrén-
kung liegt beim nachfolgend dargestellten Verfahren nicht vor [Unb66b].

Bei diesem Verfahren wird vom Verlauf der Ortskurve eines gemessenen oder aus anderen
Daten berechneten Frequenzgangs

G(jw) = R(w) +jI(w) (2.76)

ausgegangen. Es soll dazu eine gebrochen rationale, das zu identifizierende System be-
schreibende Ubertragungsfunktion

bo +b1s+...+b,s"

Gm(s) = Rum(s) + jIm(w) = ap+a1s+ ...+ aps”

(2.77)

mit a,, b, reell und a, # 0 ermittelt werden, die fiir s = jw die Ortskurve G(jw) mog-
lichst gut annéhert. Da tiber die Hilbert-Transformation ein eindeutiger Zusammenhang
zwischen der Realteilfunktion R(w) und der Imaginérteilfunktion I(w) besteht, geniigt
es auch, z.B. nur die gegebene Realteilfunktion R(w) durch Ry(w) zu approximieren.
Damit wird automatisch auch Iy (w) gewonnen.

Die praktische Durchfiihrung dieser Approximation erfolgt durch eine konforme Abbil-
dung der s-Ebene auf die w-Ebene mittels der Transformationsgleichung

0'(2)—1—82 Ug—wz
w=— 5 bzw. w = — 5
gy — 8 oy +w

fur s = jw, (2.78)

durch die der Frequenzbereich 0 < w < oo in ein endliches Intervall —1 < w < 1 iiber-
geht. Damit kann R(w) mit gleichbleibenden Werten als r(w) in der w-Ebene dargestellt
werden (siehe Bild 2.15), wobei die konstante Grofe og so gewéahlt werden sollte, dass der
wesentliche Frequenzbereich fiir R(w) auch in der w-Ebene moglichst stark berticksichtigt
wird. Durch eine zweckmaéfige Wahl von 2n+ 1 Kurvenpunkten von r(w) kann fiir v (w)

der Ansatz
co+caw+ ...+ cpw”

1+d1w++dnw"
gemacht werden, woraus durch Auflésung des zugehorigen Systems von 2n + 1 linearen
Gleichungen die Parameter ¢y, ..., ¢, und dy, ..., d, ermittelt werden kénnen, da fiir die
gewihlten Punkte r(w,) = rv(w,) gilt.3

rv(w) = (2.79)

Die Riicktransformation der nun bekannten Funktion ry(w) mittels Gl (2.78) liefert
direkt den Realteil Ry(w) der gesuchten Ubertragungsfunktion Gy (s) fiir s = jw. Fiir
diesen gilt

8 Die 2n 4+ 1 Kurvenpunkte miissen nicht dquidistant sein, vielmehr sollten die Intervalle dort kleiner
sein, wo 7(w) kleine Werte aufweist.
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R(w) w 0l ... |00

5

)
1

-
w

-1 \./

Bild 2.15 Transformation von R(w) in r(w)

Rat(w) = %(GM(S) +om(—s)| (2.80)

s=jw
Zur Abkiirzung wird
1
H(s) = 3 (GMm(8) + Gum(—35)) (2.81)

eingefiihrt. Uber eine Faktorisierung des Nennerpolynoms von H(s) in ein Hurwitz-
Polynom D(s) und ein Anti-Hurwitz-Polynom D(—s), also

2 2n C (s?
b~ Qo O b G C[?) (2.82)
Do+ D152+ ...+ Dyps®™ — D(s)D(—s)
kann mit dem Ansatz bo +bis+ ... +b s”
0 1S e nS
_ 2.
und
D(s) =ap+a1s+ ...+ aps" (2:84)

direkt die Ubertragungsfunktion Gyy(s) ermittelt werden. Dabei ergeben sich die Koef-
fizienten by, ..., b, durch Koeffizientenvergleich der Gln. (2.80) und (2.82), sofern zuvor
die Gln. (2.83) und (2.84) in Gl. (2.80) bzw. in Gl. (2.82) eingesetzt wurden. Die prakti-
sche Durchfithrung dieses Verfahrens erfolgt mittel eines Rechenprogramms. Dabei wird
die Struktur von Gy (s) zunéchst durch die in dem Ansatz geméf Gl. (2.79) verwendeten
2n + 1 Kurvenpunkte bestimmt. Werden hierbei sehr viele Punkte gewihlt, so nehmen
die Koeffizienten hoherer Ordnung in G (s) automatisch sehr kleine Werte an und kon-
nen somit vernachléssigt werden. Dieses Verfahren liefert also neben den Parametern
auch die Struktur von Gy (s). Die erzielte Genauigkeit der Systembeschreibung ist sehr
hoch, wobei trotzdem die Ordnung von Z&hler- und Nennerpolynom vergleichsweise nied-
rig bleibt, was gerade fiir die Weiterverarbeitung eines solchen mathematischen Modells
sehr vorteilhaft ist. Am nachfolgend dargestellten einfachen Beispiel wird der prinzipielle
Ablauf des Verfahrens erlautert.
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Beispiel 2.4
Es sei n = 1 gewahlt, dann wird

co + cpw

TM(w> = 1 +d1’w .

Sind durch die Lésung der beschriebenen einfachen Approximationsaufgabe die Parame-
ter cg, c; und d; ermittelt, so erfolgt mit

03+52

2 _ 2
05— 8

die Riicktransformation geméf Gl. (2.80)

crg + 52

co+cC1 7 3

Rai(w) = H(s)| ey = P
1+d; =2

+ 10_(2) o2

Zusammenfassen liefert

(co+c1) o+ (—co+c1) 82
(d1 + ].) 0'8 + (dl — 1) 82

H(s) =

Abgekiirzt folgt entsprechend Gl. (2.82)

_Gt+Gis? . CO(sf) 1
Do+ Dys2  D(s)D(—s) 2

H(s) (Gu(s) + Gra(—s)). (2.85)

Mit dem Ansatz nach Gl. (2.83)

und mit
D(s) =ap+ a1s

gemif Gl. (2.84) ergibt sich nach Einsetzen dieser beiden Beziehungen in Gl. (2.80)

H(s) = % (bo + 1) Dz()z;) 5( (_b;))+ b1s) D(S)] . (2.86)

Aus der Auflésung von

D(s)D(—s) = Dy + D15> =0
ergeben sich die Wurzeln von D(s)D(—s) zu

1+d
8172:i\/—D0/D1 :iO'o 1 dl.
—d1

Da aber
D(s) =ap+ a1s

ist, folgt schlieflich nach Einsetzen der Wurzel und anschliefendem Koeflizientenvergleich
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ag = oo/ 1+ dy

und
ar = v/ 1-— dl.
Zur Berechnung der Parameter by und b; wird D(s) in Gl. (2.86) eingesetzt. Dies liefert

1 [(bo +b15) (a0 — a1s) + (bo — bis) (ao + ai1s)
2 D(s) D(—s)

H(s) =

oder ausmultipliziert

CLon — a bl 52
D(s) D(=s)

Der Koeffizientenvergleich zwischen den Gln. (2.85) und (2.87) ergibt die zwei Gleichun-

gen

H(s) = (2.87)

Co = ag bo,
Cl = —Qai b1

fiir die zwei noch unbekannten Parameter by und b;. Aufgelost ergibt sich dann

:@700(00—%01)

b -
0 Qo \/1 +d1
und
Cy co — C1
b= —— =

al \/17d1.
|

Die in Bild 2.16 dargestellte und approximierte Ortskurve zeigt die Ergebnisse der An-
wendung dieses Verfahrens am Beispiel eines Wérmetauschers.

2.3.2 Zusammenhinge zwischen Zeit- und Frequenzbereichs-
darstellungen

Wie bereits bei der Einfiihrung der Gln. (2.1) bis (2.3) erwdhnt wurde, gibt es aufgrund
der Laplace- und Fourier-Transformationen grundlegende Zusammenhénge zwischen den
kontinuierlichen Systembeschreibungen im Zeitbereich, also h(t) oder g(¢), und denen im
Frequenzbereich, G(s) oder G(jw). Ahnliche Beziehungen lassen sich auch fiir die ent-
sprechenden diskreten Systembeschreibungen, h(k) oder g(k), sowie die diskrete Uber-
tragungsfunktion G (z) oder den diskreten Frequenzgang G (e/“T) angeben. Da bei der
Systemidentifikation hiufig der Ubergang zwischen Zeit- und Frequenzbereichsdarstel-
lung erforderlich ist, werden nachfolgend einige Verfahren angegeben, die die numerische
Umrechnung zwischen beiden Darstellungsformen gestatten.
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Bild 2.16 (a) Punktweise vorgegebene Ortskurve (o) und Approximation (durchgezoge-
ne Linie) sowie (b) zugehorige Ubergangsfunktion eines Wérmetauschers, wobei die im
Kasten angegebenen Koeffizienten das mathematische Modell geméf Gl. (2.77) beschrei-
ben

2.3.2.1 Berechnung des Frequenzgangs aus der Sprungantwort

Wird ein lineares System zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch eine Sprungfunktion der Hohe K*
erregt, dann ergibt sich die Sprungantwort A*(¢) und damit gilt fiir die Ubergangsfunktion
h*(t)
h(t) = . 2.88
(1) = - (2:88)
Mit der Laplace-Transformierten von h(t), also

oo
H(s) = /h(t) e st dt,
0-
folgt die Ubertragungsfunktion des betreffenden Ubertragungssystems zu
oo
G(s) = sH(s) = s / h(t) o=t dt. (2.89)
0-

Fiir s = jw ergibt sich aus G(s) der Frequenzgang gemif Gl. (2.2) und mit Gl. (2.89)
folgt fiir dessen Real- und Imaginérteil
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R(w) = [‘(" / h*(t) sinwt dt, (2.90a)
o

I(w) = ;(" / h*(t) coswt dt. (2.90b)
o

Da fiir die Auswertung der Gln. (2.90a) und (2.90b) bei einer nichtparametrischen Mo-
dellierung des zu identifizierenden Systems die Antwort h*(¢) nicht analytisch, sondern
nur in Form einer Messung vorliegt, kann der jeweilige Integralwert fiir verschiedene
w-Werte nur numerisch ermittelt werden. Dieser Weg soll hier jedoch nicht beschritten
werden. Stattdessen wird ein Verfahren angegeben, das auf dasselbe Ergebnis fiihrt, des-
sen Herleitung aber nicht die direkte Auswertung der Gln. (2.90a) und (2.90b) erfordert
[Unb66¢].

Zunéchst wird der graphisch vorgegebene Verlauf der Sprungantwort h*(t), die sich fiir
t — oo asymptotisch einer Geraden mit beliebiger endlicher Steigung néhert, in N dquidi-
stanten Zeitintervallen der Grofe At durch einen Geradenzug h(t) entsprechend Bild 2.17
approximiert. Dabei stellt ¢y = NAt diejenige Zeit dar, nach der die Sprungantwort h*(t)
nur noch hinreichend kleine Abweichungen von der asymptotischen Geraden fiir t — oo
aufweist.

* A
R T
( ) "
At| At At| At
ho |hy |k |h3 haca| by |have -
=01t t t3 ... tva Ity tve tr

Bild 2.17 Annéherung der Sprungantwort i*(¢) durch einen Geradenzug h(t)

Werden nun die Abkiirzungen

hi —hg fiir v =0,
DPv =
h} 1 —2h; +h} firv=1.2,...,N,

v—1

(2.91)

eingefiihrt, dann laft sich zeigen [Unb08|, dass dem approximierenden Geradenzug iz(t)
von h*(t) der Frequenzgang

N
G(jw) = % {ho - ﬁ Zpy [sin(wrAt) —I—jcos(wyAt)]} (2.92)
v=0

entspricht. Die Zerlegung von G(jw) in Real- und Imaginérteil ergibt dann
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N
1 1
R(w) = 7 ho — AL Zpl, sin(wrAt) | , (2.93a)
v=0
N
1 1
I(w) = 7o oAl ;py cos(wrAt). (2.93b)

Mit diesen beiden numerisch leicht auswertbaren Beziehungen stehen somit Naherungs-
l6sungen fiir die Gln. (2.90a) und (2.90b) zur Verfiigung.

2.3.2.2 Berechnung des Frequenzgangs aus der Antwort auf nicht-
sprungformige deterministische Testsignale

Der im vorangegangenen Abschnitt erlduterte Ansatz kann auch auf die Anwendung
bei nichtsprungformigen, deterministischen Testsignalen erweitert werden. Hierzu wird
als Modellvorstellung angenommen, dass das deterministische Testsignal u(t), welches
zur Systemidentifikation eingesetzt werden soll, das Ausgangssignal eines fiktiven Uber-
tragungsgliedes ist, welches dem zu identifizierenden System geméf Bild 2.18 in Reihe
vorgeschaltet ist und sprungformig erregt wird. Uber die Vorschaltung des fiktiven Uber-
tragungsgliedes wird also das nichtsprungférmige Testsignal auf ein sprungférmiges Signal
zuriickgefiihrt.

Bild 2.18 Erzeugung eines beliebigen Testsignals u(t) durch ein vorgeschaltetes fiktives
Ubertragungsglied mit dem Frequenzgang G, (jw) und sprungférmiger Erregung u'(t) =

o(t)

Die beiden Signale u(t) und y(¢) brauchen dabei nur die Bedingung erfiillen, dass sie fiir
t > 0 eine endliche Steigung aufweisen und fiir ¢ — oo asymptotisch in eine Gerade mit
beliebiger endlicher Steigung iibergehen. Der gesuchte Frequenzgang G(jw) ergibt sich
geméfs Bild 2.18 zu

G(jw) = = ) | (2.94)

Da sowohl G, (jw) als auch G, (jw) die Frequenzginge sprungformig erregter Ubertra-
gungsglieder darstellen, ldsst sich G(jw) anhand von Gl. (2.94) durch zweimaliges An-
wenden des im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Verfahrens berechnen. Unter
Verwendung der Gl. (2.92) folgt somit fiir den gesuchten Frequenzgang geméif Gl. (2.94)
naherungsweise
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N
Yo — =k O D [sin(wrAt) + jcos(wrAt)]
uo — k7 O Pu [sin(wpdt) + jcos(wpAt)
pn=0

Dabei wird gemif Bild 2.19 das Eingangssignal u(t) in M, das Ausgangssignal y(t)
in N dquidistante Zeitintervalle der Lange At bzw. At’ unterteilt und die zugehorigen
Ordinatenwerte u,, und y, werden abgelesen. Aus diesen Werten werden die Koeffizienten

bo = Y1 — Yo,
Py = Yog11 — 2 + Y1 fliirv=1,... N,
do = U1 — Uo,
QG = Upt1 —2uy +up—r firp=1,...,M,

gebildet. Dabei ist zu beachten, dass die beiden letzten Ordinatenwerte, also uy; und
upr+1 bzw. yy und yyn1, bereits auf der jeweiligen asymptotischen Geraden des Signal-
verlaufs fiir ¢ — oo liegen sollten.

U n -1 YN+1

0 Llade t 0 JAde t

Bild 2.19 Zur Berechnung des Frequenzgangs aus gemessenem Eingangs- und Ausgangs-
signal

Fiir verschiedene héufig verwendete Testsignale sind die aus Gl. (2.95) resultierenden
Ergebnisse in Tabelle 2.4 zusammengestellt [Unb68]. Dementsprechend brauchen nur die
bei den jeweiligen Testsignalen sich ergebenden Werte y,, des Antwortsignals in die be-
treffenden Gleichungen eingesetzt werden, um den Real- und Imaginirteil des gesuchten
Frequenzgangs G(jw) zu berechnen.

Abschliefiend sei noch darauf hingewiesen, dass die Berechnung des Frequenzgangs auch
mittels einer diskreten Fourier-Transformation der abgetasteten Zeitsignale erfolgen kann.
Der Frequenzgang kann dann iiber den als empirischen Ubertragungsfunktionsschétz-
wert (Empricial Transfer Function Estimate, ETFE [Lju99]) bezeichneten Quotienten
der diskreten Fourier-Transformierten von Ausgangs- und Eingangsgrofe bestimmt wer-
den. Dabei werden zweckméfigerweise periodische Testsignale verwendet. Dies wird in
Abschnitt 9.8.2 eingehender betrachtet.
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Tabelle 2.4 Frequenzgangberechnung mit Testsignalen [Unb68§|
. F G(jw)=R il
Testsignal u(f) requenzgang G(jw) e(w) + jIm(w),
Pv=Yv4+1— 2y + Yy 1
Sprung 1 1 X
u(t) 4 Re(w) = F Yo — A Z p,, sin(wrAt)
K v=0
1 1 N
. Im(w) = *FE Z py COS(UJI/At)
0 t v=0
Ty < N T
Rechteckimpuls o sin 1 ‘Z b cos| At wi,
wAt v=0 v 2
u(t) 4 Re(w) = (T
2K sin|—2
K 2
w‘TP 1 N . At b
. : Yo 08| — E,EO p,, sinw|v. 5
> m(w) =
0 Ty t (w) (ot
2K sin P
2
Dreieckimpuls wT N wT
P Y, sin| —2 L > p, cos|lmwAt —L2
A wAt v=0 2
u(t) Re(w) = .
* 8K sin? WTP
Kefaaaeo Wl 4
P
T 1 N A pr
. : ( ) Yo sinf — E,/Z::U P, cos|mw -
T t m(w) = "
0 P 8K" |«
S1I1
;qu
P 3 5 wT N wT
Trapezimpuls Y sin ] > p,, cos|rwAt —L
Re(w) 2 (VA 2
A e(w) =
() v [,
K* g wT Sin D) a (simn T a
\ wTP 1 lz\’: . At w‘TP
- Y, COS +— sin|vw. —
0 aT, T, e Toar s 2
In(w) = e
w w
L4k sin|—"a [sin|—2(1 a)
a pr 2 2
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o1

Tabelle 2.4 (Fortsetzung)

Testsignal u({) Freqnenzgalig G(jw) =Re(w) + jIm(w),
Pv=Y 41— 2y1/ +Y, 1
pr
R o wT 1 N pr
ampe Re(w)= cos|——|——— sin|vwAt — ——
P @) . pr Yo 2 wAt ,,Eop'/
u(t)“ K Sin T
K- pr
9 wT 1 N pr
-+ | Im(w)= sin|—|——— cos | vwAt — —
0 Ip t @) N wT Yo wAt ,,Eo Py 2
K sin|—2
2
Re(w) = -1 5 (wrAt)
e(w)=—ly, —— ,, sin (wWrAt) —
) ( P i PR
Verzogerung
1.0Ordnung N
u( )k —wT, ,,z::o p,, cos (wi/At)H
K*
"’l / N
4 Im(w) = 1* YowT ———| 3 p, cos(wrAt) —
A t‘ K wAt|,—o
0 ip
N
—wT, 3 p, sin(vwAt)
v=0
wT 2
I
27 wT 1 N wT
Kosinusimpuls Re(w) = sin|—2 - —— cos|vwAt — —P
@) Yo wAL ,/Z::() by 2
u(t)f
K=
— wT N wT
0 _P+sz sin|rwAt — —L2
wAt ,—o ¥ 2
Anstiegsfunktion T 1 N
Re(w) = —2-——- 3 p, cos(wrAt)
u(t)“ K wAt v=0
K*
wT 1 N
N Im(w) = —& Yo ———" > Dy sin(wyAt)]
0 Tp t wAL =0
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2.3.3 Berechnung der Ubergangsfunktion aus dem Frequenzgang

Den Ausgangspunkt des hier beschriebenen Verfahrens [Unb66a| stellt Gl. (2.3b) dar.
Der Verlauf von

- I -
I(w) = % w>0,  I(0) # oo, (2.96)
sei als gegeben vorausgesetzt. Durch einen Streckenzug 3¢, $1, ..., sy wird (w) im

Bereich 0 < w < wpyy1 so approximiert, dass fir w > wy der Verlauf von I (w) = 0
wird (siehe Bild 2.20a). Auf der w-Achse werden nun wie in Bild 2.20b dargestellt jeweils
bei den (nicht notwendigerweise dquidistanten) Werten w,, v = 0,1,...,N, wy = 0,
beginnende Strecken aufgetragen, deren Steigung gleich der Differenz der Steigungen der
Strecken 5,41 und §, ist. So werden fir v = 0,1, ... ,N die Rampenfunktionen

(2.97)

0 fiir w < wy,
su(w) =

by(w—wy) fiir w>w,,
mit den jeweiligen Steigungen

I(w1) = I(wo)

fir v =0,
w1 — Wo
b, = § Lwe) Zlwn) L) = Hevmt) gy, g N1 (208)
Wy4+1 — Wy Wy — Wp—1
_[(wN)_I(wN_1> firv=N
wWN —WN-1

definiert. Die Gréfen f(wl,), v =0,1,...,N, werden dabei direkt aus dem Verlauf von
I(w) entnommen.

Die Approximation von I (w) kann dann durch Uberlagerung dieser Rampenfunktionen
und Addition von I(wp) in der Form

I(w) ~ I(wo) Z Sp(w (2.99)
erfolgen. Wird entsprechend der Voraussetzung I (w) &~ 0 fiir w > wy die obere Integra-
tionsgrenze zu w = wy gesetzt, so geht Gl. (2.3b) in die Form

wWN

2 -
h(t) = R(0) + = Z Sp(w) coswtdw + I(wg) [ coswtdw (2.100)
:[s ] f

tiber. Mit Gl. (2.97) folgt aus Gl. (2.100)
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' I{w)

®

S

/ 5y (w) ! - ;[l]
O et B
erl “2 sy “)y\ﬁz\r 1(“"
sq(w) 8, (w)

Bild 2.20 (a) Anniherung der Kurve I(w) = I(w)/w durch einen Streckenzug
50,51, -.,8n und (b) Darstellung der Rampenfunktionen s, (w) nach Gl. (2.97)

2 N WN WN
—Z /wcoswtdwfwl,b,,/coswtdw (2.101)
™

N
9 .
+ —I(w /coswtdw.
T

0

Nach Auswertung der Integrale und Zusammenfassung aller Terme ergibt sich dann fiir
t>0

N

h(t) ~ R(0) + 2 {Smwt li(wo) +3 by(wn — wy)]

¢ v=0
N N
1 coswnt
—t—QZbycoswyt—l— 2 Zby}.
v=0 v=0

Wird beriicksichtigt, dass in Gl. (2.102)

(2.102)
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und
N

I(wo) + > by(wy — w,) = I(wy) =0

v=0

gesetzt werden kann, so folgt schlieflich

2
h(t) = R(0) + —3 Z b, cosw,t, t>0. (2.103)

Diese Gleichung erlaubt zusammen mit Gl. (2.98) durch Einsetzen von Werten fiir ¢ recht
einfach eine nédherungsweise Berechnung der Ubergangsfunktion h(t) aus dem vorgege-
benen Frequenzgang G(jw).
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