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Les opérateurs pseudodifférentiels (ou « micro-
différentiels », comme on dit souvent aujour-
d’hui) sont la suite des opérateurs intégraux
singuliers introduits par Giraud et Tricomi.
Ces opérateurs ont été repris et développés
par Calder6én et Zygmund dans les années 50.
Une remarquable application est un théoréme
d’unicité du probleme de Cauchy, dii a Calderén.

Cependant, ces opérateurs sont restés un peu
confidentiels avant leur utilisation par Atiyah et
Singer dans le calcul de I’indice des opérateurs
elliptiques. Leur utilité dans ce sujet tient au fait
que I’indice ne dépend que du « symbole » de
I’opérateur, et est invariant par sa déformation.
On obtient ici une beaucoup plus grande sou-
plesse que si ’on se limitait aux symboles des
opérateurs différentiels elliptiques.

Il parut alors naturel d’obtenir une véritable
généralisation des opérateurs différentiels, que
les opérateurs intégraux singuliers ne générali-
saient que tres partiellement; ceci fut I’oeuvre
des articles de Kohn-Nirenberg, Bokobza-
Unterberger, et Hormander qui définissent les
opérateurs pseudodifférentiels dans le cadre
différentiable, et donnent dans ce contexte leurs
propriétés de base.
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Le premier travail de Louis Boutet de Monvel
dans ce sujet est sa these [B66a,B66b], consacrée
a I’extension de la théorie aux variétés a bord
et aux problemes aux limites elliptiques. Il en
tire une démonstration remarquablement simple
du théoreme d’indice d’Atiyah-Bott relatif aux
problemes aux limites elliptiques [B71].

Le travail suivant de Louis, en collaboration
avec Krée [BKr67], consiste en la version
analytique des opérateurs pseudodifférentiels.
Un résultat-clef est I'inversibilité des opérateurs
de symbole principal inversible; ce résultat
est obtenu au moyen d’une majoration tres
astucieuse. Ce travail donne d’une facon naturelle
des noyaux élémentaires analytiques pour les
systemes elliptiques analytiques. Il est une des
deux bases de « I’analyse microlocale » a la
Sato, (I'autre étant le « faisceau C » de Sato,
microlocalisation des hyperfonctions).

Un autre travail important de Louis dans ce
domaine est son article sur les opérateurs de
Toeplitz et leur indice.! Ce sont des opérateurs
définis sur le bord B d’un ouvert strictement pseu-
doconvexe et relativement compact d’une variété
analytique-complexe. Ils operent sur les fonctions
différentiables sur B qui se prolongent en fonc-
tions holomorphes a I'intérieur. En utilisant des
résultats antérieurs de Melin-Sjostrand et de Bou-

'Dans une autre direction on pourra aussi citer le livre
[BGu81] de Victor Guillemin et Louis, consacré a la
théorie spectrale des opérateurs de Toeplitz.
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tet de Monvel-Sjostrand, respectivement sur les
opérateurs intégraux de Fourier a phase complexe
et sur les noyaux de Bergman, il montre que ces
opérateurs admettent un calcul identique au cal-
cul des opérateurs pseudodifférentiels, et il donne
un théoréme d’indice dans ce contexte.

Une conséquence relativement facile de ces
résultats est une variante (un peu plus générale)
du théoréeme d’indice d’Atiyah-Singer, et une
généralisation de leur théoreme de I’indice re-
latif (c’est-a-dire avec parametres). Dans le cas
général, le théoréme est énoncé en termes de D-
modules, comme un théoreme d’image directe,
qui fait intervenir des classes de K-théorie a
valeurs dans la variété caractéristique. La dé-
monstration utilise une méthode a la Grothen-
dieck, plongement et projection (comme I’ avaient
déja fait Atiyah-Singer). Ce travail [BMa90] est
en collaboration avec ’auteur de ces lignes. Je
profite de l’occasion pour dire que, outre les
préliminaires sur les opérateurs de Toeplitz dont
j’ai déja parlé, la plus grande partie de ce travail
est due a Louis. En particulier, la généralisation
du théoréme de Bott-Thom nécessaire dans la
partie « projection » lui est entierement due. Ma
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contribution s’est limitée pour 1’essentiel a avoir
indiqué le type de résultats qu'on cherchait a
démontrer. Je tenais a le dire ici.
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