Vorwort

Differentialgleichungen wurden von Newton (1642—1727) eingefiihrt. Nach dessen Vor-
stellung driicken Differentialgleichungen die Gesetze der Natur aus. Ihre Losungen sind
Funktionen, welche Phanomene bzw. Prozesse der Natur beschreiben, abhingig von zu-
sdtzlichen Bedingungen wie Anfangs- oder Randbedingungen. Spitestens mit den klas-
sischen Arbeiten von J. Bernoulli (1667-1748), Euler (1707-1783), d’ Alembert (1717-
1783) und Lagrange (1736—1813) sowie spéter von Laplace (1749-1827), Gaul} (1777—-
1855), Jacobi (1804-1851), Hamilton (1805-1865) und Liouville (1809-1892) etablierte
sich die Verwendung von Differentialgleichungen als grundlegendes mathematisches Mit-
tel zur Formulierung von Gesetzen der Physik und insbesondere der Mechanik (vgl. [5],
[26]). Inzwischen spielen Differentialgleichungen in vielerlei Anwendungsgebieten der
Mathematik eine bedeutende Rolle (siehe z. B. [3], [9], [10]). Dies gilt insbesondere fiir
gewohnliche Differentialgleichungen (GDGn), deren Losungen Funktionen einer skalaren
Variablen sind, im Kontext von Anwendungen hiufig der Zeit- bzw. einer Ortsvariablen.
Mathematisch war das Bestreben lange Zeit, fiir spezielle Typen von GDGn Verfah-
ren zur expliziten analytischen Darstellung der Losungen bzw. von Approximationen der
Losungen — nach Moglichkeit in geschlossener Form — zu entwickeln. Ferner wurden all-
gemeine Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Losungen formuliert und bewiesen. Von
den zahlreichen klassischen Lehrbiichern iiber GDGn sei in diesem Zusammenhang ins-
besondere auf die Biicher [1], [8], [9], [12], [19], [21], [23], [24] und [37] hingewiesen.
Eine neue Epoche der mathematischen Behandlung von GDGn begann mit Poincaré
(1854-1912). Er begriindete mit einer Reihe von Arbeiten ([32], [33], [34]) die so ge-
nannte qualitative Theorie von GDGn und somit die Theorie dynamischer Systeme [7].
Hierbei stehen geometrische Eigenschaften der Losungen bzw. von Losungsmengen im
Fokus der Betrachtung. Diese Entwicklung wurde wihrend der ersten Hilfte des 20. Jahr-
hunderts insbesondere durch russische Mathematiker wie A. M. Lyapunov (1857-1918),
der die Stabilititstheorie fiir Bewegungen begriindete, wesentlich vorangetrieben (vgl.
[27], [29], [31]). Der eigentliche Durchbruch setzte jedoch erst in den 1950er Jahren ein,
eng verbunden mit bahnbrechenden Arbeiten u. a. von Kolmogorov (1903—-1987), Arnold
(1937-2010), Moser (1928-1999), Smale (geb. 1930) und Takens (1940-2010). Diese
Entwicklung fand allerdings bislang kaum Eingang in die einfiihrende Lehrbuchliteratur.
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Das vorliegende Lehrbuch versucht, diese Liicke im Bereich der Mathematik-Ausbil-
dung im Bachelor- bzw. zu Beginn des Masterstudiums zu schlieen, ohne dabei den
klassischen Stoff zu vernachlédssigen. Es behandelt auf mathematisch sehr griindliche
Weise die wichtigsten analytischen Methoden und Resultate der klassischen Theorie fiir
Anfangswertprobleme zu GDGn (Kap. 1, 4 und 5), inklusive von Sétzen zur Existenz,
Eindeutigkeit und Fortsetzbarkeit von Losungen sowie zur stetigen, Lipschitz-stetigen
und differenzierbaren Abhingigkeit der Losungen von den Anfangsdaten und von den
Parametern (Kap. 3). Auch ein Einblick in die klassische Losungstheorie fiir Rand- und
Eigenwertprobleme zu GDGn wird gegeben (Kap. 5). Dariiber hinaus werden grundle-
gende Elemente der qualitativen Theorie eingefiihrt und ausfiihrlich besprochen (Kap. 2).
Damit bietet das Buch insbesondere einen idealen Einstieg in die Theorie dynamischer
Systeme. Thematisch verwandte Biicher ([3], [4], [6], [15], [16], [17], [20], [28], [36])
dringen wesentlich tiefer in die qualitative Theorie von GDGn ein als dies im Rahmen
einer einsemestrigen Vorlesung im Bachelorbereich moglich ist.

Dem Buch liegt eine Vorlesung iiber GDGn zugrunde, die an der TU Miinchen regelmi-
Big fiir Studierende im 4. Fachsemester der Bachelorstudiengénge Mathematik und Physik
gehalten wird. Es wird lediglich Vertrautheit mit dem an Universititen in Grundvorlesun-
gen iiblicherweise gelehrten Stoff der Analysis und der Linearen Algebra vorausgesetzt.

Die Anordnung des Stoffes ist so gewihlt, dass das Lehrbuch in Vorlesungen unter-
schiedlichen zeitlichen Umfangs und unterschiedlicher mathematischer Tiefe einsetzbar
ist. In den Kap. 1, 4 und 5 liegt der Fokus auf konstruktiven analytischen Losungsme-
thoden, wobei stets ein Bezug zu relevanten theoretischen Grundlagen aus den Kap. 2
und 3 hergestellt wird. Numerische Methoden werden nicht behandelt. Die Kenntnis des
Inhalts von Kap. 3 sowie der relativ technischen Beweise einiger Sitze, welche in den An-
hang (Kap. 6) ausgelagert sind, ist fiir ein angemessenes Verstindnis des librigen Stoffs
nicht zwingend erforderlich. Daher kann beides je nach Format einer Vorlesung auch voll-
standig weggelassen oder abschnittsweise in die Behandlung des iibrigen Stoffs integriert
werden. Zahlreiche, detailliert ausgearbeitete Beispiele sowie eine umfangreiche Aus-
wahl an Ubungsaufgaben zu jedem Kapitel dienen einem besseren Verstindnis bzw. zur
Ergiinzung des behandelten Stoffs. Bei den mit einem Stern * gekennzeichneten Ubungs-
aufgaben ist der Schwierigkeitsgrad hoher einzuschitzen als bei den tibrigen. Wichtige
Bezeichnungen und Begriffe sind an den Stellen im Buch, wo sie eingefiihrt bzw. erklirt
werden, fett gedruckt. Als bekannt vorausgesetzte Sitze, die im Buch nicht formuliert
sind, werden in kursiver Schrift zitiert.

Ich danke meiner Ehefrau Karin fiir die unschitzbare Hilfe, das Manuskript fiir das
Buch zu TgXen. Hans-Peter Kruse habe ich die Auswahl und Formulierung vieler Ubungs-
aufgaben zu verdanken. Bei den Herausgebern der Lehrbuchreihe Mathematik Kompakt,
allen voran bei meinem Kollegen Martin Brokate, und beim Birkhduser-Verlag bedanke
ich mich vielmals fiir die Anregung bzw. fiir die Erméglichung, dieses Buch zu schreiben.

Garching b. Miinchen, Januar 2017 Jiirgen Scheurle
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