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2 Rechnen mit reellen Zahlen

Mathematischer Exkurs 2.1: Worum geht es hier?

Was verbinden Sie mit dem Wort ,,Mathematik*? Da fillt —
unabhéngig davon, ob man es in der Schule mochte oder
nicht — jedem von uns bestimmt vieles ein. Zwei mogliche
Beispiele konnten vielleicht die folgenden sein:

,,Mathe? Das ist so schon ,logisch‘: Entweder die Rechnung
ist richtig oder falsch!* Oder: ,,Mathematik? Da rechnet man
doch die ganze Zeit mit Zahlen!*

Schon allein diese beiden Aussagen enthalten den Kern des-
sen, was in diesem einfiihrenden Teil des Buches beschrieben
wird:

m  Mathematik hat etwas mit Logik zu tun: Wir werden hier
in kurzer und knapper Form lernen, was wir unter Logik
in diesem Fall verstehen und wofiir sie gut ist.

m  Mathematik hat etwas mit Zahlen zu tun: Was sind das
eigentlich fiir komische Gebilde, die Zahlen? Welche un-
terschiedlichen Arten gibt es davon, was kann man mit
ihnen machen bzw. wie geht man mit ihnen um?

= Mathematik hat etwas mit Rechnen zu tun: Zahlen kon-
nen verkniipft werden, d.h., man kann mit ihnen in
gewisser Weise arbeiten. Dieses Arbeiten ist das Rech-
nen, das wir schon von der Schule kennen und das nach
bestimmten Regeln erfolgt! An diese miissen wir uns hal-
ten, ansonsten konnte es — speziell bei den praktischen
Anwendungen — zu bosen Uberraschungen kommen. So-
mit werden wir uns mit genau diesen Regeln befassen und
sie tiben.

Mathematischer Exkurs 2.2: Was konnen Sie nach Abschluss dieses Kapitels?

Diese Frage hingt natiirlich auch davon ab, wie viel Zeit man
zum Uben aufwenden will, aber vorausgesetzt, Sie befassen
sich ernsthaft mit dem Stoff, dann ...

. wissen Sie, welche Logik hinter der Mathematik prin-
zipiell steht, und kennen die wichtigsten Eigenschaften von
Aussagen und deren Verkniipfungen,

... konnen Sie erkldren, was eine Menge im mathematischen
Sinne ist, und wie Mengen dargestellt und untereinander ver-
kniipft werden konnen,

. wissen Sie, was die sogenannten reellen Zahlen sind,
welche unterschiedlichen Zahlentypen darin enthalten und

welches die wichtigsten Gesetze bzw. Regeln fiir sie
sind,

... konnen Sie die genannten Regeln anwenden.

Vielleicht hort sich das fiir den einen oder anderen Leser
(bzw. die eine oder andere Leserin) sehr einfach an — so
ganz nach dem Motto: ,,Hatte ich schon alles in der Schule —
was soll das hier?“ Aber auch hier zeigt die Erfahrung aus
jahrelanger Vorlesungspraxis, dass durchaus Wiederholungs-
bedarf besteht. Somit hat dieser Einfiihrungsteil in jedem Fall
seine Berechtigung.

Mathematischer Exkurs 2.3: Miissen Sie dieses Kapitel iiberhaupt durcharbeiten?

Wenn Sie die folgenden Fragen bzw. Aufgaben sicher und
richtig beantworten bzw. 16sen kdnnen, beherrschen Sie die
wesentlichen Inhalte dieses Kapitels und sind gut gewapp-
net fiir das, was anschlieBend kommt. Alle hier gestellten
Aufgaben werden an den passenden Stellen innerhalb die-
ses Kapitels aufgegriffen und vorgerechnet, sodass stets eine
Kontrollméglichkeit besteht.

2.1 Es seien die folgenden Aussagen gegeben:
p: Esregnet.
q: Die Strafe ist nass.
r: Ich habe sechs Richtige im Lotto.
s: Ich kaufe mir einen Sportwagen.

a. Formulieren Sie fiir jede Aussage die jeweilige Ne-
gation.

b. Welche sinnvollen (!) Aussagenverkniipfungen kon-
nen mit p, g, r, s und deren Negationen gebildet
werden? Formulieren Sie diese.

2.2 Kann eine der beiden Relationen ,,C* oder ,,=* auf die
jeweiligen Mengen angewendet werden? Wenn ja wel-
che?

a.M={1,3,57}und N = {7,5,3,1}
b.A ={a,b,c,d,e,f}und B = {b,f}
c. C = {Schmidt, Meier, Miiller},

D = {Anne, Fred, Tom}.
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Bilden Sie anhand der Mengen in Aufgabe 2.2c das
Kreuzprodukt D x C. Wie kann man die Ergebnismenge
in Worten interpretieren?

Es seien die Mengen A = {—1,0,1,2,3}, B = {1,2,3},
C = {4,5, 6} gegeben. Berechnen Sie AUB, ANB, A\B,
AUBUC.

Vereinfachen Sie die folgenden algebraischen Summen:
a.a+b—2a—5+7bh—c

b.2Q2y—2)+ 5y—2) — 2z + 7y)

c.d4y—20+ B —2)—2@z+7y)
d—(x+3—-y)—2x+y)

Berechnen Sie das Doppelte von —5(2a + 3b — 4c)
Multiplizieren Sie:

a. (x+3)(x+8)

b. (3a + 2b)(9a — 2b + 3c¢)

Wenden Sie bei der Berechnung der folgenden Aus-
driicke eine der drei binomischen Formeln an:

a. (5 —3x)*

b. 2y + 3)*

c. (x—=3)(x+3)

d. (9z—11x)(9z + 11x)

e. (x+3)°—(x—1)°

f. (a—b—rc)

Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke als Produkte
(,,Faktorisieren®):

a. (@ —y)

b. 4 —9x22

c.2x* — 18

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14
2.15
2.16

2 Rechnen mit reellen Zahlen

Vereinfachen Sie:
a. (54x+24y): 6
b (8uv+4u2—12uw)

4u
Berechnen Sie die folgenden Potenzen bzw. vereinfa-
chen/kiirzen Sie:
a. 10*-10° |
5 5
b.(3) - (3)
c. X (5)64 — 2x3)

d (l2"7(l"
a1l —gn

Schreiben Sie den Bruch als Potenz mit negativem gan-

zem Exponenten:
1

a. §7
b. 155
In seinem ,,Abacus‘ hat Leonardo von Pisa (um 1220)

folgende Gleichungen aufgestellt. Bitte priifen Sie die-
se nach:
a. 2% — /50— /12
b, V200 _ 4V200(3-+2)
T3+V2 T 7 R
Schreiben Sie als Wurzel: 32, b5, a?
Schreiben Sie als Potenz: «4/6_4, N s N2
Bestimmen Sie die folgenden Logarithmen: log, 64,
log,, 1000, log; 81
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2 Rechnen mit reellen Zahlen

2.1 Welche sind die logischen

Grundlagen in der Mathematik?

Erinnern wir uns an den Satz , Mathe? Das ist so schon ,lo-
gisch*!“ aus Exkurs 2.1 und versuchen wir, diesen einmal ein
wenig zu konkretisieren und zu erldutern. Was bedeutet es ei-
gentlich, wenn etwas vermeintlich logisch ist, bzw.: Was ist
Logik? Diese Frage ist nicht leicht zu beantworten, haben sich
doch schon seit der Antike viele Philosophen damit beschiftigt.
Spontan bzw. intuitiv ist man geneigt zu sagen, dass etwas lo-
gisch ist, wenn es schliissig oder nachvollziehbar erscheint. Das
heutzutage gerne zurate gezogene Onlinelexikon Wikipedia be-
sagt u.a., dass man ,,...unter Logik (von altgriechisch Aoyixh
€y vn logiké téchneé ,denkende Kunst®, ,Vorgehensweise®) [... ]
die Lehre des verniinftigen Schlussfolgerns* (Wikipedia 2013)
versteht. Nun wissen wir alle, dass Vernunft etwas ist, was
abhingig von der Sichtweise durchaus unterschiedliche Aus-
pragungen haben kann und somit stark von den agierenden
Personen abhingt.

Gliicklicherweise miissen wir diese Diskussion hier nicht weiter
vertiefen, sondern konnen uns in die — zumindest in dieser Hin-
sicht — etwas einfachere Welt der Mathematik zuriickzichen. In
dieser Welt ist es insofern leichter, als Sachverhalte lediglich in
zwei Kategorien eingeteilt werden: entweder in die ,,Kategorie
wahr* oder in die ,,Kategorie falsch. Diese Tatsache bewirkt,
dass wir in der Mathematik von der ,,zweiwertigen Logik* spre-
chen: Es gibt in dieser mathematischen Welt nur wahr oder
falsch — und nichts dazwischen.

Nun braucht es eigentlich nur noch eine Konkretisierung dessen,
was wir in der Mathematik als wahr oder falsch charakterisieren
mochten. Hierfiir bendtigen wir die sogenannten ,,Aussagen®,
die wir wie folgt definieren:

Merksatz

Unter Aussagen verstehen wir Sitze, die entweder wahr
oder falsch sind.

Anhand folgender Beispiele wird deutlich, was eine Aussage im
mathematischen Sinne ist bzw. was gegebenenfalls keine Aus-
sage ist:

Beispiel

m , Die Zugspitze ist ein Berg in Schleswig-Holstein* ist
eine falsche Aussage.

m  Diese weile Lilie” ist keine Aussage, aber:
,Diese Lilie ist weil* ist eine Aussage. Ob sie wahr
ist oder nicht, kann natiirlich nur entschieden werden,
wenn wir die Blume sehen.

m 25 ist eine ungerade Zahl®“ ist eine (wahre) Aus-
sage. <

Um mit Aussagen besser umgehen zu kdnnen, werden Sie mit
»~Namen® versehen. Diese Namen sind oftmals kleine lateini-
sche Buchstaben — gerne p, ¢, r etc. —, sodass die Aussagen
aus dem vorhergehenden Beispiel folgendermaBen geschrieben
werden konnen:

Beispiel

= p: Die Zugspitze ist ein Berg in Schleswig-Holstein.
= ¢: Diese Lilie ist weil3.
= 7: 25 ist eine ungerade Zahl. <

Da Mathematiker gerne Dinge und Sachverhalte kurz und knapp
ausdriicken, gibt es auch fiir die Beschreibung, ob eine Aussage
wahr oder falsch ist, eine Vereinbarung.

Merksatz

Jeder Aussage p wird ihr zugehoriger Wahrheitswert w(p)
zugeordnet. Dieser kann die beiden Zustinde W (fiir
,.wahr*) und F (fiir ,,falsch*) annehmen.

Betrachten wir z. B. die Aussage p: Ein Quadrat hat fiinf Kanten.
Diese Aussage ist falsch, und wir ordnen ihr den Wahrheitswert
w(p) = F zu. Wenden wir dieses Vorgehen auf das vorherge-
hende Beispiel an, so erhalten wir folgende Ergebnisse:

Beispiel

= Fiir die Aussage p: Die Zugspitze ist ein Berg in
Schleswig Holstein, gilt: w(p) = F.

m  Fiir die Aussage r: 25 ist eine ungerade Zahl, gilt
w(r) = W. |

Zusammenfassung

m In der Mathematik werden sogenannte Aussagen be-
trachtet. Dabei handelt es sich um Sétze, die entweder
wahr oder falsch sind (,,zweiwertige Logik*).

m  Aussagen werden mit kleinen lateinischen Buchstaben
bezeichnet.

= Aussagen kann ihr zugehoriger Wahrheitswert zuge-
ordnet werden. Dieser kann entweder W (fiir wahr)
oder F (fiir falsch) sein.

Was macht man nun mit diesen Aussagen, und wofiir sind
sie gut?

Diese Aussagen und das, was man mit ihnen praktisch ma-
chen kann, sind eine fundamentale Voraussetzung jeglicher
mathematischer Uberlegungen und Beweise. Auch wenn die-
ses Buch ginzlich ohne klassische Beweise auskommen wird,
so hilft die Beschéftigung mit den Grundlagen der Aussagenlo-
gik sehr, um das mathematische Denken zu iiben bzw. richtig
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zu trainieren. Dariiber hinaus werden wir Parallelen zu den
Mengen bzw. deren Darstellung und Verkniipfungen kennenler-
nen, und schlussendlich soll nicht unerwéhnt bleiben, dass diese
zweiwertige Logik die Grundlage in der Computerentwicklung
darstellt (diese rechnet intern auch nur mit zwei Zahlen bzw.
Zustinden: mit O und 1!).

So gesehen gibt es Griinde genug, um mit den Verkniipfungen
von Aussagen weiterzumachen. Hierfiir betrachten wir nun die
beiden folgenden Aussagen p und g:

p: Die Zahl 4 ist eine gerade Zahl.
q: Die Zahl 4 ist restlos durch 3 teilbar.

Jetzt fiigen wir diese beiden Aussagen zusammen, indem wir
beide Aussagen mit dem Wort ,,und* verkniipfen. Dabei erhalten
wir eine neue Aussage, die wir mit r bezeichnen:

r: Die Zahl 4 ist eine gerade Zahl und sie ist restlos durch 3
teilbar.

Diese Art der Verkniipfung gibt Anlass fiir die folgende Defini-
tion:

Merksatz

Die Verkniipfung zweier Aussagen p und g mit dem Wort
,,und“ nennt man Konjunktion. Die symbolische Schreib-
weise lautet: p /\ g, und man spricht sie als ,,p und g*.

Jetzt, da wir wissen, was eine Konjunktion r = p A\ ¢ ist, kon-
nen wir uns der Frage nach dem Wahrheitswert von » widmen.
Im vorliegenden Beispiel ist durch die Konjunktion die Aussage
,.Die Zahl 4 ist eine gerade Zahl und sie ist restlos durch 3 teil-
bar.” entstanden. Dies ist sicherlich falsch, d.h. w(r) = F, denn
4 ist zwar eine gerade Zahl, aber sicher nicht (!) restlos durch 3
teilbar. Allgemein gilt fiir den Wahrheitswert der Konjunktion:

Merksatz

Die Konjunktion p /\ ¢ ist nur dann wahr, wenn beide
Aussagen p und g wahr sind.

Etwas anders, d. h. nicht gar so streng, verhilt es sich, wenn wir
die beiden Aussagen p und ¢ mit dem Wort ,,oder* verkniipfen:

s: Die Zahl 4 ist eine gerade Zahl oder sie ist restlos durch 3
teilbar.

Diese Art der Verkniipfung nennt man Disjunktion:

Merksatz

Die Verkniipfung zweier Aussagen p und g mit dem Wort
,;,oder” nennt man Disjunktion. Die symbolische Schreib-
weise lautet: p \/ g, und man spricht es als ,,p oder g*.

Wichtig ist, dass die Disjunktion kein ,,entweder oder* bedeutet,
d. h., hinsichtlich des Wahrheitswertes gilt:

Merksatz

Die Konjunktion p \/ g ist wahr, wenn mindestens eine
der Aussagen p und g wahr ist.

In unserem Beispiel ist die Aussage s wahr, denn 4 ist in der Tat
eine gerade Zahl. Also ist eine der beiden Teilaussagen in der
Verkniipfung wahr, und es gilt w(s) = w(p \/ q) = W. (Es stort
in diesem Fall nicht im Geringsten, dass 4 nicht restlos durch 3
teilbar ist.)

Nun haben wir schon zwei ganz wichtige Aussagenverkniipfun-
gen kennengelernt, doch gibt es noch andere, die insbesondere
beim mathematischen Schlussfolgern eine wesentliche Rolle
spielen. Beginnen wir mit der ,,Wenn ... dann‘-Verkniipfung,
auch Implikation genannt. Diese wird wie folgt genutzt:
»Wenn die genannte Aussage (Voraussetzung) erfiillt ist, dann
gilt auch die genannte zweite Aussage (Schlussfolgerung).* Ein
einfaches Beispiel ist das folgende: Wir betrachten die beiden
Aussagen p und g mit

p: Der Student A ist an der TH Wildau immatrikuliert.
q: Der Student A hat ein Semesterticket.

(Bemerkung: Ein Semesterticket berechtigt in diesem Fall zur
Nutzung aller Busse und Bahnen in Berlin-Brandenburg). Da
jeder Student in Berlin-Brandenburg in der Tat automatisch ein
derartiges Ticket erhilt, hingen diese beiden Aussagen tatséch-
lich in der folgenden Art und Weise zusammen:

Wenn der Student A an der TH Wildau immatrikuliert ist, dann
hat er ein Semesterticket.

Auch fiir die Implikation gibt es ein Symbol bzw. eine Kurz-
form:

Merksatz

Die Implikation wird mit dem Doppelpfeil gekennzeich-
net: p = ¢ bedeutet ,,Wenn p eintritt, dann tritt auch ¢
ein“ und wird kurz ,,wenn ¢, dann p* oder auch ,,aus p
folgt ¢*“ gesprochen.

Theoretisch kann man sich jetzt natiirlich auch fragen, ob eine
Implikation ,,andersherum* gelesen bzw. formuliert immer noch
seine Richtigkeit behilt? In unserem Fall bedeutet die Umkeh-
rung:

q = p: Wenn der Student A ein Semesterticket besitzt, dann ist
er an der TH Wildau immatrikuliert.

Dies stimmt jedoch nicht, denn alle (!) Studierenden aus Ber-
lin und Brandenburg haben dieses Ticket. Die Immatrikulation
in Wildau ldsst sich somit aus dem Besitz des Semestertickets
keineswegs ableiten.

35




36

2 Rechnen mit reellen Zahlen

Halten wir also fest:

Merksatz

Die Implikation p = ¢ istim Allgemeinen nicht umkehr-
bar.

Auch im tiglichen Leben begegnen wir ofter einmal Situatio-
nen, in denen Implikationen nicht umkehrbar sind. Zum Beispiel
konnen wir aus der Aussage ,,Wenn es regnet, dann ist die
Stra3e nass.* nicht zwingend umgekehrt schlussfolgern: ,,Wenn
die StraBe nass ist, dann regnet es.“ Es konnte ja durchaus
ein Rohrbruch vorliegen oder ein Sprengwagen vorbeigefahren
sein, sodass die Strafle — trotz strahlenden Sonnenscheins — nass
ist. Somit muss man bei den Implikationen wirklich sehr auf-
passen, in welche Richtung man schlief3t.

Aber es gibt durchaus Fille, in denen die Umkehrung doch giil-
tig ist. Dies machen wir an folgendem Beispiel klar:

p: Die Zahlen a und b sind ungerade.
q: Das Produkt ab ist ungerade.

Nehmen wir beispielsweise die Zahlen @ = 7 und b = 5. Bei-
de sind ungerade, deren Produkt 3 - 5 ebenso. Auch mit anderen
ungeraden Zahlenpaaren erhalten wir nach der Multiplikation
eine ungerade Zahl. Natiirlich ist so eine Herangehensweise kein
Beweis, doch ldsst sich tatsdchlich leicht beweisen, dass das
Produkt zweier ungerader Zahlen ungerade ist. D. h. die Impli-
kation p = ¢ gilt. Aber auch die Umkehrung ist nachweisbar:
Wenn eine ungerade Zahl sich als Produkt zweier Zahlen p und
q darstellen lédsst, dann sind p und ¢ ebenfalls immer ungerade.

In diesem Fall haben wir eine ,,Implikation in beide Richtun-
gen*. Diese Verkniipfung nennt man Aquivalenz:

Merksatz

Wenn fiir zwei Aussagen p und ¢ gilt: p = g und g =
p, dann nennt man p und ¢ dquivalent. Die Beziehung
zwischen p und ¢ heiflit Aquivalenz.

Jetzt kennen wir schon einige Moglichkeiten, Aussagen zu
,verkniipfen®. Es bleibt nur noch ein Begriff, der in diesem
Zusammenhang wichtig ist, das ist die sogenannte Negation
(Verneinung):

Hierfiir nehmen wir die Aussage p: Die Strafle ist nass. Dann
lautet die Negation ,,non p“ p: Die Strale ist nicht nass. Die
Negation wird mit einem Querbalken tiber der Aussage markiert
und mit dem Wort ,,nicht” in der Aussage in das Gegenteil ge-
kehrt. Insbesondere kehrt sich auch der Wahrheitswert um:

Merksatz

Wenn p wabhr ist, dann ist p falsch und umgekehrt.

Kombiniert man die Implikation und die Negation, erhilt man
zum Abschluss dieses Abschnitts noch einen interessanten Zu-
sammenhang: Hierfiir seien die beiden Aussagen p und ¢ gege-
ben mit

p: Es regnet. ¢: Die Strafle ist nass. (s. Aufgabe 2.1 aus Ex-
kurs 2.3).

Es gilt, wie wir bereits festgestellt haben: p = ¢, d.h. ,,Wenn
es regnet, dann ist die Strafle nass.” Wie wir auch wissen, gilt
die Umkehrung g = p nicht! Stattdessen gilt aber die folgende
Aussage: ,,Wenn die Strae nicht nass ist (d. h. wenn sie trocken
ist), dann regnet es nicht!“ Symbolisch formuliert heifit das:

Merksatz

(»p = q9) = (g = p), d.h. wenn aus der Aussage p die
Aussage g folgt, dann folgt aus der Aussage ,,non g* die
Aussage ,,non p*.

Nun sind wir bereits mit unserem Teil ,,Logik* am Ende, d.h.,
unsere Bedarfe sind gedeckt. Obwohl wir in diesem Buch keine
Beweise im mathematischen Sinn durchfiihren, so sei zumindest
angemerkt, dass die hier bereits gelegten Merksitze die Basis
fiir grundlegende Beweismethoden wie z.B. den direkten und
indirekten Beweis darstellen. Wir konnen uns zum Abschluss
mit den jetzt erworbenen Kenntnissen auf die Aufgabe 2.1 kon-
zentrieren. Sie werden sehen, es ist gar nicht mehr schwer:

Aufgabe 2.1
Es seien die folgenden Aussagen gegeben:

p: Es regnet.
q: Die Straf3e ist nass.
r: Ich habe sechs Richtige im Lotto.
s: Ich kaufe mir einen Sportwagen.
a. Formulieren Sie fiir jede Aussage die jeweilige Negation:
p: Es regnet nicht.
q: Die Strale ist nicht nass. (Das heif3t, die StraBe ist trocken.)
7: Ich habe keine sechs Richtige im Lotto.
S

: Ich kaufe mir keinen Sportwagen.

b. Welche sinnvollen (!) Aussagenverkniipfungen kénnen mit p,

q, r, s und deren Negationen gebildet werden? Formulieren
Sie diese:
Wie wir bereits gesehen haben, macht die Aussage ,,Wenn es
regnet, dann ist die Strae nass.” durchaus Sinn (p = ¢).
Ebenso konnte man sagen: ,,Wenn ich sechs Richtige im Lot-
to habe, dann kaufe ich mir einen Sportwagen.* (symbolisch
r = s). Auch konnte man gegebenenfalls davon ausgehen,
dass man sich keinen Sportwagen kauft, wenn man keine sechs
Richtige im Lotto hat (s = 7). Das muss im realen Leben nicht
wirklich der Fall sein, da es ja noch andere Moglichkeiten gibt,
Geld zu verdienen bzw. zu bekommen, um sich einen Sportwa-
gen zu kaufen. Diese Beispiele sind natiirlich nicht zwingend
abschlieend. Vielleicht finden Sie noch andere fiir Sie sinn-
voll erscheinende Verkniipfungen? Probieren Sie es ruhig!




2.2 Was sind Mengen
im mathematischen Sinne?

Sie werden sicherlich das eine oder andere Mal von Mengen in
der Mathematik gehort haben. Spitestens wenn wir es mit Zah-
len zu tun haben, ist es einfach wichtig, dass wir alle zumindest
einen ,,naiven* Mengenbegriff im Hinterkopf haben und wissen,
wie man mit Mengen arbeitet bzw. diese darstellt: Denn es wer-
den Mengen sein, die die Grundlage unseres mathematischen
Handelns bilden und fiir die wir uns Werkzeuge und Instru-
mente zurechtlegen, mithilfe derer wir uns den ,,eigentlichen*
angewandten Problemen zuwenden und diese angemessen mo-
dellieren konnen.

Nun definieren wir als Erstes, was wir fortan unter einer Menge
verstehen. Dieser Begriff ist nicht so ganz einfach zu fassen,
doch lassen wir die tiefgriindigen mathematischen Hintergriinde
aufler Acht und bedienen uns eines ,,naiven‘ Mengenbegriffs:

Merksatz

Unter einer Menge versteht man eine Zusammenfas-
sung gewisser wohlunterschiedener ,,Dinge* (Objekte)
zu einem neuen, einheitlichen Ganzen. Die dabei zusam-
mengefassten Dinge heilen Elemente der betreffenden
Menge. Es muss prinzipiell entscheidbar sein, ob ein Ele-
ment zur Menge gehort oder nicht. Ist a ein Element der
Menge M, so schreibt man

a € M (in Worten: a ist Element von M).

Ist @ nicht Element von M, so schreibt man @ ¢ M (in
Worten: a ist nicht Element von M).

Das klingt vielleicht ein wenig merkwiirdig: ,,Zusammentfas-
sung gewisser wohlunterschiedener ,Dinge (Objekte) ... —
was bedeutet das praktisch? Wenn man genau liest, merkt man,
dass wieder unsere bereits bekannte ,,zweiwertige Logik™ im
Hintergrund mitspielt. Zumindest insofern, als es offensichtlich
fiir diese genannten Dinge genau zwei Zustidnde gibt: Entweder
sie gehodren zur Menge oder nicht. Es gibt kein ,,dazwischen®,
sondern nur ein ,,Ja* oder ,,Nein®.

Eine typische Menge im mathematischen Sinn bilden z. B. die
Studierenden an der TH Wildau, die zum WS 2012 ihr Studium
in der Studienrichtung Betriebswirtschaft (Bachelor) begonnen
haben. Die Elemente dieser Menge sind eindeutig identifizier-
bar. Wird jemand — egal wo und wer — willkiirlich ausgewihlt
und gefragt: ,,Hast du im WS 2012 ein BWL-Studium (Ba-
chelor) an der TH Wildau begonnen?*, dann gibt es nur zwei
mogliche Antworten: Ja oder Nein. Man kann somit klar festle-
gen, ob eine Person zu dieser ausgewihlten Gruppe gehort oder
nicht. Das heift, es handelt sich in der Tat um eine Menge im
mathematischen Sinn.

Wir werden in der Mathematik natiirlich in erster Linie mit Zah-
lenmengen zu tun haben. Diese konnen endlich viele Elemente
(z. B. die Menge aller geraden Zahlen, die kleiner als 10 sind),

2.2 Was sind Mengen im mathematischen Sinne?

aber auch unendlich viele Elemente (z. B. alle positiven geraden
Zahlen) enthalten. Um den Begriff der Menge etwas ,,handhab-
barer zu gestalten, befassen wir uns im nichsten Schritt mit
der Frage, wie man Mengen iiberhaupt darstellen kann. Im An-
schluss geht es um die verschiedenen Arten der Verkniipfungen
von Mengen.

Um Mengen darzustellen, haben wir die folgenden Moglichkei-
ten:

Die Bezeichnung von Mengen erfolgt in der Regel mit grolen
lateinischen Buchstaben (z. B. A, M, B etc.).

Um deutlich zu machen, welche Elemente in der jeweiligen
Menge enthalten sind, kann man in einigen Fillen die ,,aufzih-
lende Schreibweise™ nutzen: Diese funktioniert prinzipiell bei
endlichen Mengen (im besten Fall mit einer iiberschaubaren An-
zahl von Elementen). Die Elemente werden mit einer geschweif-
ten Klammer umschlossen, z.B. A = {2,4,6,8} oder B =
{a,b,c,d} oder M = {Schmidt, Krause, Lehmann, Schulze}.

= Bei einigen Mengen mit unendlich vielen Elementen kann
man die aufzéhlende Schreibweise nutzen, wenn deutlich
wird, welche weiteren Elemente noch dazu gehoren. Ein
Beispiel dafiir ist die Menge der natiirlichen Zahlen N =
{1,2,3,4,...}. Die Punkte in der Klammer machen deutlich,
dass es ,,immer so weiter geht* und alle (unendlich viele na-
tiirliche Zahlen) Elemente dieser Menge sind.

= Insbesondere fiir Mengen mit unendlich vielen Elementen,
bei denen die angedeutete ,,Aufzidhlung® nicht funktioniert,
bleibt noch die Moglichkeit der ,,beschreibenden® Darstel-
lung. Anhand der folgenden Beispiele wird deutlich, was
darunter zu verstehen ist:

— B = {Studenten x|x hat die Mathematikklausur im 1. Se-
mester bestanden}. Bei diesem Beispiel handelt es sich
mit Sicherheit um eine endliche Menge, dennoch kann
bei hinreichend grofer Studierendenzahl die Menge der-
jenigen, die die Klausur bestanden haben, recht gro8 sein,
sodass keiner Lust verspiirt, alle Namen hintereinander
aufzuzihlen. Lesen miissen Sie die Schreibweise so: ,,Die
Menge B besteht aus allen Studenten x, fiir die gilt: x hat
die Mathematikklausur im 1. Semester bestanden.” Das
heif3t, der senkrechte Strich in der Klammer steht fiir die
drei Worte: , fiir die gilt ...

— U = {x|xist eine natiirliche und ungerade Zahl} = {1, 3,
5,7,9,...}. In diesem Fall hitte man — wie wir sehen —
auch noch die angedeutete Aufzidhlung als Darstellung
nutzen konnen, doch sollte hier demonstriert werden, wie
man die beschreibende Darstellung einsetzen kann.

— Des Weiteren haben wir noch eine grafische Moglichkeit,
Mengen darzustellen: Hierfiir nutzen wir das sogenannte
Venn-Diagramm (s. Abb. 2.1). In diesem Fall wird eine
Menge dargestellt, indem man sie umkreist, als wenn man
die Elemente mit einer Art ,,Lasso” einfangen mochte.

m Zu guter Letzt definieren wir noch die sogenannte leere
Menge. Das ist eine Menge, die keine Elemente enthilt (z. B.
ist die Menge aller Midchen in einer Jungenschule eine leere
Menge). Man bezeichnet die leere Menge mit { } oder mit .

Jetzt wissen wir, wie man Mengen darstellen kann und dass
es auch so etwas wie eine leere Menge gibt. Bevor wir mit
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Zusammenfassung

Wir wissen nun, was Mengen sind, wie man sie dar-
stellt, kennen den Begriff der Teilmenge und wissen, wann
Mengen ,,gleich sind. Jetzt sind wir gewappnet, um mit
ihnen richtig zu arbeiten, sprich, mit ihnen im mathema-
tischen Sinne zu ,,operieren®. Das heifit, wir verkniipfen
jetzt Mengen so dhnlich wie wir im Abschnitt davor Aus-
sagen miteinander verkniipft haben.

Abb. 2.1 Darstellung zweier Mengen im Venn-Diagramm

Merksatz
den Verkniipfungen von Mengen beginnen, benétigen wir noch Der Durchschnitt A N B (auch Schnittmenge) zweier
einen weiteren Begriff, ndmlich den Begriff der Teilmenge. Mengen A und B (s. Abb. 2.3) besteht aus denjenigen Ele-
Hierfiir betrachten wir zum Einstieg die beiden Mengen B = menten, die sowohl Elemente von A als auch Elemente von

{2,4,6,8,10} und A = {2,4}. Man erkennt, dass die Elemente B sind, symbolisch: AN B = {x|x € A Ax € B}.
der Menge A auch Elemente der Menge B sind. In einem solchen
Fall sagt man, dass ,,A eine Teilmenge von B* ist:

Merksatz

Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn je- A AB B
des Element von A auch ein Element von B ist, und man
schreibt: A C B.

Grafisch kann man die Teilmengenbeziehung, wie in Abb. 2.2

gezeigt, darstellen. Abb. 2.3  Grafische Veranschaulichung der Schnittmenge von A und B

Mithilfe des Begriffs der Teilmenge kdnnen wir nun auch fest- o
legen, wann zwei Mengen gleich sind: Beispiel

m Esseien A = {1,2,3,4} und B = {0, 1,2}. Dann ist
AN B = {1,2}, danur die 1 und die 2 in beiden Men-

Merksatz gen A und B enthalten sind.

Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn jedes Element m Esseien A = {a,b,c,d} und B = {x,y, z}. Dann ist
von A auch ein Element von B ist und umgekehrt, symbo- AN B = {}, denn es gibt kein Element das sowohl in
lisch: A = B <= (A C B) /\(B C A). (Bitte beachten A als auch in B enthalten ist.

Sie, dass hier die Symbole fiir die Aquivalenz und die

e g —————— ey Fiir den Fall, dass A eine Teilmenge von B ist, stimmt die

Schnittmenge von A und B mit A iiberein (Abb. 2.4).

ANB=A

Abb. 2.4 Durchschnitt von A und B
Abb. 2.2 Teilmengenbeziehung A C B



Merksatz

Es kommt bei der Bildung des Durchschnitts zweier Men-
gen A und B nicht auf die Reihenfolge an, sondern es
gil:A N B = B N A. (Man sagt dazu auch, dass die Bil-
dung des Durchschnitts kommutativ, d.h. vertauschbar
ist. Diese Eigenschaft kennen wir auch von der Addition
von Zahlen und wird uns zu gegebener Zeit dort wieder
begegnen.)

Eine weitere Moglichkeit, mit Mengen zu operieren, ist, sie
zusammenzufassen. Die Mathematiker sagen auch, dass man
Mengen ,,vereinigt®. Dies fiihrt zum Begriff der Vereinigungs-
menge:

Merksatz

Die Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B ist die
Menge derjenigen Elemente, die zu A oder zu B gehoren,
symbolisch: AU B = {x|x € AV x € B}.

Beispiel

Betrachten wir einmal die folgende Situation: An einer
Hochschule haben die Studierenden die Moglichkeit, ne-
ben dem Pflichtmodul ,,Englisch* auf freiwilliger Basis
weitere Fremdsprachen zu lernen. Im Angebot befin-
den sich derzeit Spanisch und Russisch. Nach Abschluss
der Einschreibungsfrist haben sich 100 Studierende fiir
Spanisch und 75 Studierende fiir Russisch entschieden.
Einige ganz Engagierte haben sich in beide Kurse ein-
geschrieben: 23 Studierende mochten Spanisch und Rus-
sisch lernen.

In der Sprache der Mengenlehre ausgedriickt haben wir
die beiden folgenden Mengen: A = {Studierende(r) x|x
lernt Spanisch} sowie B = {Studierende(r) x|x lernt
Russisch}.

Die Vereinigungsmenge A U B besteht nun aus denje-
nigen Studierenden, die Spanisch oder Russisch lernen,
d.h., sie umfasst alle, die mindestens eine der beiden
Sprachen zusitzlich lernen. Wenn also die Organisato-
ren eine Informationsveranstaltung durchfiihren wollen,
in der sie Grundsitzliches iiber beide Lehrveranstaltungen
vortragen mdchten, bilden sie ,,mathematisch gesehen*
die Vereinigungsmenge beider Mengen und laden alle
Studierenden aus dieser Menge ein.

Anders verhilt es sich mit dem Durchschnitt beider Men-
gen: A N B enthilt alle Studierenden, die beide Sprachen
(d. h. Russisch und Spanisch) lernen bzw. sich fiir beide
Kurse angemeldet haben. (In diesem Fall handelt es sich
um die genannten 23 Personen.) Abbildung 2.5 stellt die
soeben beschriebenen Sachverhalte noch einmal grafisch
dar.

2.2 Was sind Mengen im mathematischen Sinne?

AU B

Abb. 2.5 Vereinigung und Durchschnitt der Mengen A und B

Bleiben wir bei unserem Beispiel mit den sprachinteressier-
ten Studierenden. Wir konnen uns neben der Tatsache, dass
man entweder alle beiden Gruppen einladt (Vereinigungsmen-
ge) oder nur mit denen zu tun haben will, die beide Sprachen
lernen (Durchschnitt) auch noch eine bzw. zwei andere Konstel-
lationen vorstellen:

Es besteht nicht nur im realen Leben, sondern auch mithil-
fe unserer Mengendarstellung die Moglichkeit, sich all den
Studierenden zuzuwenden, die genau eine Sprache zusétzlich
lernen. Das heif3t, wir konnen uns diejenigen herauspicken, die
Spanisch, aber nicht Russisch lernen, oder wir betrachten dieje-
nigen, die Russisch, aber nicht Spanisch lernen. Offensichtlich
sind das jeweils die Menge A bzw. die Menge B, aus denen
wir bestimmte Studierende (ndmlich die aus der Schnittmenge
A N B) herausnehmen bzw. wegnehmen. In beiden Fillen ha-
ben wir es also in gewisser Weise mit einer Differenz zu tun,
und wir sprechen somit von den beiden Differenzmengen A \ B
(,,A ohne B*) bzw. B \ A (,,B ohne A“):

A\B={xlxeAAx¢ B} bzw. B\A={x]xe BAx¢ A}

Abbildung 2.6 verdeutlicht den Begriff der Differenzmenge fiir
verschiedene Situationen.

Abb. 2.6 Darstellung von Differenzmengen

Offensichtlich konnen wir wirklich mit Mengen ,,rechnen® in
dem Sinne, dass wir Mengen u. a.

= zusammenfassen® (Vereinigung) oder
= voneinander abziehen* (Differenz) konnen.

Das ist aber noch nicht alles: Wir konnen auch das Produkt von
zwei (oder mehr) Mengen bilden. Das mag jetzt vielleicht et-
was iiberraschend klingen, ist aber moglich. Wie das moglich
ist, soll an folgendem Beispiel zunédchst einmal veranschaulicht
werden.
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Beispiel

Nehmen wir an, wie betreiben eine Tanzschule und moch-
ten unsere Schiiler und Schiilerinnen auch dahingehend
trainieren, dass sie sich gut auf verschiedene Tanzpart-
ner einstellen. Nehmen wir weiterhin an, dass wir in einer
Gruppe (nur) fiinf Ménner und fiinf Frauen haben. Dann
haben wir zunichst einmal (mathematisch gesehen) zwei
Mengen mit jeweils fiinf Elementen:

M = {ml,m2, m3, m4, m5} (Menge aller Manner mit den
,.Namen* m1 bis m5) sowie

F = {f1, f2, f3, f4, f5} (Menge aller Frauen mit den
,»Namen* f1 bis f5).

Nun mochten wir eine Liste mit allen erdenklichen Tanz-
kombinationen erstellen, um im Verlaufe der Tanzstunden
stets zu vermerken, wer mit wem gegebenenfalls auch
was und wie lange getanzt hat. Fiir den Fall, dass sich
gewisse ,.Einseitigkeiten* ergeben wiirden, konnten wir
versuchen, friihzeitig gegenzusteuern.

Wie sieht eine solche Liste aber sinnvollerweise aus? Of-
fensichtlich bilden wir Paare, die wir aus den beiden
Mengen M und F zusammensetzen. Um eine gewisse
Ubersichtlichkeit zu bewahren, einigen wir uns vorab dar-
uiber, dass beim Auflisten der Paare stets der Name des
Mannes zuerst genannt wird. Mit den zugrundeliegenden
Mengen sowie dieser Vereinbarung kdnnen wir nun los-
legen und mit der Pdrchenbildung beginnen. Wir erhalten
folgendes Ergebnis fiir die moglichen Tanzpaare:

m1 tanzt mit 1, m1 tanzt mit £2, ... ml tanzt mit f5

m?2 tanzt mit 1, m2 tanzt mit £2, ... m2 tanzt mit f5 ...

mS tanzt mit f1, ..., ... mS tanzt mit /5.

Offensichtlich gibt es 5 x 5 = 25 mogliche Tanzpaare,
die wir der Einfachheit halber nicht mehr mit den Worten
tanzt mit“, sondern in runden Klammern darstellen:

(ml,f1), (ml,f2),.... (ml.f5),(m2.f1),...(m2,f5),
.. (m5.f5).

Wir haben es mit insgesamt 25 moglichen Tanzpaaren zu
tun, die in gewisser Weise ,,geordnet* sind. Dieser Ord-
nungsbegriff bezieht sich lediglich darauf, dass wir uns
darauf geeinigt haben, den Mann zuerst zu nennen. Nun
setzen wir um die ,,geordneten Paare* eine geschweifte
Klammer und erhalten so eine neue Menge, die wir als
Produkt bzw. Kreuzprodukt oder auch als kartesisches
Produkt M x F von M und F bezeichnen:

MXxF = {(ml,f1), (ml,f2),...,(ml,f5),...,(m5,f5)}.

Bitte beachten Sie: Die Elemente dieser Menge sind jetzt
die geordneten Paare, bei denen erst der Mann und dann
die Frau aufgefiihrt werden. Diese wiederum entstammen
den Mengen M und F.

Natiirlich hitten wir das auch anders machen konnen,
indem wir vereinbaren, zuerst die Frau zu nennen und
somit das Kriterium, wie man die Paare ordnet, einfach
anders festzusetzen. Das Ergebnis wére dann das folgen-
de Kreuzprodukt:

FxM = {(f1,ml), (F1,m2), ..., (f1.fm), ..., (f5,m5)}.

Fiir die Tanzschule und auch fiir die betroffenen T#anzer
wire die Reihenfolge der Nennung natiirlich vollig egal.
An dem Tanzpaar dndert sich natiirlich nichts, egal, wen
man zuerst benennt. Mathematisch handelt es sich bei
diesen Mengen jedoch nicht um dieselben, sondern um
grundsitzlich verschiedene Mengen, d.h. FxM # M XF.

<

Die Tatsache, dass es bei der Bildung des kartesischen Pro-
dukts durchaus auf die Reihenfolge der Nennung innerhalb der
Klammern ankommt, konnen wir uns gut an der folgenden Be-
trachtung verdeutlichen:

In einer Ebene mit (rechtwinkligem) x-y-Koordinatensystem
(dieses ist Ihnen sicher von der Schule noch bekannt, wird aber
im Folgenden auch noch niher erldutert) kann jeder Punkt P
durch ein Zahlenpaar (a, b) — seine Koordinaten — beschrieben
werden (s. Abb. 2.7). Dabei kommt es durchaus auf die Reihen-
folge an, denn die Zahlenpaare (a,b) und (b, a) beschreiben
im Fall a # b verschiedene Punkte. Wir identifizieren die
Punkte in der Ebene also nicht durch Zahlenpaare schlechthin,
sondern durch geordnete Zahlenpaare, bei denen es auf die
Reihenfolge der Komponenten sehr ankommt!

Das Zahlenpaar (a,b) beschreibt den Punkt P, das Zahlen-
paar (b, a) beschreibt einen von P verschiedenen Punkt Q, falls
a # b ist. In einer Ebene mit Koordinatensystem werden Punk-
te durch geordnete Zahlenpaare beschrieben.

Abb. 2.7 Punkte in einer Ebene mit Koordinatensystem



2.3  Mit welchen Zahlen haben wir zu tun? (Aufbau des Zahlensystems)

Analog lassen sich iibrigens Punkte im dreidimensionalen
Raum mit x-y-z-Koordinatensystem durch geordnete Zahlentri-
pel (a, b, ¢) beschreiben.

Damit konnen wir erkldren:

Merksatz

Das kartesische Produkt A x B zweier Mengen A und B
ist die Gesamtheit aller geordneten Paare (a, b) mita € A
und b € B, kurz:

AxB={(a,b)lac AN\Db € B}.

Merksatz

Die Bildung des kartesischen Produkts ist nicht vertausch-
bar,d.h. A X B # B x A.

Jetzt sind wir so weit, uns um die Aufgaben 2.2-2.4 zu kiim-
mern. (Fiir den Fall, dass Sie diese gerechnet haben, vergleichen
Sie einfach Thre Losung mit dem unten stehenden Ergebnis.)

Aufgabe 2.2
Kann eine der beiden Relationen ,,C* oder ,,=* auf die jeweili-
gen Mengen angewendet werden? Wenn ja, welche?

M = {1,3,5,7}und N = {7,5, 3, 1}: Hier stellen wir fest, dass
die Mengen M und N gleich sind (M = N). Die Reihenfolge der
Aufzidhlung der Elemente spielt keine Rolle!

A ={a,b,c,d,e,f} und B = {b,f}: Hier gilt, dass B eine Teil-
menge von A ist (B C A), denn jedes Element von B ist auch
Element von A. Die Umkehrung gilt allerdings nicht: Es gibt
Elemente von A, die nicht in B enthalten sind. Somit sind diese
Mengen auch nicht gleich.

C = {Schmidt, Meier, Miiller}, D = {Anne, Fred, Tom}: Diese
beiden Mengen sind verschieden C # D.

Des Weiteren sollte als Aufgabe 2.3 das Kreuzprodukt D x C
gebildet und die Ergebnismenge in Worten interpretiert werden:

Aufgabe 2.3
Das Kreuzprodukt ist

DxC

(Anne, Schmidt), (Anne, Meier), (Anne, Miiller),
(Fred, Schmidt), (Fred, Meier),
(Fred, Miiller), (Tom, Schmidt), (Tom, Meier),
(Tom, Miiller)
Interpretieren ldsst sich das Ergebnis als ,,Menge aller denkba-

ren Kombinationen der Vornamen aus der Menge D mit den
Nachnamen der Menge C*.

Fahren wir gleich fort mit der Aufgabe 2.4 und fiigen sie als
Beispiel an dieser Stelle ein.

Aufgabe 2.4
Es seien die Mengen A = {—1,0,1,2,3}, B = {1,2,3}, C =
{4,5,6} gegeben. Berechnen Sie:

AUB=1{-1,0,1,2,3} =A

ANB=1{1,2,3} =B

A\ B ={-1,0}

BNC=1{

AUBUC ={-1,0,1,2,3,4,5,6}

Offensichtlich ist B eine Teilmenge von A und C besitzt keinerlei
gemeinsame Elemente mit A bzw. mit B.

Zusammenfassung

Wir haben uns nach der Einleitung zur mathematischen
Logik mit dem Begriff der ,,Menge* im mathematischen
Sinne auseinandergesetzt und festgestellt, dass beides
durchaus miteinander zusammenhingt: Ausgehend von
der zweiwertigen Logik finden wir diese Zweiwertigkeit
bei der Definition einer Menge wieder (,,entweder ein Ele-
ment gehort zur Menge oder nicht*). Auch haben wir
gelernt, dass wir logische Aussagen untereinander und
auch Mengen miteinander verkniipfen konnen, d.h., wir
konnen mit ihnen arbeiten bzw. rechnen. Uns werden die-
se Darstellungsformen und auch viele Verkniipfungen an
verschiedenen Stellen in diesem Buch wieder begegnen,
doch nur in dem Malle, wie es fiir die exakte Bearbei-
tung bzw. Losung der dort auftretenden Fragestellungen
notwendig ist. Wir verzichten daher ganz bewusst auf wei-
tere Vertiefungen in Sachen Logik und Mengen und legen
vielmehr Wert darauf, dass Sie das bis hierher Dargestellte
verstanden und verinnerlicht haben.

2.3 Mit welchen Zahlen haben wir zu
tun? (Aufbau des Zahlensystems)

Mathematik hat etwas mit Zahlen zu tun — das ist sicher das
Erste, was jeder mit dieser Disziplin verbindet. Aber ,,Was sind
und was sollen die Zahlen?* So lautet der Titel der beriihm-
ten Schrift des grolen Mathematikers Richard Dedekind, der
1888 als erster die natiirlichen Zahlen axiomatisch (d. h. nur auf
Basis weniger nicht beweisbarer Annahmen, sogenannter Axio-
me) eingefiihrt hat. Fiir ihn sind Zahlen ,,freie Schopfungen des
menschlichen Geistes, sie dienen als ein Mittel, die Verschie-
denheit der Dinge leichter aufzufassen.” (s. Dedekind (2010),
Vorwort zur 1. Aufl. 1888). Ohne sich zu sehr in diese grund-
legenden Uberlegungen zu vertiefen, werden wir uns in diesem
Abschnitt dem Aufbau der reellen Zahlen widmen. Diese sind
Ihnen sicher von der Schule in einem gewissen Maf3e bekannt,
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doch hat die Erfahrung gezeigt, dass ein grundlegendes Ver-
stindnis trotzdem héufig nicht mehr prisent ist. Dennoch ist dies
wichtig und hilfreich, sodass wir diesem Thema einen ganzen
(aber kompakten) Abschnitt widmen. Erst im daran anschlie-
Benden Abschn. 2.4 werden wir mit den Zahlen rechnen, d.h.
uns dem Thema ,,Arithmetik* zuwenden.

Zahlen haben etwas mit ,,zdhlen* zu tun, und als wir als Kin-
der angefangen haben zu zihlen, lernten wir, dass man mit der
1 beginnt und dann fortschreitet mit der 2, der 3, der 4 etc. Dies
fiihrt uns zu der ersten Zahlenmenge, den sogenannten natiirli-
chen Zahlen:

Merksatz

Die natiirlichen Zahlen werden durch einen unendlichen
Abzihlungsprozess erfasst. Ausgehend von der Zahl 1
wird immer ,,um 1 weitergezéhlt* und dadurch jede (noch
so grof3e) natiirliche Zahl erreicht. Bricht man diesen Pro-
zess niemals ab, so erhilt man alle natiirlichen Zahlen.

Erinnern wir uns ruhig noch einmal an den vorhergehenden Ab-
schnitt, in dem wir uns mit Mengen beschiftigt haben. Ganz
offensichtlich haben wir es bei den natiirlichen Zahlen mit ei-
ner Menge zu tun, die — und das ist der Unterschied zu den
bisher bekannten Beispielen — unendlich viele Elemente hat.
Das Thema ,,Unendlichkeit hat Mathematiker, Philosophen
und Theologen Jahrhunderte, ja sogar Jahrtausende beschif-
tigt und bisweilen auch gequilt. Hier taucht sie in Form einer
(ersten) unendlichen Menge, der Menge der natiirlichen Zah-
len auf. Diese ist, so viel sei schon einmal vorweggenommen,
noch ein Vertreter der ,,harmlosen* Sorte von Unendlichkeit. Es
gibt ndmlich in der Tat verschiedene Unendlichkeiten im mathe-
matischen Sinne. Wichtig fiir uns an dieser Stelle ist, dass die
natiirlichen Zahlen, da sie auf Basis des (Ab-)Zihlens beruhen,
abzihlbar unendlich viele sind. Das heif3t, hitten wir unendlich
viel Zeit (was immer das tatsidchlich bedeutet), so konnten wir
schrittweise alle natiirlichen Zahlen abzzhlen.

Nun aber zuriick zu unserer ersten wichtigen Zahlenmenge, den
natiirlichen Zahlen. Man bezeichnet sie wie folgt:

N ={1.2,3.4,...}.

Die Punkte deuten an, dass es sich um unendlich viele Elemente
handelt und dass man auf die angedeutete Art des Zihlens ,,alle
Elemente erwischt®.

Mit den natiirlichen Zahlen kann man jetzt bekanntermallen an-
fangen zu rechnen. Beginnen wir mit der Addition: Diese ist
innerhalb der natiirlichen Zahlen leicht und stets ausfiihrbar:
Addieren wir zwei natiirliche Zahlen, so erhalten wir stets als
Ergebnis eine natiirliche Zahl. Das beruhigt und gibt keinen
Anlass dafiir, sich mit anderen Zahlen zu beschiftigen. Doch
wie verhilt es sich mit der Subtraktion? Hier ist die Situation
nur teilweise entspannt: Solange der Minuend grofer ist als der
Subtrahend haben wir keine Probleme (bei der Subtraktion a —b
ist a der ,,Minuend* und b der ,,Subtrahend®). Dies ist z. B. bei
der Rechnung 15 — 6 oder 2899 — 2000 u. a. der Fall. Doch was

passiert, wenn der Subtrahend plotzlich grofler als der Minuend
ist? Zum Beispiel, wenn wir 5—8 rechnen wollen? Das Ergebnis
liefert plotzlich keine natiirliche Zahl mehr, d. h., wir ,,fallen aus
den natiirlichen Zahlen heraus* und konnen das Ergebnis mit
den Zahlen, die wir bis jetzt kennen, nicht darstellen. Was nun?

In derartigen Féllen behelfen sich die Mathematiker wie folgt:
Sie erweitern den Zahlenbereich derart, dass die Ausgangs-
menge (hier die natiirlichen Zahlen) eine Teilmenge der neuen
Menge ist und die von der Ausgangsmenge bekannten Re-
chenregeln giiltig bleiben. In unserem Falle wird eine neue
Zahlenmenge definiert, ndmlich die der ganzen Zahlen Z. Wir
erhalten Z, indem wir die natiirlichen Zahlen N um die Null
und die negativen ganzen Zahlen erginzen:

Z=A{. —4,-3,-2,-1,0,1,2,3.4,...}.

Jetzt konnen wir ungehindert addieren und subtrahieren, oh-
ne ,,aus der Menge Z herauszufallen®. Fiir den Zusammenhang
zwischen Z und N gilt:

Merksatz

Die natiirlichen Zahlen sind eine Teilmenge der ganzen
Zahlen: N C Z.

Auch die ganzen Zahlen Z enthalten abzihlbar unendlich viele
Zahlen, d. h., wenn wir unendlich viel Zeit hétten, konnten wir
uns an die Arbeit machen und nach und nach die ganzen Zahlen
nach folgendem Muster abzéhlen (s. Abb. 2.8).

} \1 } } } }

!
T

-2 -1 0 1 2 3

Abb. 2.8 Abzdhlen der ganzen Zahlen Z

Als Nichstes fangen wir an zu multiplizieren und zu dividieren:
Das Multiplizieren macht keine Probleme, da das Produkt zwei-
er ganzer Zahlen stets wieder eine ganze Zahl ist. Ganz anders
verhilt es sich bei der Division. Hier stolen wir immer dann
an Grenzen, wenn die Division nicht restlos erfolgen kann, d. h.
wenn der Quotient keine ganze Zahl mehr ergibt, wie z. B. bei
der Division 2 : 3. (Berechnet man ¢ = a : b, dann bezeichnet
man q als ,,Dividend®, b als ,,Divisor* und c als ,,Quotient*.)
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