Festigkeitslehre 2

2.1 Spannung und Verformung bei Langsbeanspruchung,
Hookesches Gesetz
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Bild F 1

In einem Rahmen ist oben eine Feder mit der Federsteifigkeit ¢; und unten eine Feder mit
der Federsteifigkeit ¢, separat angebracht.

Die gegeniiberliegenden freien Federenden E; und E», die urspriinglich einen Abstand
A{ hatten, werden im Einhdngepunkt £ miteinander verbunden.

Gegeben

— 4 N. _QN.
C1_4cm’cz_80m’

Al =9cm;m = 5kg
Gesucht

a) Die Verldngerungen der Federn und die Krifte an den Befestigungspunkten A und B
b) Welche Lingenidnderungen haben die Federn, wenn im Einhidngepunkt E zusitzlich
eine Masse m angebracht wird?
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Losung
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Bild FL 1

Die Federsteifigkeit ¢ = % gibt an, welche Kraft F zur Erzeugung einer Verlidngerung x
der Feder erforderlich ist.

Die Federkraft F = ¢ - x ist proportional zum Federweg, wobei der Federweg x die
Verldangerung aus der kraftlosen, ungespannten Lage ist.

a) Einhdngung der Federn (Bild FL 1a)
Die obere Feder dehnt sich um x,, die untere um A¢ — x,.
Am Einhidngepunkt E sind beide Federkréfte gleich (actio = reactio).

1 Xa=0r (AL —x,) =

c 8
Cl Xa=0Cr Al —Cp Xy = X, = Cl_icz-A€=m-9=6cm

Die weichere (obere) Feder wird mehr, die hirtere (untere) Feder weniger gedehnt.

FA=cl-xa=4-6=24N
Fg=c-(Al—x)=8-(9—6) = 24N
Fp = Fy = Fg = 24N

Die Krifte an den Federenden (also an den Winden und im Einhdngepunkt) sind aus
Gleichgewichtsgriinden gleich.
b) Mit zusitzlichem Gewicht (Bild FL 1b)

ZFY:0:c1~xb—m—g—cz~(A€—xb):>
cr-xp—m-g—cr- Al +cr-xp=0=
m-g—+cy-AL B 5-981+8-9
¢+ B 4+8
Al —xp =9—10,09 = —1,09cm

= 10,09cm

Xp =
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Das Minuszeichen besagt, die untere Feder verschiebt sich nach unten und wird auf
Druck beansprucht.

F2 Lagerung einer starren Platte

Bild F 2

Eine starre, homogene, rechteckige Tischplatte A, B, C, D (Eigengewicht G) ist durch eine
Einzelkraft F belastet.

Gegeben
G =500N; F =300N,a =2,5m;b =1,2m

Gesucht
Man bestimme die Stiitzkrifte, wenn die Platte

1) durch 3 starre Stiitzen A, B, E aufgelagert ist (E ist die Mitte von CD),
2) mit 4 gleichen elastischen Stiitzen (Federn) A, B, C, D am Boden steht.

Bei dieser Aufgabe wird der Unterschied zwischen den Problemen aus der Statik und der
Festigkeitslehre deutlich. In der Statik (Fall 1) geniigen die Gleichgewichtsbedingungen
zur Losung, in der Festigkeitslehre (Fall 2) bei statisch unbestimmten Systemen sind zu-
sétzlich noch Verformungsbedingungen notig.

Losung

1) 3 starre Stiitzen A, B, E (Bild FL 2a)
Momente um eine Parallele zur y-Achse durch A und B
n YM*P =0
Fg-b—G-2—F-2b|:b=>
Fg=1G+2F =1.500+ %.300 = 450N
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Bild FL 2

m YM=0
Fgrat+Fe-5-G-5—F-3|:a=
Fg = 3G + F — 1 Fg
Fg = 3-500+ §-300—1-450 = 100N
) YF,=0=Fx=G+F—F—Fp
Fa = 500 + 300 — 100 — 450 = 250N
2) 4 elastische Stiitzen A, B, C, D (Bild FL 2b)
) YMy=0=-Fy\-b—Fg-b+G-5+F-2|:b=>
Fo+ Fg=1G+1F =1.500+1-300 =350N
m >M=0=Fg-at+Fc-a-G-5—F-%|:a=
Fg+ Fc = 3G + 1F = 1500 + 1 -300 = 325N
) Y F,=0= Fx+ Fs + Fc + Fp = G + F = 500 4 300 = 800N

|

Zur Bestimmung der 4 unbekannten Stiitzkréifte stehen nur 3 statische Gleichgewichts-
bedingungen zur Verfiigung. Das System ist also einfach statisch unbestimmt. Eine vierte
Gleichung wird durch eine Verformungsaussage gewonnen.

Da die Platte starr (nicht verformbar) ist, bleibt sie in sich gerade und kann sich insge-
samt nur schief stellen. Die Stiitzen passen sich der Platte an, so dass auch zwischen den
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Verschiebungen der Stiitzen ein linearer Zusammenhang besteht. Die Auflagepunkte A, C
und der Plattenmittelpunkt M liegen dann auf einer Geraden, ebenso wie die Punkte B, D,
M.
Die Verschiebung fy; der Tischmitte M kann iiber die Diagonale AC und iiber die
Diagonale BD aus den Absenkungen der Stiitzen mit dem Strahlensatz bestimmt werden.
Nach Bild FL 2c ist

— AC
ﬁ=zc=%:>fA—fc=2fM—2fc=>fM=¥

analog ergibt sich iiber die Diagonale BD: fy = M

Gleichsetzen: IV) 2 fyy = fa + fc = fs + /o

Federsteifigkeit ¢ = %, wobei Fg = Stiitzkraft, f = Federweg (Absenkung der
Stiitze)

Elastische Tischbeine mit gleicher Federsteifigkeit ¢ (bzw. der Tisch steht auf weichem,
nachgiebigem Boden z. B. auf einem dicken Teppich).

Dann sind die Stiitzkréifte proportional den Federwegen:
Fa=c-fai Fg=c-fs: Fc=c-fc: Fo=c-fp

V) atfe=fot+ fol-c=c-fatce fe=c-fs+c- fpobzw
Fyn+Fc=F+Fp=> Fa—Fg+Fc—Fp=0

I+ IV = [II: 2F + 2Fc = 800]:2 = Fx + Fc = 400N

NI - =1I"" Fp— Fg =400—325=75N

[+ 11 2Fx =350 4+ 75 = 425 = F, = 212,5N
aus I: Fg =350 — Fy =350 —212,5 = 137,5N
aus II: Fo =325— Fy =325—137,5=187,5N
aus IV: Fp = Fa — Fg + Fc = 212,5—137,5 + 187,5 = 262,5N

Ahnliche Verhiltnisse mit entsprechend groBeren Kriften liegen bei einem durch die Kraft
F ungleichméBig beladenem LKW mit dem Eigengewicht G vor, wenn dessen Obergestell
als starr angenommen wird und die Nachgiebigkeit durch die Federung und durch die
Bereifung bei allen vier Rddern gleich ist.

F3 Abgesetzter Stab zwischen 2 starren Wanden

Ein abgesetzter Stab (Querschnitte A; und A,, Elastizititsmodul E) liegt ohne Spiel zwi-
schen zwei starren Winden.
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A»] Az

Bild F 3

Gesucht
Man bestimme die Krifte, die von den Winden auf den Stab ausgeiibt werden,

a) wenn eine Kraft F am Ubergang der Querschnitte wirkt (allgemein und Sonderfall
Ap = Ay = A),

b) wenn der Stab um AT erwirmt wird und der Ausdehnungskoeffizient o betrégt (all-
gemein und Sonderfall 4, = A, = A).

c) Der Stab sei jetzt bei A eingespannt und bei B klaffe eine Liicke der Breite As zwischen
dem Stab und der Wand. Welche Zugkraft F muss am rechten Stabende wirken, um
die Liicke zu schlieen?

Losung
a)
F
FA FB
~— =
b)

FA AT FB
— [~
c) /

7 o
/] %
—
AS
Bild FL 3

a) Kraft am Querschnittsiibergang (Bild FL 3a)
) ZFX=0=F—FA—FB
Die statischen Gleichgewichtsbedingungen reichen nicht aus zur Ermittlung der Auf-

lagerkrifte, d. h. das System ist (hier einfach) statisch unbestimmt. Zur Berechnung
der Krifte sind Verformungsbedingungen notig.
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b)

Stabteil a wird auf Zug beansprucht und um Aa verlidngert.
Stabteil b wird auf Druck beansprucht und um Ab verkiirzt.
Hookesches Gesetz

F Al F-l
—FE.e: ——=E -2 S Al =_— "
o & Y 7 = AL T4
FA-a FB'b
Aa=-2""0 Ab=-—
“TEA E- 4,

Die starren Wiénde an den Stabenden sind unnachgiebig, daher muss die Summe der
Lingenédnderungen Null sein.
Verformungsbedingung: Aa + Ab =0 = Aa = —Ab

1S LN R
E-A E-Ay " M ba
. a Az F
Hinl: F—Fy = Fy-—-—= Fy —
n A A b A1=> A 1+%'A_?
F a A2 F
ausll: Fp = ——— -~ — = ————
I+5-2 b A 1+5-4
Sonderfall: A = A; = A
F b F
Fy = — = F, Fg = - = a F
1+3 a+b 1+ 2 a+b

speziell fiira = b: Fy = Fg = %F

Temperaturerhohung um A7 (Bild FL 3b)

Lisst man den Stab (nach voriibergehender Wegnahme einer Wand) sich erst frei um
A{ thermisch dehnen, so muss er anschlieBend durch eine dufiere Kraft um das glei-
che MafBl mechanisch verkiirzt werden, damit er wieder die Lédnge des Wandabstands
annimmt.

thermische Dehnung = mechanische Dehnung

Al=a-(a+b) AT
ZFX=0=>FA=FB=F

da die Krifte gleich sind, werden die Indices weggelassen

F- F-b
.Ap=

Ao = 2.
“TEA E- 4,

Verformungsbedingung: Aa + Ab = AL

F b . b)- AT
_.(i+_)=a.(a+b).AT:F=“<a+—>b.E
E Al A2 ALI+A_2
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Sonderfall: Ay = A, = A
F=oa-E-A-AT

¢) SchlieBen einer Liicke (Bild FL 3c¢)
Durch die Zugkraft F' am rechten Stabende werden die beiden Stabteile a und b auf
Zug beansprucht und damit gedehnt.

F-a F-b

A = —_-— =
“TEA E- 4,

Verformungsbedingung: Aa + Ab = As

F'a+F~b A F As-E

= s = =
. . a b
E-A ' E-A TR

F4 Einbau eines zu kurzen Fachwerkstabes

Bild F 4

Bei einem Fachwerk aus drei Stiaben mit gleicher Dehnsteifigkeit FA ist der Stab 3 um das
MaB f zu kurz gefertigt worden.

Gegeben
b=4, =013 = %E;f;EA;(x=30°

Gesucht
Welche Zugkraft F muss am Gelenkpunkt B bei der Montage aufgebracht werden, um die
Liicke zu schlieen?
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Losung

Bild FL 4

Die Stabkrifte werden zunichst als Zugkrifte angenommen. Thre Gegenkrifte wirken auf
den Bolzen.
Gleichgewicht des Bolzens A (Bild FL 4a)

I) Y Fy=0=—-Scosa—Srcosax = S, =-S5
1) > F,=0=F — S;sina + Sy sine
Iinll: F — S;sina— S;sina =0 =

S| = 5L Zugstab

2-sino

ausl: §, = —La Druckstab

2-sin
_ Sl Fu 5
Al = 7 T 7 Verldngerung
— 0242 __ - = —
Al = FF = ~smers = AU

Al, < 0 Verkiirzung
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nach Bild FL 4b ist

sine 2sin’a- EA

Die Verlingerung wird am Knoten vom Stab weg, die Verkiirzung zum Stab hin ange-
tragen. In den Endpunkten werden die Lote (anstelle von Kreisbogen mit relativ groBem
Radius) errichtet und zum Schnitt gebracht.

F-l; F-/

EA ~— 2EA

Aly =

Verformungsbedingung
Die Verschiebung fi, des Knotens A nach A’ und die Verlingerung Af; des Stabes 3
miissen die Liicke f schlief3en.

F -t F-t F -t 1
+ Al = f; + = f; A1+ =f=
o 2=/ 2sina-EA 2EA / ZEA( sinza) /
)
F=2.L°‘2.EA.£
1+ sin“ o 14
Speziell fiir & = 30°, (sin30° = 1) wird F = 2EA- £

F5 Schrauben-Flanschverbindung

|
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N
Bild F 5
Gegeben
z=8M16;d = 134mm; E = 2,1-10° 5 h = 65mm, f5; = 25- 107> mm;

fp1 = 36-1073mm, py = 20bar; D = 250 mm
Der Deckel einer Kolbenpumpe ist mit z = 8 Schrauben M 16 (Kerndurchmesser d,
Elastizitdtsmodul E) durch eine Flanschverbindung (Hohe ) am Gehéuse befestigt.
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Die Schrauben werden so angezogen, dass ihre Verldngerung (Federweg) fs; betrégt.
Dabei wird der Flansch mit Zwischenlage (Dichtung) um fp; zusammengedriickt. Platten
Hiilsen usw. werden nach dem gleichen Prinzip verspannt. Daher schreibt man den Index
P fiir Platte.

Im Betrieb entwickelt die Kolbenpumpe einen Uberdruck py;. Die kreisformige Druck-
flache hat bis zur Dichtung einen Durchmesser D.

Anmerkung Die Verbindung von Flansch und Schraube hat gegeniiber der geschweifiten
oder genieteten Ausfithrung den Vorteil, dass sie jederzeit wieder gelost werden kann. Sie
kommt daher im Maschinenbau sehr hiufig vor.

Gesucht

a) Schraubenvorspannung bei Montage sowie die Krifte auf die Schrauben und auf den
Flansch

b) Krifte und Schraubenspannung im Betrieb

¢) Lingenidnderungen von Schrauben und Flansch im Betrieb

d) Verspannungs-Schaubild

Losung
Der Index 1 beschreibt den Zustand der Vorspannung ohne Innendruck, der Index 2 den

Betriebszustand mit Innendruck.

a) Montage der Schrauben

w-d*> 713,47

Schraubenquerschnitt A= Y 1 = 141 mm?
Al
Hookesches Gesetz co=FE-e=F- A
25-1073

Schraubenvorspannung os; = E - & =21-100-—— =80,77 —

h 65 mm?

F.

Schraubenkraft o351 = % = Fs; =05, - A =80,77-141 = 11.388N

Die Krifte von allen z Schrauben wirken zusammen auf den Flansch und iiben auf ihn
insgesamt eine Kraft aus

Fpy =z -F5; =8-11.388 =91.104N

Um eine Vorspannung in den Schrauben zu erzeugen, werden die Muttern angezogen, d. h.
nach unten verschoben. Dabei werden die Schrauben um fs; gedehnt und der Flansch um
fp1 gestaucht.



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-658-14782-2

Klausurentrainer Technische Mechanik
Aufgaben und ausfihrliche Losungen zu Statik,
Festigkeitslehre und Dynamik

|ahr, A.; Berger, |.

2017, X, 505 5. 353 Abb., Softcover

ISBEMN: 978-3-658-14782-2



