2

Die Potentialgleichung

Zusammenfassung. Hier wird die einfachste, aber prototypische elliptische Differentialgleichung
zweiter Ordnung vorgestellt. Losungen dieser Gleichung heiflen harmonisch. Zusammen mit einer
Randbedingung erhilt man ein Randwertproblem. Ein wichtiges Hilfsmittel ist die Singularitéiten-
funktion (oder Fundamentallosung), die in Abschnitt 2.2 definiert wird. Mit Hilfe der Green’schen
Formeln ergibt sich eine Losungsdarstellung in Satz 2.8. In Abschnitt 2.3 werden die Funktionen
mit Mittelwerteigenschaft eingefiihrt. Es wird gezeigt, dass diese mit den harmonischen Funktionen
iibereinstimmen. Aus der Mittelwerteigenschaft folgt das Maximum-Minimum-Prinzip: Die Funk-
tionen haben keine lokalen Extrema, es sei denn, sie sind konstant. Ein wichtige Folgerung ist die
Eindeutigkeit der Losung (Satz 2.18). SchlieBlich wird in Abschnitt 2.4 die stetige Abhingigkeit
von den Randdaten untersucht.

2.1 Problemstellung

Die Potentialgleichung aus Beispiel 1.3 lautet!
—Au=0 in 2 C R", (2.1a)

wobei A = 02/023 + ... + 0%/0x2 der Laplace-Operator ist. In der Physik be-
schreibt Gleichung (2.1a) Potentiale, beispielsweise das elektrische Potential, wenn (2
keine elektrischen Ladungen enthilt, das magnetische Potential bei verschwindender
Stromdichte oder das Geschwindigkeitspotential. In diesen Fillen besitzt der Gradient Vu
die unmittelbarere physikalische Bedeutung.

Gleichung (2.1a) wird auch Laplace-Gleichung genannt, da sie von Pierre-Simon
Laplace in seinem fiinfbidndigen Werk ‘“Mécanique céleste” (geschrieben 1799-1825)
beschrieben wurde. Zuerst wurde die Potentialgleichung allerdings 1751 von Euler [79]
erwahnt.

Auf den Zusammenhang zwischen der Potentialgleichung fiir n = 2 und der Funk-
tionentheorie ist schon in Beispiel 1.3 hingewiesen worden. Der Laplace-Operator ist
nicht nur ein Beispiel fiir einen elliptischen Differentialoperator, sondern sogar der Proto-

! Das Minuszeichen in —Awu = 0 hat hier nur eine symbolische Bedeutung. Der Hintergrund ist,
dass —A “schonere” Eigenschaften hat als A, da — A in mehrfachem Sinne positiv ist. Beispiels-
weise wird die Singularitdtenfunktion in (2.4a) eine positive Singularitit besitzen.
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14 2 Die Potentialgleichung

typ (Normalform). Durch Variablentransformation lésst sich ein elliptischer Differential-
operator zweiter Ordnung so umformen, dass der Hauptteil der Laplace-Operator ist (vgl.
Hellwig [120, Seiten 64f]).

Definition 2.1 (Gebiet). 2 C R"™ heifit Gebiet, falls §2 offen und zusammenhdiingend? ist.
Im Folgenden wird {2 stets ein Gebiet sein. Sein Rand wird mit
I'=01

bezeichnet. Die Existenz zweiter Ableitungen von u wird nur in (2, nicht auf dem Rand
gefordert. Damit eine Randwertvorgabe

u=@ aufl’ (2.1b)

sinnvoll ist, muss die Stetigkeit von v auf {2 = £2 U I vorausgesetzt werden.
Die Kombination einer (elliptischen) Differentialgleichung (hier (2.1a)) mit einer
Randbedingung (hier (2.1b)) nennt man Randwertaufgabe.

Definition 2.2 (harmonisch). u heifit harmonisch in 2, falls u zu C*(£2) N C°(02) gehirt
und der Potentialgleichung (2.1a) geniigt.

Dabei bezeichnen C°(D), C*(D) und C*°(D) die Mengen der auf D stetigen,
k-fach stetig differenzierbaren bzw. unendlich oft differenzierbaren Funktionen.

Im Allgemeinen kann man nicht erwarten, dass die Losung von (2.1a,b) in C2(12)
liegt, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.3. Sei {2 das Quadrat (0, 1) x (0, 1) (vgl. Abbildung 1.3a). Die Randwerte seien
plr,y) = xi fir (z,y) € I'. Eine Losung der Randwertaufgabe existiert, gehort aber
nicht zu C%(12).

Beweis. Die Existenz einer Losung w wird spiter in Satz 7.21 behandelt werden.
Wiire u € C%(£2), so gilte Uz, (7,0) = @ (z,0) = 2 fiir x € [0,1] und insbesondere
Uz (0,0) = 2. Aus dem analogen Resultat u,,(0,0) = ¢,,(0,0) = 0 erhielte man

Au(0,0) = 2 im Widerspruch zu Au = 0 in (2. ]
Im vorliegenden Fall kann man noch u € C'(2) zeigen. Dass I
auch diese Aussage im Allgemeinen falsch ist, beweist das nédchste Ty
Beispiel, in dem {2 das sogenannte L-Gebiet aus Abbildung 2.1 Iy
ist. I
Beispiel 2.4. Tm Gebiet 2 = (=%, 1) x (=3, 1)\ [0,1) x [0,3) - I
1

fithre man Polarkoordinaten ein:

x =1 cosp, y = rsinp. 2.2) Abb. 2.1. L-Gebiet.
Die Funktion

u(r, o) = r*3sin((2¢ — 7)/3) /2 <@ <2m
ist Losung der Potentialgleichung (2.1a) und besitzt glatte Randwerte auf I" (insbesondere

gilt u = 0 auf Iy C I). Trotzdem sind die ersten Ableitungen in r = 0 unbeschrénkt,
dh.u ¢ CHD).

2 2 heift zusammenhingend, wenn es fiir alle ,y € {2 eine stetige Kurve in {2 gibt, die
mit y verbindet, d.h. v € C([0,1]) mity : s € [0,1] — ~(s) € £2 und y(0) = z, y(1) = .
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Beweis. Mit u; und u, miisste auch u, = u, cos ¢ + u, sin ¢ beschrinkt sein. Jedoch
gilt u, = O(r~1/3) fiir » — 0. Man verifiziert Au = 0 mit Hilfe von (2.3). [

Der Laplace-Operator ist gegen Translation, Spiegelung und Rotation invariant.

Ubung 2.5. Seien f € C2(12) fiir ein Gebiet 2 C R",z € R", U € R"*" eine unitire
Matrix (d.h. UUT = I). Dann beschreibt &(x) := z + Ux eine Kombination von Trans-
lation, Spiegelung und Rotation. @ bildet 2 in 2 := {y =z+ Ux:x € {2} ab. Die
Umkehrfunktion ist @~ 1(y) = UT (y — z) . In {2’ wird die Funktion F(y) := f(®~(y))
definiert. Man zeige: AF(y) = (Af) (@7 1(y)).

Insbesondere folgt hieraus, dass harmonische Funktionen nach Translation, Spiege-
lung und Rotation harmonisch bleiben.

Ubung 2.6. Man zeige: (a) Beziiglich der Polarkoordinaten (2.2) des R? lautet der Laplace-

Operator
0? 10 1 92
A= S +-——+5—. 2.3
8r2+7’8r+r284p2 @3)
(b) Beziiglich der drei-dimensionalen Polarkoordinaten

T =1 cosp siny, y =1 sinp siny, Z =1 Ccost

eilt DR R O SV A s
=+ -+ |— 55 tcotY—+ —
or2 " ror  r? |sin? e 0p? oy O
Im allgemeinen n-dimensionalen Fall fiihrt die Transformation auf Polarkoordinaten zu
7 n-10 1
A=—+———+ -8
or? + r Or * r2’

wobei der sogenannte Beltrami-Operator B nur Ableitungen beziiglich der Winkel-
variablen enthlt.

2.2 Singularititenfunktion

Als Singularitiitenfunktion oder Fundamentallosung® bezeichnet man die Funktion

1
—w—10g|x—y\ fiir n = 2,
S(Xa Y) = g 1 | |2—n fii 9 (24&)
e — — > s
CEE X—y tir n

von X,y € R", wobei
wp =203/ 0(2),
. )"/ 1(3) (I': Gammafunktion) (2.4b)
insbesondere wo = 27, w3 = 4,

die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel ist. Mit

n
_ } : 2
x| = o1 Ti

wird die Euklidische Norm des R" bezeichnet.

3 Genauer ist s(-, -) die Singularititenfunktion von —A (vgl. FuBnote 1).
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Lemma 2.7. Fiir festes y € R™ lést s(x,y) beziiglich x die Potentialgleichung in R™\{y}.

Beweis. Ein direkter Beweis ist moglich. Einfacher fiihrt man Polarkoordinaten mit y als
Zentrum ein und wendet (1.5) an, da s(x,y) nur von r = |[x — y| abhingt. [

Es sei angemerkt, dass im Sinne der Distributionen —A,s(x,y) = d(x,y) gilt,
wobei 0 die Delta-Distribution ist. Diese Gleichung legt die Stirke der Singularitit und
die Skalierungskonstante fest.

Zur Vorbereitung des ndchsten Satzes muss die
Normalenableitung 0/9n eingefiihrt werden. Sei {2 ein
Gebiet mit glattem Rand I'. Der Vektor n(x) € R" be-
zeichnet die d@uflere Normalenrichtung in x € I, d.h.
n ist ein Einheitsvektor senkrecht zur Tangentialhyper-
ebene in x und zeigt nach aulen (vgl. Abbildung 2.2).
Die Normalenableitung von u in x € I ist definiert als

ou(x)
on

der Gradient von u und

Abb. 2.2. Normalenrichtungen.

= (n,Vu), wobei Vu = gradu = (ug, , ..., Uy, )

n
<X7 y> = Z Lili
i=1

das Skalarprodukt des R™ sind. Im Falle der Kugel Kr(y) (vgl. (2.8)) ist die Normalen-
richtung radial. Qu/On wird zu du/Or beziiglich r =|x — y|, wenn man Polarkoordinaten
mit Zentrum in y verwendet. Da

0s(x,y)/0r = =[x —y[' " Jwn,

folgt

1—n
Os(x,y) = B fiir alle x € 0Kg(y). (2.5)
on Wy,

Die erste Green’sche Formel (vgl. Green [96])

B Ov(x)
/Qu(x)Av(x)dX——/Q<Vu(x),Vv(X)> dx+/ u(x) o dr (2.62)

a0

gilt fiir u € C1(2), v € C?(12), wenn das Gebiet {2 geeignete Voraussetzungen erfiillt.
Dabei bezeichnet f 90 - - - A" das Oberflidchenintegral.

Gebiete, fiir die (2.6a) giiltig ist, heilen Normalgebiete. Hinreichende Bedingungen
hierfiir findet man in Kellogg [136, §1V] und Hellwig [120, Seite 11].

Funktionen u,v € C?(£2) in einem Normalgebiet (2 erfiillen die zweite Green’sche
Formel

/Q w(x) Av(x) dx — /Q v(x) Au(x) dx-+ /

082

[u(x)ag(:) —v(x)ag(:) Al (2.6b)

Satz 2.8. (2 sei Normalgebiet, und u € C%(§2) sei dort harmonisch. Dann gilt

u(y) = /69 {s(x,y)ag—(nx) - u(x)%} dr’, fiir alle'y € 2. (2.7)

Die Symbole 2— und AT, beziehen sich dabei auf die Variable x.

Ong
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Beweis. Mit
K. (y)={xeR":|x—y|<r} (2.8)

bezeichnen wir den Kreis (bzw. Kugel) um y mit Radius . Da die Singularitdtenfunktion
s(+,y) in x = y nicht differenzierbar ist, kann die Green’sche Formel nicht direkt ange-
wandt werden. Sei

2. = 2\ Kc(y),

wobei ¢ so klein sei, dass K.(y) C 2. Da {2, wieder Normalgebiet ist, folgt aus —Au =
—As =0 in 2. (vgl. Lemma 2.7) und (2.6b) mit v = s(-,y), dass

/8 N [u(X)%’j) - S(X7y)8g—:{)} dr, = 0. (2.92)

Es ist 002, = 02 U0K.(y). In x € JK,(y) unterscheiden sich jedoch die Normalen-
richtungen von 0f2; und 0K, (y) durch das Vorzeichen. Gleiches gilt fiir die Normalen-
ableitung, sodass sich das Integral aus (2.9a) zerlegen ldsst in

/(995..._/(99..._/%(”....

Die Behauptung des Satzes wire bewiesen, wenn faK w7 —u(y) fire — 0
gezeigt werden konnte. du/dn ist auf OK (y) beschrinkt, und [, () (% y)dI strebt
wie O(e|loge|)) bzw. O(e) gegen null, wie man aus (2.4) und

/ dI = e lw, (2.9b)
0K, (Y)
abliest. Somit folgt
0
/ sxy) 22X Lo (e o). (2.9¢)
IR (y) on

Aus (2.9b) und (2.5) schliefit man

/ u(y)M dry, = u(y) / w dry, = —u(y). (2.9d)
OK.(y) OK.(y) ONa

Die Stetigkeit von u in y liefert

| b - a2 Yar,

< max Lu(x) —u(y)| =0 (2.9¢)
Ke(y)

T x€0K(y

fir ¢ — 0. (2.9c-e) zeigen [, (y)[u%s — sZu]dl" = —u(y) (¢ = 0), sodass
(2.9a) den Satz beweist. [ |

Jede Funktion der Form
v(x,y) = s(x,y) + P(x,y) (2.10)

heiBit Grundlosung (der Potentialgleichung) in (2, wenn die Funktion &(-,y) fiir festes
y € §2 harmonisch in {2 istund zu C?({2) gehért.
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Korollar 2.9. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.8 gilt fiir jede Grundldsung in §2:

_ du(x)  9v(xy)
u(y) = /a , {7(& Y) =g, ~ ux) p ar, (yen). 2.11)
Beweis. (2.6b) impliziert [, [ du/On —udP/On|dl = 0. |

Wegen einer méglichen Abschwichung der Bedingung ¢ = v — s € C?(f2) zu
(-, y) € C1(2) N C?(N2) vergleiche man Hellwig [120, S. 34].

Ubung 2.10 (Green-Funktion auf der Kugel). Es sei 2 = Kz (y). Man definiere

1 {|x i (M |x — 5’1)21 fiirn > 3
(n—2)wn R = 9

I g g (e e

(2.12)
mit x, &€ € 2, ¢ =y + R%|¢ — y|72(¢ —y) und zeige:
(@) y(x, &) = 0 fiir § € 002\{x},

(b) 7y ist Grundlgsung in {2,

(© 7(X7 6) - 7(£7X)a
(d) auf der Kugeloberfliche I' = 0Kg(y) gilt

1 R?—|x—yf
Wn, |X_‘£|n

0 0
a_n&’y(xvg)za_n&’y(gvx):_R (ger)

2.3 Mittelwerteigenschaft und Maximumprinzip

Definition 2.11 (Mittelwerteigenschaft). Eine Funktion u besitzt die Mittelwerteigen-
schaft in $2, falls v € C°(£2) und falls fiir alle x € 2 und alle R > 0 mit Kr(x) C §2
die Darstellung

1
u(x) = ——— / u(€)dr; (2.13)
wn R OKR(x) ¢
gliltig ist.

Da f{)KR(x) dI' = w, R"~ !, ist die rechte Seite in (2.13) der iiber die Kugeloberfliche
gemittelte Wert von u. Eine dquivalente Charakterisierung ergibt sich, wenn man iiber die
Kugel Kr(x) mittelt.

Ubung 2.12. u € C°(12) besitzt die zweite Mittelwerteigenschaft in 2, wenn

n

R w,

u(x) / u(€)d¢ firallexe 2, R>0 mit Kp(x) C {2.
Kr(x)

Man zeige, dass die zweite Mittelwerteigenschaft dquivalent zur Mittelwerteigenschaft

(2.13) ist. Hinweis:
R
/ w(€) dg = / ( / () dQ) dr. (2.14)
Kr(x) 0 0K, (x)
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Funktionen mit der Mittelwerteigenschaft erfiillen ein Maximumprinzip, wie es aus
der Funktionentheorie fiir den Absolutbetrag holomorpher Funktionen bekannt ist.

Satz 2.13 (Maximum-Minimum-Prinzip). (2 sei ein Gebiet und u € C°({2) sei eine
nichtkonstante Funktion, die die Mittelwerteigenschaft besitzt. Dann nimmt u in 2 weder
ein Maximum noch Minimum an.

Beweis. (i) Es geniigt, den Fall des Maximums zu untersuchen, da ein Minimum von «
ein Maximum von —u ist und —u ebenfalls die Mittelwerteigenschaft besitzt.

(ii) Zur indirekten Beweisfiihrung nehmen wir an, es gébe ein Maximum in y € (2:
u(y) = M > u(x) fiir alle x € £2.

In (iii) werden wir u(y’) = M fiir beliebiges y’ € {2 zeigen, d.h. v = M im Wider-
spruch zur Voraussetzung u # const.

(iii) Beweis von u(y’) = M. Sei y’ € 2. Da {2 zusammenhéngend ist, existiert eine
in w verlaufende Verbindung von y und y’, d.h. es gibt ein stetiges ¢ : [0,1] — (2 mit
©(0) =y und (1) =y’. Wir setzen

I:={se€[0,1] : u(p(t)) = M firalle 0 <t < s}.

I enthilt mindestens 0 und ist abgeschlossen, da u und ¢ stetig sind. Damit existiert
s* = max{s € I}, und die Definition von I zeigt I = [0,s*]. In (iv) wird s* = 1

nachgewiesen, sodass y’ = ¢(1) € I und somit u(y’) = M folgt.
(iv) Beweis von s* = 1. Die gegenteilige Annahme s* < 1 kann zum Widerspruch
gefiihrt werden, indem u(x) = M in einer Umgebung von x* := ¢(s*) nachgewiesen

wird. Da x* € 2, existiert R > 0 mit Kr(x*) C 2. Offenbar folgt u = M in Kp(x*),
wenn u = M auf 0K, (x*) fiiralle 0 < r < R gezeigt wird.

(v) Beweis von v = M auf 0K, (x*). Gleichung (2.13) ausgewertet in x* lautet
1 /

_ u(€)dle.

wnT"_l 0K, (x*) £

Generell gilt u(¢) < M. Wiire u(¢') < M fiir ein ¢’ € OKg(x*) und damit u < M in
einer Umgebung von &', ergiibe sich auf der rechten Seite ein Mittelwert kleiner als M.
Dies beweist u = M auf OKr(x*). |

M =u(x*) =

Einfache Folgerungen aus Satz 2.13 enthilt der folgende Zusatz.

Korollar 2.14. (2 sei beschrinkt. (a) Eine Funktion mit Mittelwerteigenschaft nimmt ihr
Maximum und Minimum auf 02 an.

(b) Stimmen zwei Funktionen mit Mittelwerteigenschaft auf dem Rand 052 iiberein, so sind
sie identisch.

Beweis. (a) Die Extrema werden auf 2 = (2 U 942 angenommen, da {2 kompakt ist. {2
kommt nach Satz 2.13 fiir ein Extremum nicht in Frage, wenn u nicht auf einer Zusam-
menhangskomponente von {2 konstant ist. Aber auch in diesem Fall ist die Behauptung
offensichtlich.

(b) Erfiillen « und v mit © = v auf 92 die Mittelwerteigenschaft, so ist diese auch fiir
w := u — v erfiillt. Da w = 0 auf 042, zeigt Teil (a), dass max w = minw = 0. Also gilt
u = in §2. [
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Lemma 2.15. Harmonische Funktionen besitzen die Mittelwerteigenschaft.

Beweis. Sei u harmonisch in 2 und y € Kg(y) C (2. Wir wenden die Darstellung (2.7)
fiir Kr(y) anstelle von (2 an. Der konstante Wert von s(x,y) auf 0Kg(y) sei mit o(R)
bezeichnet. Wegen (2.5) wird Gleichung (2.7) zu

9, 1
u(y) = o(R) /aKR(y) gf) dr + o R /E)KR(y) u(€)dr.

Die Gleichung stimmt mit (2.13) iiberein, wenn das erste Integral verschwindet. Letzteres
folgt aus dem néchsten Lemma. ]

Lemma 2.16. Sei u € C?({2) harmonisch in einem Normalgebiet (2. Dann gilt

0
2ar =o.
o0 On
Beweis. Man verwende die Green’sche Formel (2.6a) mit 1 und w statt v und v. [ |

Lemma 2.15, Satz 2.13 und Korollar 2.14 ergeben die nichsten Sitze 2.17 und 2.18.

Satz 2.17 (Maximum-Minimum-Prinzip fiir harmonische Funktionen). Die Funktion
wu sei harmonisch im Gebiet §2 und nicht konstant. Dann existiert kein Maximum und kein
Minimum in §2.

Satz 2.18 (Eindeutigkeit). {2 sei beschriinkt. Eine in {2 harmonische Funktion nimmt ihr
Maximum und Minimum auf 0f2 an und ist durch die Werte auf 02 eindeutig bestimmt.

Ubung 2.19. 2 sei beschrinkt. u; und us seien harmonisch in {2 mit Randwerten ¢
und o auf I' = 9f2. Man beweise: (a) @1 < o auf I' impliziert u; < wuo in 2.
(b) Ist auBerdem {2 zusammenhingend und gilt ¢ (x) < @2(x) in mindestens einem
Punkt x € I', so folgt u; < wue iiberall in (2.

Die Darstellung (2.13) von u(y) durch die Werte auf 0 Kg(y) ist ein Spezialfall der
folgenden Formel, die am Ende dieses Abschnittes bewiesen werden wird und fiir x = y
die Gleichung (2.13) liefert.

Satz 2.20 (Poisson’sche Integralformel). Seien p € C°(0Kgr(y)) und n > 2. Die
Losung der Randwertaufgabe

—Au=0 inKg(y), u=¢ auf OKg(y),
ist gegeben durch die Funktion

R x—y/ p(€) )
U(X) = R—Q}n /BKR(y) ‘X——grb ng er X € KR(y), (215)

die zu C*(Kg(y)) N C°(Kr(y)) gehort.

Die Mittelwerteigenschaft setzt nur die Stetigkeit u € C°(£2) voraus, wihrend har-
monische Funktionen zu C?({2) gehéren. Um so erstaunlicher ist die folgende Aussage.
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Satz 2.21. Eine Funktion ist genau dann harmonisch in §2, wenn sie dort die Mittelwert-
eigenschaft besitzt.

Beweis. Wegen Lemma 2.15 bleibt zu zeigen, dass eine Funktion v mit Mittelwert-
eigenschaft harmonisch ist. Sei x € Kp(x) C {2 beliebig vorgegeben. Nach Satz 2.20
existiert eine in Kp(x) harmonische Funktion u mit

—Au =0 in Kg(y), u=v auf OKg(y).

Gemil Lemma 2.15 besitzt u ebenso wie v die Mittelwerteigenschaft, und Korollar 2.14b
beweist u = v in Kr(x), d.h. v ist in Kr(x) harmonisch. Da Kr(x) C {2 beliebig, ist v
in {2 harmonisch. ]

Eine wichtige Anwendung des Satzes 2.21 ist die folgende (vgl. Harnack [119, §20]).

Satz 2.22. Sei uy,uq,... eine Folge von in {2 harmonischen Funktionen, die auf I’
gleichmdifSig konvergieren. Dann ist v, = limy_.~o up harmonisch in 2.

Beweis. Die gleichmiBige Konvergenz auf I" impliziert gleichméBige Konvergenz in 0
(vgl. Satz 2.17). Folglich ist die Grenzfunktion stetig: u € C°(§2). Der Limesprozess
angewandt auf

1

- I
ug (x) DR /BKR(X) uy(§)d!l e

liefert Gleichung (2.13) fiir u; d.h. u besitzt die Mittelwerteigenschaft. Nach Satz 2.21 ist
u auch harmonisch in (2. [

Im Falle von n = 2 ist in Beispiel 1.3 der Zusammenhang mit holomorphen Funk-
tionen hergestellt worden. Tatsdchlich ist w fiir alle n analytisch, d.h. in der Umgebung
jedes x € {2 existiert eine konvergente Potenzreihenentwicklung. Der folgende Satz wird
z.B. in Hellwig [120, Seite 93] bewiesen.

Satz 2.23. Eine in {2 harmonische Funktion ist dort analytisch.

Es bleibt der Beweis der Poisson’schen Integralformel nachzutragen.

Beweis zu Satz 2.20. (a) Zunichst ist zu zeigen, dass u aus (2.15) eine in Kr(y) harmo-
nische Funktion ist, d.h. Au = 0 erfiillt. Da der Integrand zweimal stetig differenzierbar
und der Integrationsbereich I" = 0Kp(y) kompakt ist, darf der Laplace-Operator unter
das Integralzeichen gezogen werden:

1 R* — |x —
Au(x) = o /Fcp(é) Ay ﬁ dl fir x € Kr(y). (2.16)

GemiB Ubung 2.10 gibt es eine Grundlosung v(x, £), sodass

R |x-yP _ 01x8 _ 9Ex)

|x — €|" Rwy, Ing Ing

fir€ e I x € Kg(y). (2.17)
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Aus

v

_— = —A =
e = e 27(%,6) =0

und (2.16) schlieft man —Au = 0.

(b) Die Darstellung (2.15) definiert
u(x) zundchst nur fir x € Kg(y).
Es bleibt noch zu zeigen, dass u eine
stetige Fortsetzung auf dem Abschluss
Kr(y) = Kg(y) U I' besitzt (d.h.
u € CO(Kgp(y))) und dass die stetig fort-  Abb. 2.3. I' und die Kreise K,(2), K, /2(2).
gesetzten Werte mit den Randwerten ¢
iibereinstimmen:

y

lim  wu(x)=p(z) firzel. (2.18)
Kr(y)ox—z

Wegen Gleichung (2.17) liefert Korollar 2.9 fiir die Wahl « = 1 die Identitit

—x—yl / dl .
=1 fi K . 2.19
Ron  Jrlx— " xS ely) @1
Sei z € I beliebig. Dank Gleichung (2.19) ldsst sich schreiben:
R2—|x—y|2/ u(é) — o(2)
u(x) —¢(z) = dr; (2.20a)
(0~ ple) = = - [ Ll

Wir definieren Iy = I' N K,(z), It = I'/Iy (siehe Abbildung 2.3) und zerlegen den
Ausdruck (2.20a) in u(x) — ¢(z) = Iy + I; , wobei

2 v ]2 _
LRl y|/ W () o
I

Rw,, x 5‘7'
o (&) - ol2)
u(€) — p(z ’ _dre
————=dle| < max|u(§) — ¢(z —_—
/FO S5 ar < maxu(e) - o) - 5‘
<
max u(¢) ‘/ P

f()lgt aus Glelchung (2. 1 9), daSS
< — . .

Wegen der Stetigkeit von ¢ kann p > 0 so gewihlt werden, dass
Iy < /2 (2.20¢)
fiir vorgegebenes ¢ > 0. Man setze C, := maxeger |[¢(€)| und wihle x € Kr(y) so
nah an z, dass . . .
kel < 660 = 5(5) e
und |x — z| < p/2. Die letzte Ungleichung impliziert

x— €| > g fir ¢ €Iy (siche Abbildung 2.3).
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