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§ 2 Inhalte, Primalie, MaBe

Ein Inhalt ist eine nicht-negative numerische Funktion auf einem Mengenring mit der Eigen-
schaft, dass der Inhalt einer Vereinigung zweier punktfremder Mengen gleich der Summe der
Inhalte der einzelnen Mengen ist. Wichtig fiir die Integrations-Theorie ist eine Verscharfung
dieser Eigenschaft, die o-Additivitat. Ein Inhalt heifit 6-additiv, wenn der Inhalt einer abzahl-
baren Vereinigung punktfremder Mengen gleich der Summe der Inhalte der einzelnen Mengen
ist. Der elementar-geometrische Inhalt auf dem Mengenring der Quadersummen im R” hat
diese Eigenschaft. Sie ist wesentlich dafiir, dass man diesen Inhalt zu einem Maf} auf der Borel-
Algebra des R” fortsetzen kann, was im niachsten Paragraphen durchgefiihrt wird. Ein Maf ist
dabei ein c-additiver Inhalt, der auf einer 6-Algebra definiert ist.

Die erweiterte Zahlengerade R. In der MaB- und Integrationstheorie ist es oft niitz-
lich, auch Funktionen zu betrachten, die die Werte -+ oder —eo annehmen konnen.
Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

Ri=RU {0} = [~oo,ed],
Ry =R, U{eo} =10,09].
Die Ordnung von R wird auf R forgesetzt durch
—oo < a < oo fur alle a € R.

AuBerdem fiihrt man folgende Konventionen fiir Addition und Multiplikation mit den
Symbolen +e ein:

a4+ (too) = oot a=+oo fiir alle a € R,
a-(too) = (Foo)-a = oo fiir alle ¢ mit 0 < a < oo,
a-(toeo) = (Foo)-a = Foo fiir alle g mit —eo < a <0,
0 (doo) = (£e0)-0=0.
Ausdriicklich nicht definiert ist eo 4 (—co) oder —oo + oo,
Diese Konventionen sind so gewdhlt, dass folgendes gilt: Sei (cy) eine Folge reeller
Zahlen, die uneigentlich gegen oo (bzw. —oo) konvergiert. Dann gilt fiir alle a € R
a—i—klim = klim (a+ck),
- i =1 “Ck)-
a- am ci kljgo(a Ck)
Auf R sind Addition und Multiplikation stets definiert; diese Operationen geniigen
dem Assoziativ-Gesetz. Jedoch gilt fiir Verkniipfungen, in denen das Symbol +eo vor-
kommit, nicht die Kiirzungsregel, da z.B. 1 +c0c =24 ocound 1 -00 =2 - o,
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Definition. Sei R C PB(Q) ein Mengenring. Unter einem Inhalt auf R versteht man
eine Funktion

iR — Ry
mit folgenden Eigenschaften:
(i) u0)=0
(i) u(AUB)=pu(A)+u(B), fallsA,B € R disjunkte Mengen sind.
Bemerkungen.

1) Ist u reellwertig, d.h. nimmt y den Wert e nicht an, folgt i) aus ii), denn nach ii) ist
u(0) = u(0)+u(0). Falls u(0) € R, ist dann notwendig u(0) = 0.
2) Ein Inhalt ist immer monoton, d.h.
ACB = u(A)<u(B),
denn u(B) = pu(A) +u(B~A) und u(B~A) > 0.

3) Seien A, B € A nicht notwendig disjunkte Mengen. Da
AUB=AU(B~A) und B=(ANB)U(B\A)
jeweils punktfremde Zerlegungen sind, gilt
U(AUB) =u(A)+u(B~A) und u(B)=u(ANB)+u(B\A).
Falls u(ANB) < oo, folgt daraus
HAUB) = u(A) +u(B) —u(ANB).

4) Durch vollstindige Induktion zeigt man: Ist u : /& — R ein Inhalt und sind
A1,Ap, .. Ay ER

paarweise punktfremd, so gilt

”@Ai) = lﬁlu(Ai)-

Dies gilt aber nicht notwendig fiir abzahlbar unendliche Familien disjunkter Mengen
A; € fR. Dies fuhrt zum Begriff der 6-Additivitat:

Definition. Ein Inhalt u : /8 — R, auf einem Mengenring R C PB(Q) heibt c-additiv,
falls fur jede Folge von paarweise disjunkten Mengen A € R, k > 1, deren Vereinigung
A :=Jp_ Ay ebenfalls in R liegt, gilt

oo

p(A) = 3 u(Ap).

k=1
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Ein c-additiver Inhalt heif3t Prdmaf3. Unter einem Maf3 versteht man einen ¢-additiven
Inhalt, der auf einer 6-Algebra definiert ist.

Der Inhalt u heit endlich, falls u(A) < oo fiir alle A € 2R. SchlieBlich heiit u 6-endlich,
falls es eine Folge von Mengen Q,, € R gibt mit

UJQn= und p(Q,)<e firalem>1.

m=1

Satz 1. Sei u: R — R, ein Inhalt auf dem Mengenring R C B(Q). Man betrachte
folgende Aussagen iiber u:

a) u ist G-additiv.
b) u ist 6-subadditiv, d.h. fiir jede Folge Ay € R, k > 1 mit Uy Ax =: A € R gilt

Ms

u(A) < D u(Ap).

k

c) u ist stetig von unten, d.h. fiir jede aufsteigende Folge Ay € R, k> 1, mit Ay TA €R
gilt

1

u(Ax) Tu(A).

d) u ist stetig von oben, d.h. fiir jede absteigende Folge By € R, k > 1, mit By | B € ‘R
und u(By) < oo gilt

H(B) | u(B).
Dann gelten die Implikationen
a) < b) <= c)=d)
Ist der Inhalt u endlich, so sind sogar alle vier Aussagen a) bis d) dquivalent.

Dabei bedeutet die Schreibweise u(Ax) T u(A), dass u(A) der Limes fiir k — oo der
monoton wachsenden Folge u(Ay) ist; analog ist u(By) | u(B) zu verstehen.

Beweis. Wir beweisen zunachst die Aquivalenz von a), b), ¢) nach dem Schema
b) = a) = ¢) =b)

b) = a). Sei Ay € R, k > 1, eine Folge von paarweise disjunkten Mengen mit A :=
Ur_; Ak € R. Da u endlich additiv und monoton ist, gilt fiir jedes m > 1

S w0 = () Ac) < ula).
k=1 k=1

also durch Grenziibergang m — oo

oo

Y ulAx) < ().
k=1
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Wegen b) gilt hier auch die umgekehrte Ungleichung, also die Gleichheit. Damit ist a)
bewiesen.

a) = ¢). Sei Ay € R, k > 1 eine Folge von Mengen mit A; T A € fR. Setzt man A := A
und A} 1= Ag \Ag_; fiir k > 2, so sind die A} paarweise disjunkt mit (' A} = A, fiir
alle m > 1 und U;_, A} = A. Da u endlich additiv ist, gilt

m
2 .U(A;c) = :U(Am)'
k=1
Wegen a) ist

u(A) = Tim 3 (A7) = Tim (A,
k=1

m-—eo m—soo
also ist ¢) bewiesen.
c) = b). Sei Ay € R, k > 1, eine Folge von Mengen mit A := (J_; Ay € JR. Wir defi-
nieren
- m
A= Ar-
k=1
Da gz =A1U(A2NA)), gilt ,u(gz) < u(Ay) +u(Az), und durch Induktion nach m zeigt
man, dass
— m
p(Am) < Y u(Ay)  firallem > 1.
k=1
Da A,, T A, folgt aus der Voraussetzung c), dass u(A,,) T u(A), also
p(A) < Y u(Aw),
k=1

d.h. die Eigenschaft b).

Damit ist die Aquivalenz von a), b), ¢) gezeigt. Nun beweisen wir die Implikationen
¢) = d), und unter der Voraussetzung der Endlichkeit von y, auch d) = c¢)

c) = d). Sei By € R, k > 1, eine Folge mit u(B;) < oo und By | B € R. Wir definieren
Ap =By By €R.

Fiir die Folge Ay gilt A; T By . B. Aus c) folgt
1(Ak) T u(Bi ~B) = u(B1) — u(B).

Da aber u(Ay) = u(By) — u(By), folgt daraus u(By) | u(B).

d) = c¢). Es werde vorausgesetzt, dass p(A) < oo fiir alle A € R. Sei A, € R, k> 1,
eine aufsteigende Folge mit A; T A € R. Die Mengen By, := A \ Ay bilden dann eine
absteigende Folge mit By | 0. Nach d) gilt u(By) | 0. Da aber

u(Bi) = u(A) — pu(Ag),
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folgt daraus u(A;) T u(A), q.e.d.

Beispiele von Inhalten und Maf3en

(2.1) Sei Q eine beliebige Menge und R C 3(€2) der Mengenring aller endlichen oder
abzihlbar unendlichen Teilmengen von Q. Definiert man u(A) als Anzahl der Elemen-
te von A, so ist u ein c-additiver Inhalt auf SR. Genau dann ist u 6-endlich, wenn Q
hochstens abzidhlbar unendlich ist.

(2.2) Sei Q eine beliebige nichtleere Menge, a € Q ein Punkt und 2 C PB(Q) eine
o-Algebra. Definiert man €, : A — R durch

__J1, fallsacA,
€(A) '_{0 sonst,

so erhalt man, wie man leicht nachpriift, ein Maf} auf 2. Man nennt €, die Einheits-
masse im Punkt a, oder auch Diracmaf; in a.

(2.3) Sei A C P(Q) eine 6-Algebra und seien yy, . .., 4 : A — Ry MaBeundcy,...,c; €
R nichtnegative Konstanten. Dann ist auch

X k
H::Zci,ul’:QIHR"” A'—>,U(A) ::ZCilJ[(A),
= i=1

=

ein Maf. Dasselbe gilt auch fiir abzahlbare Linear-Kombinationen von Maf3en, vgl.
Aufgabe 2.2.

(2.4) Wir geben jetzt noch ein Beispiel flir einen endlichen Inhalt, der nicht c-additiv
ist. Sei Q eine abzihlbar unendliche Menge und 2 C J3(€2) die Mengenalgebra aller
A C Q, so dass entweder A oder das Komplement A€ endlich ist, vgl. Beispiel (1.2). Sei
A — Ry definiert durch

(4) = 0, falls A endlich,
K01, falls A€ endlich.
Dann ist u, wie man leicht nachpriift, ein Inhalt, der aber nicht ¢-additiv ist, denn € ist

die abzdhlbare disjunkte Vereinigung aller einpunktigen Mengen, die jeweils den Inhalt
0 haben, wahrend Q den Inhalt 1 hat.

(2.5) Das Lebesguesche Primaf

Wir hatten in (1.5) den Mengenring Q(R") der endlichen Quadersummen im R” defi-
niert. Wir definieren jetzt einen Inhalt

A AQRY) - Ry
mit Hilfe des elementar-geometrischen Inhalts von Quadern. Fiir einen Quader

Q:: {(X],...,xn) GR”ZCIV ng <b\/}, av,bv ER, ay <bv,
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sei

n

A'(Q) := Vol,,(Q) := [ ] (bv —av).

v=1

Ein beliebiges Element A € Q(IR") lasst sich schreiben als endliche disjunkte Vereini-
gung von halboffenen Quadern Q;,

A=]J0.
i=1
Man setzt dann
N'(A) =Y N'(Qi) = 3, Vol (Qy).
i=1 i=1

Dabei stellt sich aber ein Problem: Eine Menge A € Q(R") lisst sich auf verschiedene
Weisen als disjunkte Vereinigung von Quadern darstellen, und es muss die Wohlde-
finiertheit gezeigt werden, d.h. dass A”(A) unabhidngig von der Zerlegung von A in
disjunkte Quader ist. Wir beginnen mit folgendem

Hilfssatz 1. Sei Q ein halboffener Quader im R", der die disjunkte Vereinigung von
endlich vielen halboffenen Quadern Q. ..,Qp ist: Q = UL, Q. Dann gilt

Vol,(Q) = Y Vol,,(Q)).
i=1

Die Aussage des Hilfssatzes ist zwar anschaulich klar (sofern man im n-dimensionalen
Raum iiberhaupt von Anschauung sprechen kann), bedarf aber dennoch eines Bewei-
ses.

R Bild 2.1

Beweis durch Induktion nach n.
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Induktionsanfang n = 1. In diesem Fall sind Q = [a,b[ und alle Q; = [a;, b;[ Intervalle.
Nach evtl. Umnumerierung diirfen wir annehmen, dass a; < ay < ... < a,,. Da das
Intervall Q die punktfremde Vereinigung der Intervalle Q; ist, gilt dann
a=a1<bi=ay<by=a3<...<by_1=a,<b,=0>b,
also Vol (Q) =b—a=3",(bi—a;) = X", Vol; (Q)).
Induktionsschritt n — 1 — n, (siehe auch Bild 2.1). Die Quader Q und Q; lassen sich
zerlegen als
0=1Ix0Q, Qi=1IixQ;
mit halboffenen Intervallen /, I; und (n— 1)-dimensionalen halboffenen Quadern Q’, Q'.
Nach Definition gilt
Vol,,(Q) = Vol (I)Vol,—1 (Q'), Vol (Q;) = Vo, (;) Vol (Q}).

Die endlich vielen Intervalle /; haben als Vereinigung das Intervall /, sind aber nicht
notwendig punktfremd. Indem man die Anfangs- und Endpunkte aller Intervalle /;
der GroBe nach ordnet, bekommt man endlich viele disjunkte halboffene Intervalle
Jr, 1 < k < s, deren Vereinigung gleich 7 ist, so dass jedes Intervall /; die (disjunkte)
Vereinigung einiger der Intervalle J; ist. Sei etwa

I = Jk(i,l) U... UJk(i,r,-)'
Dann ist Q; die disjunkte Vereinigung der J; ;) x Q;. Da Vol (I;) = X; Vol (Ji(; j)), gilt

Vol ( 2 Vol (Ji(i, ) % QF)

Die Behauptung des Hilfssatzes ist deshalb gleichbedeutend mit

m

©) Vol =3 3 Vol (i ) x )

i=1j=1

Wir ordnen die Quader Ji(; j) X Q) nach gleichem ersten Faktor Ji. Sei 1(k) die Menge

aller Indizes i, so dass ein j € {1,...,r;} existiert mit k = k(i, j). Dann ist
m I N
UU ki x0i=U U %=
i=1j=1 k=1 icl(k)

und es gilt Ui,k Q)= Q’ fur alle k. Nach Induktions-Voraussetzung ist
Y, Vol,_1(Q;) = Vol,—1(Q).

icv(k)
Daraus folgt

ZZVOI (i j) X Z 2 L, (Jx x Q)
k=1 iew(k)

i=1j=

@

ZVOh Jk Z Oln 1 ZVO]] Jk)Vol,, 1(Q)

= = =
= Vol ()vm,, 1(Q) = Vol,(0).

—_
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Damit ist () und gleichzeitig der Hilfssatz bewiesen.

Nun zum Beweis der Wohldefiniertheit von A" : Q(R") — R,
Sei A € Q(R") und seien

A= UQi: UQ}
i=1 =1

zwei Darstellungen von A als disjunkte Vereinigungen von halboffenen Quadern Q;
bzw. Q;. Es muss gezeigt werden, dass

i Vol,(Q;) = 2 Vol,(0;)

i=1 j=1
Nach Hilfssatz 1 gilt

N
Vol,( 2 Vol,(QiNQ;) und Vol,(Q;) = ZVol (0;NQ))
Daraus folgt

m N N m N
zVOl 0i) :ZZVOIn leQj ZZV()ln thQ] zVOln(Qj)>
i=1 i=1j=1 j=li=1 j=1
was zu beweisen war.

Nachdem nun die Wohldefiniertheit von A" gezeigt ist, folgt die Additivitdt direkt aus
der Definition, d.h. A : Q(R") — R ist ein Inhalt.

Hilfssatz 2. Sei Q C R” ein halboffener Quader. Dann gibt es zu jedem € > 0 halboffene
Quader Q' und Q" mit

0 coc@" und Vol,(Q') > (1—¢)Vol,(Q), Vol,(Q") < (1+¢)Vol,(Q).
Dabei wird fiir eine Teilmenge B C R" mit B die abgeschlossene Hiille und mit B das
Innere von B bezeichnet (vgl. An. 2, §1).
Beweis. Ist

={xeR":ay, <xy <by}, ay,by R ay <by,

so wahle man

Q :={xcR":aqy<xy<by—08}, Q' :={xcR":ay-8<xy <by}
mit geniigend kleinem & > 0.

Satz 2. Der oben definierte Inhalt \' : Q(R") — R, ist G-additiv, d.h. ein Prdmap.
Auflerdem ist \* G-endlich.
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Man nennt A" : Q(R") — R das Lebesguesche Primapf3.

Falls klar ist, in welcher Dimension n man arbeitet, lasst man auch den oberen Index n
weg und schreibt kurz A statt A",

Beweis.
1) Sei A € Q(R") und A € Q(R"), k > 1, eine Folge von Quadersummen mit
A= JAx
k=1

Nach Hilfssatz 2 existieren zu vorgegebenem € > 0 Elemente A’ A} € Q(R") mit
A'CA, A cAl  und
M(A) = (1—e)'(A), N'(A]) < (1+e)N"(Ag).
Da A’ kompakt ist und
Al C O Al
k=1

gibt es nach dem Heine-Borelschen Uberdeckungs-Satz endlich viele A7, k = 1,...,m,
die A’ iiberdecken, also insbesondere

m
A/ C L.J14//7
k=1
woraus folgt
(1—e)A"(A) <A'(A ZK"A (I+¢) z
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt
"(A) < Z A (Ap).
k=1
Dies zeigt, dass der Inhalt A" ¢-subadditiv ist, also nach Satz 1 sogar G-additiv.

2) Zum Beweis der o-Endlichkeit von A" geniigt es zu bemerken, dass R” die Vereini-
gung der Folge der halboffenen Wiirfel
Qpi={xeR":—m<xy,<m}, m=1,
ist.
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Im nachsten Paragraphen werden wir dann das Lebesguesche Pramal} zu einem Maf}
auf der 6-Algebra aller Borelschen Teilmengen des R” fortsetzen.
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AUFGABEN

2.1. Sei u: R — Ry ein Inhalt auf dem Mengenring R C Q. Man zeige:
Seien Aj,As,..., Ay € R mit u(A;) < e. Dann gilt

m
H(AUALU...UA,) = Y u(A) — Y u(AiNA))

i=1 i<j

+ ), uAINA;NAy)
i<j<k

— z ,u(A,'1 NA;, NA;, ﬂAi4)
11 <ip<iz<iy

+ - ...

+ (=)™ (A N4 N...NA,).

2.2. Sei R C P(Q) ein Mengenring und sei u; : | — R, k > 1, eine Folge von
Inhalten. Weiter sei ¢, € R, k > 1, eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen. Man
zeige:

Hi= z CkHk
k=1

ist ein Inhalt auf fR. Sind alle w1 G¢-additiv, so auch g.

2.3. Sei Q:={1,2,3,...} die Menge aller positiven ganzen Zahlen und 2( C 3(Q) die
Mengenalgebra aller A C Q, so dass entweder A oder das Komplement A€ endlich ist.
Sei p: A — R, definiert durch

1
u(A):= Y, —, fallsAendlich, und
neA n

1
u(A):=2—3 —, falls A endlich.
ngA n
Man zeige:
a) u ist ein Inhalt.
b) u ist nicht 6-additiv.
2.4. Sei F : R — R eine monoton wachsende Funktion (d.h. x <y = F(x) < F(y)).
Man zeige:
a) Es gibt genau einen Inhalt pp : Q(R) — R mit
ur(I):=F(b)—F(a) firein Intervall I := [a,b] € Q(R).
b) Der Inhalt ur ist genau dann ¢-additiv, wenn F von links stetig ist, d.h.
limF(§) = F(x) firallex € R.
g/ x
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