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Klassische Mechanik

Isaac Newton:

Gravitation ist eine Kraft, die, wie jede andere Kraft auch, den
drei Newton'schen Axiomen genUgt. Die Feldgleichung fur das
Gravitationspotential @ ist analog zur Elektrostatik aufzustellen.

Wegelement: ds? = dx? + dy? + dz? = §;;dx"dx’

2
Bewegungsgleichung: m% = —-mVo(r)
AD(r) = 4nGp(r)
3
G = (6.674 + 0.001) - 10~ 1 km—

g s?

Feldgleichung:

Gravitationskonstante:

Gravitationsfeldstarke
fur Punkimasse M

im Ursprung:

Galilei-Transformation:

g=-Vo(r), d = —%

x't = aikxk +at+vit, t' =t+t,

Die Maxwell-Gleichungen sind nicht mit der klassischen
Gravitationstheorie vereinbar

= Notwendigkeit einer Verallgemeinerung

Beschleunigte Bezugssysteme

Die Prinzipien der Allgemeinen RelativitGistheorie erfordern die
Beschreibung in beschleunigten Bezugssystemen.

Metrischer Tensor:

a&* afﬁ
Juv(X) = Ngp 32E Ix?

positiv definites, symmetrisches kovariantes Tensorfeld 2. Stufe
— charakterisiert gekrummte Raumzeit

Seine Komponenten sind keine Konstanten, sondern explizit vom
Punkt in der Raumzeit abhdngig.

Wegelement: ds? = gy (x)dxtdx”

. _ . K _ ﬂ aguv 09y _ agﬂl
Christoffel-Symbole: r* ;= (axl T oxk  axv

Spezielle
Relativitatstheorie
(SRT)

Raum und Zeit sind nicht
absolut, sondern
miteinander verknUpft. Die
vierdimensionale Raumzeit
ist pseudoeuklidisch und
wird durch die Minkowski-
Koordinaten (ct, x,y, z)
beschrieben.
Verallgemeinerte Abstdnde
werden mit dem
Wegelement

ds? = c?dt? — dx? — dy? — dz?

= na[;dx“dxﬁ
angegeben. Der meftrische

Tensor nqp ist eine 4x4-Matrix
mit konstanten Eintrdgen:

(ap) = diag(1,-1,-1,—1)

In zueinander gleichférmig
bewegten Bezugssystemen
sollen physikalische Gesetze
dieselbe Form haben.
Gesetze werden als Lorentz-
Tensorgleichungen
formuliert, damit sie
invariant unter
inhomogenen Lorentz-
Transformationen

x'® = A“ﬁxﬁ + a%
sind und in allen
Inertialsystemen gelten.
Bis auf Gravitation kann die
Physik in der SRT
widerspruchsfrei
beschrieben werden. Der
Minkowski-Raum erfullt die
Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit.




Prinzipien der Allgemeinen Relativitatstheorie

Schwaches Aquivalenzprinzip:

Zwischen Schwerkraft und Beschleunigungskraft gibt es keinen Unterschied. Somit stimmt trége
Masse mit schwerer Masse Uberein. Experimentell ist diese Ubereinstimmung mit hoher
Genauigkeit durch den Aufbau von Ebtvos gezeigt. In der ART ist diese auf die Mechanik
eingeschrankte Erfahrungstatsache eine Folge der Krummung der Raumzeit.

Starkes Aquivalenzprinzip:

In jedem Punkt eines Gravitationsfeldes kann ein Lokales Inertialsystem (LIS) angegeben werden.
Im LIS gelten in einer hinreichend kleinen Umgebung eines Punktes die Naturgesetze ohne
Gravitation, wie sie in der SRT beschrieben werden. Die Physik ist explizit vom betrachteten Punkt
in der Raumzeit abhdangig.

In der Folge ist die Bewegung im Gravitationsfeld analog zur Bewegung im beschleunigten
Bezugssystem zu betrachten.

Korrespondenzprinzip:

Als verallgemeinernde Theorie muss die ART die vorherigen Spezialfdlle enthalten. Wirkt keine
Gravitation, gelten die Gesetze der SRT. FUr schwache Felder und langsame Bewegungen
gehen die Gesetze in die der Newton'schen Gravitationstheorie Uber.

Kovarianzprinzip:

In allen Bezugssystemen sollen dieselben physikalischen Gesetze gelten. Gravitation ist keine
Kraft, sondern eine Krummung der Raumzeit. Anstatt des vierdimensionalen Minkowski-Raumes
sind allgemeinere Riemann-RGume zur Beschreibung notig.

Materie verursacht eine Krummung der Raumzeit. Die gekrUmmte Raumzeit bestimmt die
Bewegung der Materie. Gesetze muUssen als Riemann-Tensorgleichungen formuliert werden.

Riemann-Raum

Die gekrummte Raumzeit wird durch eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem
Wegelement beschrieben. In diesem Riemann-Raum fransformieren sich Tensoren durch die
allgemeine Koordinaten-Transformation

x't=x"t(x1, .., )
mit den Transformationsmatrizen

. dox' , d0x*
a', (x) = P at, (x') = FyTE
Das Heben und Senken von Indizes erfolgt im Riemann-Raum unter Anwendung von g, (x).
Die partiellen Ableitungen
QA

kT gk
transformieren nicht wie Vektoren in allgemeinen Koordinaten. Deshalb wird die kovariante
Ableitung Uber die Christoffel-Symbole gemdahi

Aty = Al + T AP
eingefthrt. Im gekrummten Raum kann kein globales kartesisches Koordinatensystem eingefuhrt
werden. Der Krummungstensor liefert ein Kriterium zur Unterscheidung von flachen und
gekrUmmten RGumen.
Gilt Rmikp = 0, so ist der Raum flach. For Rmikp # 0 ist der Raum infrinsisch gekrommt.
Riemann‘scher Krummungstensor:

m . m _rm _rr m T m
R ikp =T ik,p r ip,k r ipr rk+r ikr P

i

Ricci-Tensor:

Rip = R™, = Fmim,p - Fmip,m - Friprmrm + Frimrmrp

Krummungsskalar:

R = PRy, = RI, = - o =TT+ T o™ )

L

Symmetrieeigenschaften:

Rmikp = Rkpmi' Rmikp = _Rimkp = _Rmipk = Rimpk» Rmikp + Rmpik + Rmkpi =0




Energie-Impuls-Tensor

Gravitationsfelder beinhalten Energie. Die mathematische Beschreibung erfolgt mit Energie-
Impulstensor THY fUr eine Wolke nicht-wechselwirkender Teilchen.

Dieser Tensor zweiter Stufe hat die grundlegende Struktur (Energiedichte, Energiestromdichte,
Energiestromdichte, Impulsstromdichten):

CUy VP WUy Wy

vV —
T™ =p )
vy VYU V5 B,

v, VU Vv, VF

Die Energie ist wegen der Energie-Massen-Aquivalenz Quelle des Gravitationsfeldes und tritt
somit als Quellterm in den Feldgleichungen auf.

Einstein‘sche Feldgleichungen

,Matter tells spacetime how to curve and curved spacetime tells matter how to move."
(Misner, C. W., Thorne, K. S. und Wheeler, J. A. (1973). Gravitation. San Francisco: W.H. Freeman and Company, S.5.)

Quelle:
http://www.space.com/images/i/000/021/853/o0
riginal/gravity-probe-b.jpg (21.03.201¢) lizenziert
7 unter der purch license
% http://www.purch.com/licensing-reprints/

Massen krimmen die Raumzeit

1 8nG
Guv = Ruv - zguvR = _C_4Tuv
Die Feldgleichungen geben den Zusammenhang zwischen Raumzeit und Materie an.
Die Quellen (Energie) sind durch den Energie-Impuls-Tensor reprdsentiert. Die Krummung der
Raum-Zeit GuBert sich im Ricci-Tensor und dem Krummungsskalar. Die Lésungen sind die
Komponenten des meftrischen Tensors.

Anforderungen an die Feldgleichungen:

Die Feldgleichungen sind Riemann-Tensorgleichungen.

Die linke Seite der Gleichung besteht linear aus den ersten und den zweiten Ableitungen des
meftrischen Tensors.

Die Energie-Erhaltung R =0 ist erfUllt.

Spezialfdlle ohne Gravitationsfeld sind erfullt,




Gesetze im Gravitationsfeld Bewegung im

Die Formulierung physikalischer Gesetze im Gravitationsfeld Gravitationsfeld

erfolgt in folgender Weise: Durch die Krimmung der
1. Formuliere Gesetz ohne Gravitation im Rahmen der SRT. Raumzeit bewegen sich

kraftefreie Teilchen nicht auf

2. Befrachte Transformations-Verhalten der verwendeten Geraden, sondern auf
GréBen unter allgemeiner Koordinaten-Transformation. Geoddten. Die Bewegungs-

Gleichung ist gegeben durch

die Geoddaten-Gleichung
d’x* dxtdx”

dr? wodr dr

Ersetze Minkowski-Tensor 7, durch metrischen Tensor g,,,, .

Ersetze partielle durch kovariante Ableitungen.

Alternative i . i
Feldgleichungen Linearisierte Feldgleichungen

Sind zusatzlich in den Anforderungen Bei der Befrachtung eines schwachen
lineare Terme in den metrischen Gravitationsfeldes weicht der metrische Tensor

Tensoren erlaubt, kann die geringfugig vom Minkowski-Tensor gemanB
kosmologische Konstante A eingefUhrt Dy = Mgy 1 e g*’ =n*v — h¥, |h| « 1,
werden. ab. Es ist dann mdglich die Feldgleichungen der

Die Feldgleichungen ART entsprechend
8nG l16mG

1 = —
Ry — EguvR —Aguy = _C_4_Tuv huv =
. . ) linear zu ndhern.
sagen dann ein statisches Universum

voraus.

Schwarzschild-Losung

Die Schwarzschild-Losung ist eine exakte Losung der Feldgleichungen der ART. Sie ist die
Lésung auBerhalb einer statischen, kugelsymmetrischen Massenverteilung im Vakuum.

Losungsschema:

1. Formuliere einen Ansatz fir den meftrischen Tensor aus gegebener Symmetrie.
2. Berechne die Christoffel-Symbole.

3. Berechne den Ricci-Tensor.

4. Lose die Gleichung R,,, = 0 nach Komponenten des metrischen Tensors auf.

Die Losung der Schwarzschild-Metrik lautet:

T 1
ds? = (1 — ?5) c2dt? — <—rs> dr? —r?(d6? + sin? 0 dgp?).
1 =

r

Sie ist nur auBerhalb des Schwarzschild-Radius rg gultig. Ein massives Objekt, dessen Radius
kleiner als rg ist, wird Schwarzes Loch genannt.
Die Bewegungsgleichung eines Teilchens in der Schwarzschild-Metrik ist:

2
rsC 3TS
2 P T
a? (N\ 1 _ )72z " 37
d¢2 r 3TS
2r2’




Klassische Tests der Allgemeinen Relativitatstheorie

Einstein schidgt drei Tests der Allgemeinen RelativitGtstheorie vor. Vorhersagen der ART in diesen
klassischen Tests wurden durch experimentelle Messung in unserem Sonnensystem bestatigt.
Ausgangspunkt ist das Aquivalenzprinzip und die Schwarzschild-Metrik.

Gravitative Rotverschiebung

Zur Zeitmessung werden periodische Vorgdnge
beobachtet. Durch das Gravitationsfeld der
Sonne wird die Frequenz eines Signals, wenn es
von der Sonne zur Erde gesendet wird gemal3

va=ve _ [rB(ra-rs) _ 1
VB ra(rp—rs) '
verringert. Die Vorhersage einer
Frequenzverschiebung von

-2.21-107°

wurde 1963 von Brault nachgewiesen. Ein
experimenteller Nachweis der
Frequenzverschiebung im Gravitationsfeld der
Erde wurde 1960 von Pound und Rebka e e A A e e o e s o ST e
e rb rac h 1— . https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.de

Lichtablenkung

Licht wird vom Gravitationsfeld der Sonne
abgelenkt, da sich Lichtstrahlen auf Geoddaten
durch die Raumzeit bewegen. 1919 wurde die
theoretische Vorhersage von scheinbarer Stemort
8 =2a =25 =1.75arcsec
To

gemessen. Aus der Bewegungsgleichung in der
Schwarzschild-Metrik der Sonne fur masselose
Teilchen ergibt sich eine Lichtablenkung von x

Sonne

1 :
T_ CcoSs ¢ + 7'_52 (1 + 511’12 (l)) Beobachte
0 0

27,

L

Quelle: eigene Darstellung

Periheldrehung des Merkur

In der Newton‘schen Mechanik bewegen sich - o [ Y
Planeten auf geschlossenen Ellipsen um die T o i‘//r?]
Sonne. Die ART sagt die Drehung des Perihels / g o
voraus. Die Bewegungsgleichung

1_ rgc? 3rs

T 242 [1 +ecos [d) (1 B T)H
hat einen zusatzlichen Term, der eine Drehung
von

6mGM

6¢ = m = (42980 + 0001) arcsec
01—

beschreibt. Die Perineldrehung wurde in der von
der ART vorhergesagten GréBenordnung L ]

b e O b O C h TeT . Quelle: Boblest, S., Muller, T. und Wunner, G. (2016). Spezielle und allgemeine Relativitatstheorie: Grundlagen,
Anwendungen in Astrophysik und Kosmologie sowie relativistische Visualisierung. Heidelberg: Springer
Spektum-Verlag. $.246 Abb. 13.7

Weitere Vorhersagen:
Gravitationslinsen-Effekt, Radarecho-Verzégerung




Gravitationswellen

In der linearen Ndherung existiert eine ebene Wellenldsung der Vakuum Feldgleichungen
oh,, = 0 in Analogie zur ED oA* = 0. Mittels Eichtransformationen werden aus den 16

Komponenten des metrischen Tensors zwei unabhdngige Felder etund e* realisiert werden. Eine
ebene Gravitationswelle, die in z-Richtung schwingt, wird mit

0 0 0 0

e e , e; e; )

i 4z exp(—ikyx?) + 1 12 exp(ikyx?)
€12 —€11 €12 —€11

0 0 0 0

= ey exp(—iklx’l) + epy exp(iklx’l)

beschrieben.

Eine Gravitationswelle 1asst den Abstand zweier Teilchen im Feld mit der Frequenz w schwingen.
Der Abstand zweier Teilchen auf der x-Achse &ndert sich durch eine ebene Welle in et
Polarisation periodisch mit

e
Al =1|1- %cos(wt) (2a).

Quelle: eigene Darstellung

Abstande eines Teilchenrings in fortschreitenden Zeiten

In der Multipolentwicklung werden Gravitationswellen als Quadrupolstrahlung ausgesendet, da
weder Monopole noch Dipole Gravitationsstrahlung aussenden. Die abgestrahlte Leistung wird
mit

p— 2Gw®
~ 5¢5

(QijQ*ij _ %QllQ*]})

angegeben, wobei QY das Quadrupolmoment der Massenverteilung ist.

Nachweismethoden von Gravitationswellen
Indirekter Nachweis:
Umkreisen sich zwei Sterne, so strahlen sie eine Gravitationswelle ab. Da Energie mit der Welle
abgestrahlt wird, verringert sich der Radius, mit dem die beiden Objekte umeinander kreisen. FUr
die Beobachtung dieses Effektes an PSR1913-16 erhielten Taylor und Hulse 1993 den Nobelpreis.
Resonanzdetektoren:
Gravitationswellen versetzen einen Festkdrper in Schwingung. Uber den Piezoelekirischen Effekt
werden Schwingungen messbar gemacht. Resonanzdetektoren konnten bisher noch keine
Gravitationswellen detektieren.
Interferometer:
Die Abstandsdnderung durch eine Gravitationswelle wird mit einem Interferometer mit einer
Armlé&nge von mehreren Kilometern detektiert. 2015 konnte mit einem solchen Aufbau der erste
experimentelle Nachweis einer Gravitationswelle erbracht werden.




Gravitomagnetismus:
Lense-Thirring-Effekt

Der Lense-Thirring-Effekt beschreibt die durch das Gravitationsfeld der eigenrotierenden Erde
verursachte Prdzession eines Gyroskops im Orbit. Dieser Effekt tritt im Gravitationsfeld in Analogie
zur sogenannten Larmor-Prdzession in der Magnetostatik auf.

Lense-Thirring-Metrik:

290 290 2G .
ds? = (1 + c_2> c?dt? — (1 - c_2> (dx? + dy? + dz?) + ZC1TC36ikmxk]mdtdx‘

Da wir Auswirkungen der Eigenrotation der Erde untersuchen méchten, betrachten wir anstelle
des Drehimpulses J den Spin £, da mit dem Spin der Eigendrehimpuls von Teilchen beschrieben
wird. Die Losung des Spin-Problems lautet:

dz—!)xz
E— .

Damit prézediert der Spin £ mit der Rate |2| um 2, ohne dass sich der Betrag von X dndert.
Dabei gilt:

G [3(J -1)r 3GM
c?r3 = D

0= r X v =027 + Dge sitter-

Der Unterschied zwischen den beiden Prézessionseffekten besteht darin, dass die de Sitter-
Prazession bereits bei Vorhandensein einer gravitierenden Quelle entsteht, die Lense-Thirring-
Prazession jedoch erst durch Eigenrotation ebendieser Quelle hervorgerufen wird. Die de
Sitter-Prézession

3
3(MG)Z _5rad
R 2

S dge sitter = 52 =

zahlt damit im Gegensatz zur Lense-Thirring-Prdzession

5 3 1GMR?*w
¢LT - g C2T3

nicht zu den gravitomagnetischen Effekten.

Die zurzeit genaueste Messung lieferte 2011 die Auswertung der Daten der Gravity Probe B
Mission. Damit konnten sowohl die de Sitter-Prézession (Geodetic effect) als auch der Lense-
Thirring-Effekt (Frame-dragging effect) experimentell bestatigt werden. Die ART bleibt somit
weiterhin gultig.

Frame-dragging effect
39 milliarcseconds/year
(0.000011 degrees/year)

Guide star
IM Pegasi
(HR 8703)

Geodetic effect
6,606 milliarcseconds/year
(0.0018 degreeslyear)

Measured Predicted

Geodetic precession 6602 + 18 6606

(mas)
Quelle:

. Everitt, C. W. F. et al.: Gravity Probe B: Final
Frame-draggmg 31 2+72 39.2 Results of a Space Experiment to Test General
Relativity in: Phys. Rev. Lett.106/22, p.221101-
(mas) 221106, 2011




Analogien von Gravitation und Elekiromagnetismus

stat. Potential
stat. Feld
stat. wirkende Kraft
104 3 a¢

= VP, — =
c ot g 9~ ¢

ot
| <D—fpdV A—fjdv _ 4G ey
dyn. Potential e = | ZAV, =7 - G = 3 ) 7

dyn. Feld B=VXxXA, Vo,

Beschleunigung a= %(E +v X B) a=g—2cv X0

Eichbedingung , 2h*

ebene Welle A% = e exp(—ikgxP) + e** (ikgxP)  hy, = e,y exp(—ikax?) + e, exp(ikyx?)
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