2 Zahlendes Rechnen im Kontext mathematischer
Lernschwierigkeiten

Mathematische Lernschwierigkeiten treten an unterschiedlichen Stellen beim
Erwerb mathematischer Kompetenzen auf. Es wird davon ausgegangen, dass vier
bis sieben Prozent der Kinder eines Jahrgangs Schwierigkeiten beim Mathema-
tiklernen (Geary 1994; Geary, Hoard & Hamson 1999, 214; Jacobs & Petermann
2007) aufweisen. Diese Pravalenzwerte und die entsprechenden Diagnosen vari-
ieren je nach verwendeter Definition (Mazzocco 2005).

In den letzten 20 Jahren werden Schwierigkeiten im Mathematiklernen zu-
nehmend in das Blickfeld sowohl fachdidaktischer, psychologischer als auch
padagogischer Forschungsfelder geriickt. Dementsprechend haben sich unter-
schiedliche Begrifflichkeiten etabliert, wie beispielsweise Dyskalkulie, Rechen-
schwiche, Rechenstérung oder mathematische Lernschwierigkeiten oder ma-
thematische Lernschwichen u.a. (Lorenz & Radatz 1993; Schipper 2003; Moser
Opitz & Freesemann 2012; Moser Opitz & Ramseier 2012; Moser Opitz 2013a).
Auch die Beschreibung der Symptomatik féllt je nach Definition und deren Kri-
terien unterschiedlich aus. An dieser Stelle werden zunéchst allgemeine Erschei-
nungsformen im Uberblick benannt, um spiter im Einzelnen auf das Merkmal
des zdhlenden Rechnens (Kap. 2.1) einzugehen. Lorenz (2004 und 2015) fiihrt
wesentliche Symptome bzw. Schwierigkeiten an, die bei rechenschwachen Schii-
lerinnen und Schiilern auftreten:

e  Ziffern und Zahlzeichen werden lediglich als Symbole gesehen, die in einer
bestimmten Weise zu verbinden sind.

e Regeln fiir das Verkniipfen von Zeichen werden erlernt, sodass Fehllosungen
darauf hinweisen, dass eine falsche Regel angewendet wurde.

e  Zahlen und Rechenoperationen bleiben ohne Sinn.

e Es besteht das Problem, nicht zwischen verschiedenen Darstellungsformen
wechseln zu konnen (z.B. von Handlungen zu Bildern, von Texten zu Sym-
bolen, von Symbolen zur Sprache).

e Es findet keine Vernetzungen zwischen verschiedenen Erfahrungsbereichen
statt.

e  Zahlbezichungen entstehen in der Vorstellung durch Handlungen mit An-
schauungsmaterial.

e  Zidhlendes Rechnen kann als hiufig angewandte Rechenstrategie beobachtet
werden.
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e Strukturen werden in Zahlen und Rechenoperationen nicht erkannt, jede
Aufgabe stellt ein neues Zdhlproblem dar.

e Der Aufbau des Zahlensystems gelingt nicht; insbesondere die Bedeutung
der Dezimalstruktur unseres Zahlensystems (in dem z.B. die Ziffer sieben in
den Zahlen 27, 76, 745 verschiedene Bedeutungen hat) bleibt rechenschwa-
chen Schiilerinnen und Schiilern verschlossen.

Neben diesen Symptomen werden hiufig weitere Probleme angefiihrt, die sich
bereits in der Grundschule andeuten: Kinder mit mathematischen Schwierigkei-
ten liegen zwei bis vier Schuljahre unter dem erwarteten mathematischen Leis-
tungsniveau und bewiltigen die Lerninhalte eines Schuljahres erst in zwei oder
mehreren Jahren (Parmar & Cawley 1997). Besonders bei Kindern mit umfas-
senden Lernproblemen wurde festgestellt, dass sie iiber Jahre hinweg nur geringe
Fortschritte machen (Silver, Pennett, Black, Fair & Balise 1999; Jordan & Ha-
nich 2000). Mathematische Verfahren werden meist rezepthaft auswendig ge-
lernt (Montague & Appelgate 2000) und die Schiilerinnen und Schiiler haben
wiederum Schwierigkeiten, Operationen zu automatisieren, um einfache Aufga-
ben abzurufen (Geary 2004; Barouillet & Lépine 2005; Gersten, Jordan & Flojo
2005).

Typische Merkmale wie Fingerzahl-Strategien sind daher oftmals bei rechen-
schwachen Schiilerinnen und Schiilern zu beobachtet (Jordan & Oettinger Mon-
tani 1997, 632; Ostad 1997; Hanich, Jordan, Kaplan & Dick 2001). Zahlstrate-
gien und zdhlendes Rechnen werden im Zusammenhang mit mathematischen
Schwierigkeiten im Anfangsunterricht beschrieben, wobei auch Studien darauf
hinweisen, dass das zdhlende Rechnen {iber mehrere Schuljahre hinweg bis in
die Sekundarstufe I bei rechenschwachen Kindern zu finden ist (Schifer 2005;
Moser Opitz 2013a). Diese betroffenen Kinder wenden im Vergleich zu Kindern
ohne mathematische Lernschwierigkeiten keine v6llig anderen Rechenstrategien
an, 16sen sich aber wesentlich langsamer vom zdhlenden Rechnen (Verschaffel,
Torbeyns, De Smedt, Luwel & Van Dooren 2007) bzw. verlauft der Wechsel zu
alternativen oder effizienteren Strategien verzogert (Torbeyns, Verschaffel &
Ghesquiere 2004).

2.1 Zihlendes Rechnen als Merkmal mathematischer Lernschwierigkeiten

Bereits im Vorschulalter konnen Kinder Zahlworter aufsagen und Gegenstiande
abzdhlen. Das Zéhlen und Abzdhlen gehdren somit zu den ersten mathemati-
schen Aktivititen (Kap. 2.2) (Benz 2005; Hasemann 2007; Padberg & Benz
2011). Als zdhlende Rechnerinnen und Rechner kénnen Kinder bezeichnet wer-
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den, die das Losen von Rechenaufgaben als Zéhlhandlung verstehen und sich
daher hiufig auf das Weiterzéhlen bei Additionsaufgaben oder Riickwirtszéhlen
bei Subtraktionsaufgaben konzentrieren (Gerster & Schultz 2004). Darauf be-
zugnehmend zeigen verschiedene Studien auf, dass zdhlendes Rechnen beim
Losen von (Kopf-) Rechenaufgaben ein zentrales Merkmal fiir Rechenschwiche
ist (Jordan & Hanich 2000; Jordan, Hanich & Kaplan 2003; Geary 2004; Moser
Opitz 2013a). Kinder mit mathematischen Lernschwierigkeiten verfiigen iiber
geringere Zahlkompetenzen und machen hdufiger Fehler beim Zihlen (Geary,
Bow-Thomas & Yao 1992; Geary 1993; Jordan et al. 2003; Geary 2004; Gersten
et al. 2005, 294f.).

Ostad (1997) fand in einer Untersuchung heraus, dass Schiilerinnen und
Schiiler ohne Lernschwierigkeiten beim Addieren auch Abzéhlstrategien im
ersten Schuljahr verwenden, allerdings greifen sie im Verlauf der weiteren Schul-
jahre zunehmend auf Abrufstrategien zuriick. Kinder mit mathematischen Lern-
schwierigkeiten nutzten mehrheitlich Abzéhlstrategien {iber die gesamte Schul-
zeit hinweg und erlernten kaum alternative Strategien.

Vor Schuleintritt weisen die Kinder unterschiedliches Vorwissen bzw. Vorldu-
ferfahigkeiten (Kap. 2.2.3, 2.2.5) fiir die Entwicklung arithmetischer Kompeten-
zen auf. Ebenso vielfiltig sind die Schwierigkeiten, die mit diesen Entwick-
lungsschritten verbunden sind. Studien belegen, dass zédhlendes Rechnen bis in
die Sekundarstufe I von rechenschwachen Schiilerinnen und Schiiler angewendet
wird (Ostad 1997 und 1998; Schifer 2005; Moser Opitz 2013a). In einer Studie
von Ostad (1997) wurde deutlich, dass Kinder mit mathematischen Lernschwie-
rigkeiten, die iiber einen Zeitraum von zwei Jahren beobachtet wurden, haufiger
zdhlend rechneten. In einer weiteren Studie (1998) erfasste er zudem, dass Kin-
der mit Lernschwierigkeiten die Aufgaben iiberwiegend materialgestiitzt 19sten
und ihre Strategieentwicklung insgesamt ldnger dauerte. Schifer (2005, 441)
untersuchte Schiilerinnen und Schiiler im 5. Schuljahr an Hauptschulen und fand
bei der Gruppe der rechenschwachen Schiilerinnen und Schiiler heraus, dass
diejenigen, die nach wie vor Mathematikaufgaben zdhlend l6sten, signifikant
mehr Schwierigkeiten im Zahlenverstindnis, in den verbalen Zihlfertigkeiten
und im Operationsverstindnis aufwiesen als die nicht-zidhlend rechnende Schii-
lergruppe. Ahnlich konnte Moser Opitz (2013a) zeigen, dass rechenschwache
Schiilerinnen und Schiiler im 5. Schuljahr nicht sicher in Schritten zéhlten (ebd.,
190) und weniger tiber flexiblere Rechenstrategien verfiigten, die iiber das bloBe
Abzdhlen hinausgingen, was auf ein eingeschriankteres Operationsverstdndnis
schlieBen lieB. Additionsaufgaben I6sten diese Kinder vorrangig, indem sie in
Einerschritten weiterzdhlten, den zweiten Summanden nicht gesamtheitlich ad-
dierten. Bessere Ergebnisse zeigten hingegen die Schiilerinnen und Schiiler im 8.
Schuljahr (ebd., 192).
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Trotzdem bleibt es aus empirischer Sicht schwierig, zum einen den Ubergang
zwischen entwicklungsbedingtem zdhlenden Rechnen (Gerster 1996) und verfes-
tigt zihlendem Rechnen zu bestimmen und zum anderen kontrolliert im Léngs-
schnitt zu belegen, welchen Unterschied es zwischen Kindern, die entwicklungs-
bedingt zdhlend rechnen, und Kindern, die sich vom verfestigtem zdhlenden
Rechnen nicht dauerhaft 16sen, gibt (Gaidoschik 2010a). In den folgenden Ab-
schnitten wird zu Beginn die Entwicklung mathematischer Kompetenzen (Kap.
2.2.3, 2.2.4) anhand zweier Modelle der padagogischen Psychologie (Krajewski
2003 und 2005a; Fritz & Ricken 2008) und diverser Forschungsergebnisse (Kap.
2.2.5) dargestellt und der Weg vom Zihlen zum Rechnen beschrieben (Kap.
2.2.6). Um auf die Probleme (verfestigten) zdhlenden Rechnens einzugehen, ist
es wichtig, zunichst die Entwicklung des Zahlbegriffs und die Entwicklung des
Zahlens bis hin zu ersten Rechenstrategien nachzuvollziehen.

2.2 Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen

Im Folgenden werden die entwicklungspsychologisch orientierten Modelle von
Krajewski (2003, 2005a und 2007) und Fritz und Ricken (2008) als aktuelle und
einschldgige Modelle zur Entwicklung frither mathematischer Kompetenzen
vorgestellt. Diese beschreiben insbesondere die Bedeutsamkeit der Zahlkompe-
tenz und des Zahlbegriffsverstindnisses fiir die weitere Entwicklung mathemati-
scher Kompetenzen.

Krajewski (2003, 2005a und 2007) legt in einem Kompetenzebenenmodell
dar, wie Kinder ausgehend von basalen Féhigkeiten zunehmend Zahl- und Men-
genwissen miteinander verkniipfen und erste Rechenoperationen vollziehen
konnen. Fritz und Ricken (2008) gehen von differenzierteren Niveaustufen aus,
die erreicht werden. Im Fokus der Entwicklungsmodelle stehen der Erwerb des
Ziahlens und die Verkniipfung der Zahlen mit dem Mengenverstindnis. Beide
stiitzen sich auf frithere Ansétze, wie z.B. Gelman und Gallistel (1978), Fuson
(1988 und 1992) und Resnick (1983 und 1992), und gehen damit iiber die An-
nahmen Piagets hinaus, dass das Zahlen eine wichtige Rolle fiir die Entwicklung
des Zahlenverstandnisses darstellt. Zunachst werden diese grundlegenden Ansét-
ze kurz erldutert, die sich vorrangig in den aktuellen Entwicklungsmodellen
wiederfinden lassen.

2.2.1 Die Entwicklung der Zahlwortreihe und der Zahlaspekte

Diese Entwicklungsstufen der Zahlwortreihe werden als grundlegende Kompe-
tenz verstanden, um ein Zahlenverstindnis zu erwerben und anhand der Zahlen-
reihe erste Rechenoperationen vollziehen zu kénnen (Krajewski & Ennemoser
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2013). Ausgehend von fiinf Phasen beschreibt Fuson (1988) die Entwicklung der
Zahlwortreihe bzw. der verbalen Zahlkompetenz, wodurch die Komplexitit der
Zihlentwicklung deutlich wird. Im Folgenden werden die Phasen kurz im Uber-
blick dargestellt:

Zahlwortreihe als Gesamtheit (string level)

Die Zahlwortreihe wird als Ganzes aufgefasst und von Kindern als Vers, Lied oder
Gedicht aufgesagt. Die Zahlworter sind zum Teil noch eng miteinander verbunden und
werden als immer wiederkehrende Einheit wiedergegeben (,,Eins-zwei-drei...*). Dabei
werden die einzelnen Elemente nicht gezdhlt und die Zahlworter haben keine kardinale
Bedeutung.

Unflexible Zahlwortreihe (unbreakable chain level)

Die Kinder erfassen die Zahlworter als Einheiten und beginnen beim Aufsagen der
Zahlwortreihe immer wieder bei eins, da sie noch nicht von einer beliebigen Aus-
gangszahl zdhlen konnen. Sie bestimmen Vorgénger und Nachfolger einer bestimmten
Zahl nur innerhalb der Zahlwortreihe. Die Eins-zu-Eins-Zuordnung kann zwischen
Zahlen und Objekten hergestellt werden. Durch das Zahlen bestimmen die Kinder die
Anzahlen von Objekten, nach denen sie gefragt werden (,,Gib mir vier.®).

Teilweise flexible Zahlwortreihe (breakable chain level)

Die Zahlwortreihe kann von einer beliebigen Ausgangszahl begonnen werden. Vor-
géanger- und Nachfolgerzahlen konnen schnell benannt werden. Das Riickwirtszéhlen
gelingt teilweise. Fuson (ebd.) weist darauf hin, dass sich das Riickwértszéhlen zum
Teil erst zwei Jahre nach dem Vorwirtszdhlen entwickelt.

Flexible Zahlwortreihe (numerable chain level)

Das Kind kann von einer bestimmten Anzahl bestimmte Schritte weiterzahlen, da jedes
Zahlwort als Einheit betrachtet wird (z.B. ,,Zéhle von sieben aus drei Schritte vor-
WAarts. ).

Vollstindig reversible Zahlwortreihe (bidirectional chain level)

Die Kinder sind beim Zdhlen véllig flexibel und in der Lage, die Richtung beim Vor-
und Riickwirtszdhlen beliebig zu wechseln. Es kann von jeder Zahl aus vor- und
rickwarts gezdhlt werden. Sie bestimmen Vorgdnger und Nachfolger einer Zahl
schnell und benennen diese ohne Schwierigkeiten.

Abbildung 1: Entwicklung der Zahlwortreihe nach Fuson

Beim Erlernen der Zahlwdrter in der ersten Phase der Zahlentwicklung treten in
der deutschen Sprache einige Besonderheiten auf, die fiir manche Kinder
Schwierigkeiten und Fehler beim Zahlen verursachen konnen (Moser Opitz
2013a, 83f.). Es wird beschrieben, dass zundchst die Zahlworter von 1 bis 12
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auswendig gelernt werden miissen, die Zahlen 13 bis 19 konnen abgeleitet wer-
den (dreizehn, vierzehn usw.). Das Zahlwort fiir ,,Zwanzig™ muss ebenfalls in der
besonderen Zusammensetzung gelernt werden. Die Zehnerzahlen werden mit der
neuen Endung ,,zig*“ zusammengesetzt, allerdings mit weiteren Besonderheiten
(wie z.B. dreifig anstelle von dreizig oder siebzig anstelle von siebenzig). Bei
dieser Konstruktion der Zahlwortreihe kommt es hdufig zum Verzdhlen oder zu
Wortneuschopfungen: Beispiclsweise kreieren die Kinder Zahlworter wie
zehnundzwanzig® oder ,,zehnzig™. Oder sie zdhlen beim Zehneriibergang fol-
gendermaflen: ,,Elfzig, einundelfzig, zweiundelfzig,...”. Oder sie wiederholen
die Zehnerzahl erneut: ,,40, 41, 42, 43.....48, 49, 40.“ AuBBerdem ldsst sich hiufig
beobachten, dass Kinder Zahlen auslassen, insbesondere die sogenannten Pasch-
zahlen (33, 44, 66, 77). Es wird vermutet, dass die Kinder davon ausgehen, beim
Aussprechen des Zahlwortes vor der Paschzahl (z.B. 43 vor 44) bereits zwei
Zahlworter in der bekannten Reihenfolge (,,drei und vierzig®) genannt zu haben.
Kinder nehmen daher an, dass in dem néchsten Zahlwort eine finf dazukommt.
Da im Wort ,.dreiundvierzig® die Zahl vier vorkommt, gehen sie davon aus, die
Zahl ,,vierundvierzig® wire eine Wiederholung und muss deshalb nicht mehr
gesagt werden (ebd.).

Eine weitere Besonderheit der deutschen Sprache markiert die Reihenfolge,
in der Einer und Zehner angegeben werden: Bei Zahlwortern ab 13 werden zu-
erst die Einer und dann die Zehner genannt. Bei den Zahlwdrtern ab 21 wird
zwischen Einer und Zehner ein ,,und* eingefiigt. Ab 100 vollzieht sich ein Rich-
tungswechsel, d.h. von 101 bis 109 werden zuerst die Hunderter, dann die Einer,
jedoch kein Zehner genannt. Ab 113 wird zuerst der Hunderter, dann der Einer
und zuletzt der Zehner gesprochen, der allerdings in die Mitte der Zahl geschrie-
ben wird (Moser Opitz 2013a). Diese wechselnde Reihenfolge der Stellenwerte
fithrt hdufig zu Schwierigkeiten beim Erlernen der Zahlwortreihe. Das kann ein
Grund sein, weshalb Kinder mit anderer Erstsprache als Deutsch mehr Schwie-
rigkeiten beim Zéhlen haben als Kinder mit Erstsprache Deutsch (Moser Opitz,
Ruggiero & Wiiest 2010).

Entwicklung der Zahlaspekte

Es wird deutlich, dass bei der Entwicklung der Zahlkompetenz verschiedene
Entwicklungsprozesse parallel ablaufen, aber auch ineinander iibergreifen, wie
die Zahlprinzipien beim Erlernen der Zahlwortreihe (Kap. 2.2.1, 2.2.2). Neben
diesen Prozessen lernen die Kinder Zahlen in verschiedenen Kontexten kennen
und verstehen. Zahlen werden bereits im vorschulischen Alltag als Codes,
Nummern oder als Anzahlbeschreibung entdeckt. Diese unterschiedlichen Kon-
texte, in denen Zahlen auftreten und verwendet werden, sind in der folgenden
Tabelle 1 als Zahlaspekte dargestellt (Krauthausen & Scherer 2007, 9):
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Tabelle 1: Ubersicht der Zahlaspekte

Zahlaspekt Beschreibung Beispiel
Kodierungsaspekt Bezeichnung von Objek- | Hausnummer 3, Telefonnummer,
ten Postleitzahl
Mafzahlaspekt Malfzahlen fiir Grofen 2 Meter, 3 Euro, 8 Minuten
Operatoraspekt Vielfachheit einer Hand- | noch zweimal schlafen bis zu den
lung oder eines Vor- Ferien
gangs
Ordinalzahlaspekt Rangplatz in einer ge- ,.vier, fiinf, sechs...”
ordneten Reihe
Kardinalzahlaspekt @ Anzahl einer Menge 3 Apfel, 8 Birnen, 4 Bleistifte
Rechenzahlaspekt algebraische Struktur, 36 +(17+4)=36+4)+17
Rechnen als ,,Ziffern-
manipulation

Insbesondere der ordinale und kardiale Zahlaspekt spielen bei der Entwicklung
des Zahlbegriffs bzw. Zahlenverstdndnisses eine entscheidende Rolle. In der
Phase der unflexiblen Zahlwortreihe (Kap. 2.2.1) lernen die Kinder zum einen,
dass Zahlworter nach einer festen und wiederholbaren Reihenfolge angeordnet
werden (Prinzip der stabilen Ordnung) und zum anderen, dass genau jedem Ele-
ment einer zu zéhlenden Menge genau ein Zahlwort zugeordnet wird (Eindeutig-
keitsprinzip; Kap. 2.2.2). Hinter der Zahlenreihe steht der ordinale Zahlaspekt
(Kap. 2.2.2) — das ordinale Zahlenverstindnis. Um Mengen bzw. Anzahlen zu
bestimmen, miissen die Schiilerinnen und Schiiler Elemente, Objekte fehlerfrei
abzéhlen konnen. Scherer und Moser Opitz (2010) betonen, dass durch sicheres
Zahlen ein préazises Anzahlkonzept entwickelt werden kann. Beim Abzdhlen
einer Menge ist die zuletzt genannte Zahl gleichzeitig auch die Anzahl der Ele-
mente.

Die verschiedenen Aspekte von Zahlen, denen Kinder im Umgang mit Zah-
len oder beim Zédhlen begegnen, werden zunehmend zusammengefiigt, sodass die
Kinder allméhlich ein umfassendes Zahlbegriffsverstdndnis erwerben. Es gibt
nicht ,,den* einen Zahlbegriff, der aufgebaut werden kann, sondern verschiedene
Zahlaspekte bzw. Zahlbegriffe, die zu einem umfassenden Zahlenverstéindnis
integriert werden (Moser Opitz 2007). Hier trdgt das kompetente Zahlen ent-
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scheidend zum Aufbau des Zahlbegriffes bei (Scherer & Moser Opitz 2010, 102
und 107). Jordan, Glutting und Ramineni (2010) stellen das Zahlenverstindnis
(number sense) als wesentliche Komponente im Erwerb mathematischer Kompe-
tenzen heraus. Sie definieren das Zahlenverstindnis (number sense) als

»~moving from the initial development of basic counting techniques to more sophisti-
cated understandings of the size of numbers, number relationships, patterns, opera-
tions, and place value.” (Bryant, Bryant, Gersten, Scammacca & Charcez 2008, 21)

Als inhaltliche Elemente werden das Zahlen (cardinal, ordinal), Zahlwissen
(quantity discrimination, counting sequences), Rechnen (addition, subtraction,
verbal and nonverbal calculations) und Mengenschétzen (estimation) aufgefiihrt
(Jordan, Kaplan, Olah & Locuniak 2006). Vorschulkinder bringen diese Erfah-
rung, wie Zahlen in verschiedenen Situationen verwendet werden kénnen, in den
Unterricht ein. Fiir die Entwicklung dieses Zahlbegriffsverstindnisses ist es
wichtig, dass die Lehrerinnen und Lehrer diese im Unterricht aufgreifen und die
Verschiedenheit der Zahlaspekte beriicksichtigen (Wember 2003; Krauthausen &
Scherer 2007, 10) und mit den Kindern systematisieren.

2.2.2 Die Entwicklung der Zihlprinzipien nach Gelman und Gallistel

Wie und was die Kinder zdhlen, entwickelt sich nach bestimmten Regeln wih-
rend die Kinder die Zahlwortreihe weiter festigen. Durch die verschiedenen
Zahlerfahrungen erlangen die Kinder zunehmend eine Einsicht in folgende Zahl-
prinzipien (Gelman & Gallistel 1978):

e Eindeutigkeitsprinzip: Jedem der zu zdhlenden Objekte wird genau ein
Zahlwort zugeordnet.

e  Prinzip der stabilen Ordnung: Die Reihe der Zahlwdrter hat eine feste Ord-
nung.

e Kardinalprinzip oder Kardinalwort-Prinzip: Das zuletzt genannte Zahlwort
gibt die Anzahl der Objekte in einer Menge an.

e  Abstraktionsprinzip: Es kann jede beliebige Menge ausgezéhlt werden, d.h.
unabhéngig welche Art von Objekten gezéhlt wird.

e  Prinzip der Irrelevanz der Anordnung: Die jeweilige Anordnung der zu zih-
lenden Objekte ist fiir das Zahlergebnis nicht von Bedeutung.

Die ersten drei Prinzipien beschreiben, wie gezahlt wird und die beiden letzten
und tibergeordneten Prinzipien, was gezdhlt wird. Um zéhlen zu kénnen, muss
ein Kind die Eins-zu-Eins-Zuordnung und die Zahlwdrter in korrekter Reihen-
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folge beherrschen, z.B. das Zdhlen ohne die Objekte doppelt anzutippen, zu
iiberspringen oder Objekte zu zeigen, ohne ein Zahlwort zuzuordnen. Dies ge-
lingt den Kindern bereits in der Phase der unflexiblen Zahlwortreihe. Allerdings
entwickelt sich diese Zahlkompetenz individuell und unterschiedlich schnell.
Dazu gehdren nicht nur das Aufsagen der Zahlwortreihe in korrekter Reihenfolge
nach dem ordinalen Verstindnis (Prinzip der stabilen Ordnung), das Zdhlen von
verschiedenartigen Objekten in beliebigen Mengen (Abstraktionsprinzip) und
Anordnungen (Prinzip der Irrelevanz der Anordnung), sondern auch das Ab- und
Auszdhlen mit kardinalem Verstdndnis. Mit dreieinhalb Jahren erlangen die
Kinder erste Einsichten in das Kardinalprinzip, dass das zuletzt genannte Zahl-
wort auch die Anzahl der Menge angibt (Moser Opitz 2013a, 82). Fiir viele Kin-
der ist dieser Schritt eine groBe Herausforderung. Namlich das Zidhlen mehr
bedeutet, als die gelernten Zahlworter in der korrekten Reihenfolge aufzusagen
und auf Gegensténde zu zeigen (Gaidoschik 2007, 16).

2.2.3 Entwicklungsmodell der Zahl-Grofien-Verkniipfung

Das Modell der ,,Zahlen-GréBen-Verkniipfung™ (ZGV) von Krajewski (2003,
2005a, 2007) besteht aus drei Kompetenzebenen, in denen es darum geht, wie
Kinder das Zdhlen erlernen und Zahlen zunechmend mit Mengen bzw. Gréf3en
verkniipfen. Es besteht die Annahme, dass bereits im Kleinkindalter numerische
Kompetenzen erworben werden. Das Modell wurde bereits empirisch {liberpriift
und diente dazu, diagnostische Instrumente und Forderkonzepte, z.B. ,,Mengen-
Zahlen-Zahlen™ (MZZ; Krajewski, Nieding & Schneider 2007), zu konzipieren.
Es wird darauf hingewiesen, dass sich im Laufe der Jahre auch die Begrifflich-
keiten prézisiert haben. Die mathematischen Basiskompetenzen, die frither als
Mengen- und Zahlenwissen bezeichnet wurden, werden aktuell unter dem Be-
griff ,,Zahl-GroBen-Kompetenz* gefasst. Der Mengenbegriff wurde somit erwei-
tert, da sowohl diskrete (abzdhlbare und voneinander unterscheidbare Elemente)
als auch kontinuierliche Mengen (GréBen, wie Fldchen und Volumen) dazu ge-
zahlt werden (Krajewski & Ennemoser 2013, 42). Im Folgenden werden die drei
Kompetenzebenen ausfiihrlicher erldutert (vgl. Abb. 2).
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Abbildung 2: Entwicklungsmodell frither mathematischer Kompetenzen (Krajewski & Ennemoser
2013, 42)

Kompetenzebene 1: Zahlwarter und Ziffern ohne Mengenbezug/Grofsenbezug

Die erste Ebene unterscheidet zwei Basisfertigkeiten: die GroBenunterscheidung
und das Aufsagen von Zahlwortern. Allerdings miissen diese beiden Basisfertig-
keiten zu diesem Zeitpunkt im Sinne isolierter Teilkompetenzen noch nicht mit-
einander in Beziehung stehen (Schneider, Kiispert, Krajewski 2013, 26). For-
schungen zeigen, dass bereits im Sduglingsalter Mengen wahrgenommen und
grob unterschieden werden konnen. Dies vollzieht sich auf pranumerischer Ebe-
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ne, d.h. ohne konkreten Zahlenbezug, aber auf der Grundlage von Ausdehnung,
Flache und Volumen (Wynn 1996; Xu & Spelke 2000; Schneider et al. 2013,
26). Es wird zum einen diskutiert, inwiefern diese Féhigkeiten angeborene ma-
thematische Basiskompetenzen sind oder erworben wurden. Zum anderen be-
steht die Frage, ob die Unterscheidung der Mengen auf die unterschiedlichen
Anzahlen oder eher auf die rdumliche Ausdehnung und Oberfliche der Objekte
zurilickzufiihren ist (Krajewski 2003; Schneider et. al. 2013, 15). Neben der basa-
len Fahigkeit dieser unprizisen Mengen- bzw. Gréfenunterscheidung beginnen
die Kinder im Alter von zwei Jahren Zahlworter zu verwenden. Parallel zur
Mengenunterscheidung werden auf der Ebene der Basisfertigkeiten im sozialen
Kontakt mit Eltern, dlteren Kindern oder anderen Erwachsenen Zahlworter und
kurze Reihungen nachgesprochen (eins — zwei — drei) bis hin zum selbstdndigen
Aufsagen der auswendig gelernten Zahlenreihe, was sich bis zum Grundschulal-
ter fortsetzt. Die Verkniipfung der Zahlworter bzw. Zahlenfolgen mit den ent-
sprechenden Mengen und Grofen gelingt den Kindern auf dieser ersten Ebene
jedoch noch nicht. Die verwendeten Zahlworter werden nicht fiir die Beschrei-
bung von Mengen benutzt. Voraussetzung hierfiir ist, Zahlen als einzelne Worter
wahrzunehmen und die Zahlenreihe korrekt aufzusagen, wie auch bei Fuson
(1988) beschrieben. Hinzu kommt die Voraussetzung, beim Zihlen jede Zahl
genau einmal zu benennen und derselben Position zuzuordnen, was dem Prinzip
der stabilen Zahlenfolge entspricht (Gelman & Gallistel 1978; Krajewski 2008).

Kompetenzebene 2: Verkniipfung von Zahlwértern und Ziffern mit Mengen/GrofSen

Die zweite Ebene ist die wichtigste Ebene in der Entwicklung des Zahlenver-
standnisses bzw. des Zahlbegriffs. In etwa ab dem Alter von drei Jahren verlauft
diese Entwicklung in zwei Phasen, in denen sich die Kinder der Mengen und
Grofen von Zahlen bewusst werden (Krajewski & Schneider 2008; Schneider et
al. 2013). Die erste Phase wird als ,,unprizises Anzahlkonzept™ (Ebene 2a) be-
zeichnet. Die Zahlwdrter sind zunéchst eher unprizise mit den Mengen ver-
kniipft, sodass Zahlen wie beispielsweise ,,zwei* oder ,,vier mit dem Begriff
»wenig oder Zahlen wie ,,zwanzig™ oder ,,hundert™ als ,,viel” beschrieben wer-
den. Es wird angenommen, dass diese Assoziationen wéhrend des Zahlens ent-
stehen, da die Kinder feststellen, dass bis zu bestimmten Zahlen unterschiedlich
lang gezdhlt werden muss (Schneider et al. 2013, 27). In der zweiten Phase
(Ebene 2b), benannt als ,prizises Anzahlkonzept bzw. Grofenreprisentation®,
wird jeder Zahl der Zahlenreihe exakt eine auszdhlbare Menge zugeordnet. So
wird Kindern in dieser Phase bewusst, dass beispielsweise hinter dem Zahlwort
Hfinfzehn* genau fiinfzehn Elemente bzw. Objekte stehen. Diese Fahigkeit wird
als kardinales Verstdndnis (Kap. 2.2.2) benannt. Mengen werden nicht mehr nur
durch das Auszdhlen mit dem Zahlwort verbunden (Anzahlkonzept), sondern
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Zahlworter miteinander in Beziehung gesetzt. Dartiber hinaus wird erkannt, dass
benachbarte Zahlen sich in ihrer Grofle bzw. Menge unterscheiden, z.B. 18 ist
weniger als 19. Voraussetzung hierfiir sind, dass die Kinder iiber eine sichere
Zihlkompetenz verfiigen (Ebene 1) und keine Fehler beim Aufsagen der Zahl-
wortreihe machen. Es entwickelt sich das Verstindnis von Mengenrelationen
weiter, allerdings teilweise noch ohne diese in konkreten Zahlen ausdriicken zu
konnen.

Kinder verstehen, dass Mengen durch Hinzufligen oder Wegnehmen (Zu- und
Abnahme-Schema) von Elementen oder Objekten verdndert werden kdnnen oder
eben gleichermaflen unverdndert bleiben konnen (Mengenvarianz). AuBlerdem
wird auf dieser Ebene bereits eine Basis fiir das Teile-Ganzes-Schema gelegt
(Resnick 1992), jedoch in dieser Phase meist noch ohne Zahlbezug. Die Verén-
derungen werden zwar erfasst und beschrieben (,,mehr als®, ,,weniger als*), aber
nicht mit Zahlen ausgedriickt.

Kompetenzebene 3: Verkniipfung von Zahlwortern und Ziffern mit
Mengenrelationen/Grdfsenrelationen

Nach der Entwicklung der Groenreprésentationen werden auf der dritten Ebene
die erkannten Relationen zwischen Mengen und Gréfen nun auch mit Zahlen
beschrieben und ein Verstindnis fiir die Beziehungen zwischen den Zahlen ent-
wickelt (Krajewski & Schneider 2008). Dieser Schritt vollzieht sich bereits im
Alter von vier Jahren im kleineren Zahlenraum, haufiger wird diese Einsicht
allerdings im Alter von sechs Jahren erlangt (Schneider et al. 2013). Mit dem
Wissen, dass sich Mengen in zwei oder mehrere kleinere Mengen zerlegen las-
sen, und der Verkniipfung dieser Anzahlen mit Zahlen (prizises Anzahlkonzept)
lassen sich die Beziehungen zwischen den Mengen durch Zahlen darstellen.
Bisher zeichnete sich das Zahlenverstdndnis durch Zuordnung einer Menge zu
einer Zahl (Ebene 2) und der Seriation dieser Anzahlen (Ebene 2) aus, was sich
nun auf das Teile-Ganzes-Schema erweitert. Eine Zahl bzw. Menge kann in
kleinere Mengen oder Zahlen zerlegt und wieder zusammenfiigt werden. Ebenso
verstehen die Kinder, dass sich die Differenz zwischen zwei Zahlen durch eine
dritte Zahl beschreiben und darstellen ldsst. Somit werden zum einen Relationen
zwischen Zahlen bzw. Mengen als auch Differenzen zwischen diesen bestimmt.
Empirische Ergebnisse zeigen, dass insbesondere die Verkniipfung von Mengen
und Zahlen auf Ebene 2 einen wesentlichen Anteil bei der Vorhersage von ma-
thematischen Schwierigkeiten erklart (Krajewski 2003, Krajewski & Schneider
2009). Die ersten beiden Kompetenzebenen werden dabei als mathematische
Vorlauferfahigkeiten bezeichnet (Krajewski 2008). Aufgrund dieser Bedeutsam-
keit der Ebene 2 wird bei der Beschreibung der Schwierigkeiten spater (Kap. 2.3)
erneut darauf eingegangen.
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Das Modell ldsst sich in die oben beschrieben drei Ebenen untergliedern, die
allerdings nicht als starre lineare Entwicklungsverldaufe gedacht sind. Krajewski
(2003, 68) weist darauf hin, dass in diesem Zusammenhang die Représentations-
formen der Aufgaben (konkretes Anschauungsmaterial, bildliche Darstellung
bzw. abstrakte Ebene) eine wesentliche Rolle spielen. So kann es vorkommen,
dass Schiilerinnen und Schiiler bereits Kompetenzen auf einer hoheren Ebene
erworben haben, aber nicht auf Ebene der abstrakten Représentationsform (Gar-
rote, Moser Opitz & Ratz 2015). Neben der Représentationsform hidngen ma-
thematische Kompetenzen auch von der Vorgabeform der Zahlen (Zahlwdrter vs.
arabische Ziffern) und von deren Grofie (Zahlenraum bis 10, 20, 100) ab, die
beriicksichtigt werden miissen, wenn die Kompetenzen in Hinblick auf die drei
Ebenen iiberpriift werden (Schneider et al. 2013).

2.2.4 Das Niveaustufenmodell der mathematischen Kompetenzentwicklung

Dieses Entwicklungsmodell diente dhnlich wie das ZGV-Modell zur Entwick-
lung eines Diagnostikinstruments (MARKO-D; Ricken, Fritz & Balzer 2013)
und eines Forderprogramms (MARKO-T; Gerlach, Fritz & Leutner 2013) fiir
mathematische Kompetenzen. Es enthélt fiinf Niveaustufen, die ein Kind bei der
Entwicklung mathematischer Kompetenzen durchlduft (vgl. Abb. 3; Gerlach,
Fritz, Ricken & Schmidt 2007, 19):
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Stufe 1: Reihenbildung und Mengenvergleich

In der ersten Stufe erlernen die Kinder Zahlworter, die teilweise als zusammen-
hiangende Wortgebilde gelernt und noch ohne konkrete Zadhlhandlungen einge-
setzt werden. Ahnlich wie im ZGV-Modell von Krajewski (2003, 2005a und
2005b) steht neben dem Erwerb der Zahlwortreihe das Vergleichen von Mengen
im Vordergrund. Dabei werden kleinere Anzahlen in eine Reihenfolge gebracht
und der GroBe nach bewertet. Die Kinder verwenden zunehmend bei der Be-
schreibung von Mengen Begrifflichkeiten wie z.B. viel, wenig, mehr, weniger.
Diese ersten Fahigkeiten — das Aufsagen der Zahlworter, die Reihenbildung und
das ,,globale” Vergleichen von Mengen — sind auf Niveaustufe 1 wichtige Ent-
wicklungsschritte beim Erwerb mathematischer Rechenkompetenzen (Fritz &
Ricken 2008, 33).

Stufe 2: Ordinaler Zahlenstrahl und zdihlendes Rechnen

Ab der zweiten Stufe werden die Zahlworter voneinander unterschieden und
bewusst fiir das Zidhlen verwendet. Dies geschieht, wie auch bei Gelman und
Gallistel (1978) nach dem Prinzip der Eins-zu-Eins-Zuordnung. Fiir Zahlhand-
lungen muss allerdings die Zahlwortreihe noch vollstindig aufgesagt und kann
noch nicht flexibel gehandhabt werden. Wenn die Zahlenreihe als eine feste
Abfolge verstanden wird, kdnnen Zahlen hinsichtlich ihrer GréBe miteinander
verglichen werden, allerdings nur anhand der Position in der Zahlenreihe und
nicht auf der Basis des kardinalen Verstindnisses (Fritz & Ricken 2008, 34).
Bereits in dieser Stufe gelingt es den Kindern aus dem ordinalen Verstidndnis
heraus, nach dem Prinzip des Hinzufiigens und Wegnehmens zédhlend zu rech-
nen. Dabei wird diese Vorstellung der Mengenverdanderung auf einen mentalen
Zahlenstrahl ibertragen, auf dem vor- und riickwarts gezéhlt wird (Resnick
1983, ebd.). Dieser Entwicklungsschritt wird im ZGV-Modell auf Ebene 2 ein-
geordnet. Fritz und Ricken (2008) heben die lineare Représentation der Zahlen-
reihe hervor. Die Kinder entwickeln die Vorstellung eines mentalen Zahlen-
strahls.

Stufe 3: Kardinale Mengenvorstellung

In Stufe 3 wird das Mengenwissen ausgeprigt und quantifiziert. Die Kinder
verkniipfen Zahlen mit Anzahlen und dementsprechend den Mengen. Dass hinter
jeder Zahl in der Zahlenreihe gleichzeitig eine Menge abzulesen ist, stellt fiir
Kinder eine wichtige Einsicht da, die rechenschwache Kinder nur schwer erlan-
gen. Mit dem kardinalen Verstdndnis miissen bei ersten Rechenoperationen die
Summanden nicht beginnend bei eins ausgezéhlt werden, sondern es entwickelt
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sich eine erste Strategie vom ersten Summanden ausgehend die zweite Menge
hinzuzuzédhlen, um die Gesamtmenge zu erhalten (Fritz & Ricken 2008, 37).

Stufe 4: Teile-Ganzes-Zerlegbarkeit

In der néchsten vierten Stufe erwerben die Kinder die Einsicht, dass sich die
Mengen in Teile zerlegen und wieder zusammensetzen lassen — das hier benann-
te ,,Teil-Teil-Ganzes-Verhéltnis“ (Fritz & Ricken 2008, 37). Es wird angegeben,
dass dieser Lernprozess im ersten und zweiten Schuljahr stattfindet. Das kardina-
le Verstindnis dient dazu zu verstehen, dass Zahlen andere Zahlen beinhalten.
Bei Rechenhandlungen (Hinzufiigen und Wegnehmen) erkennen die Kinder auf
anschaulicher Ebene Beziehungen zwischen den beiden Teilmengen und der
Gesamtmenge (Fritz & Ricken 2008, 38):

e zwei Teilmengen werden zu einer Gesamtmenge verbunden,
e cine Gesamtmenge kann wieder in die beiden Teilmengen zerlegt werden,

e aus der Gesamtmenge und einer Teilmenge kann die zweite Teilmenge er-
schlossen werden.

Fiir diese Stufe wird ergédnzt, dass sich eine weitere konzeptionelle Entwicklung
vollzieht. Jedes Zahlwort steht in der Reihe fiir einen Zahlschritt und das letztge-
nannte Zahlwort reprisentiert die Anzahl der Objekte und Zahlschritte. Dadurch
lasst sich der Unterschied zwischen zwei Mengen quantifizieren. In diesem Ent-
wicklungsmodell steht der mentale Zahlenstrahl im Fokus, d.h. Zahlen kenn-
zeichnen auch Abschnitte auf einem Zahlenstrahl.

Stufe 5: Relationaler Zahlbegriff

SchlieBlich gelingt es, auf Stufe 5 Zusammenhdnge zwischen den Aufgaben
herzustellen. Das Teile-Ganzes-Verstindnis und der relationale Zahlbegriff wer-
den weiterentwickelt. Die Beziehung zwischen dem Ganzen und dessen Teil-
mengen bleibt gleich, unabhingig wie die Aufgabe gestellt wird (Fritz & Ricken
2008; Ricken, Fritz & Balzer 2011a und 2011b).

Die Addition wird verstanden als die ,,Zusammensetzung eines Ganzen aus
Teilen™ und im Gegensatz dazu die Subtraktion als ,,Unterschied zwischen den
Teilen und dem Ganzen* (Fritz & Ricken 2008, 40). In Anlehnung an Resnick
(1983) wird die Teile-Ganzes-Bezichung als wichtigste konzeptionelle Entwick-
lung betrachtet, was wiederum fiir weitere mathematische Kompetenzen, wie
beispielweise fiir die Rechenoperationen Multiplikation und Division oder das
Verstdndnis des Stellenwertsystems, eine Entwicklungsvoraussetzung darstellt
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(Fritz & Ricken 2008). Die Zerlegbarkeit wird zunehmend auf die Teilmengen
iibertragen, sodass z.B. groflere Summanden in kleinere Teilmengen zerlegt wer-
den, um die Rechenaufgabe zu vereinfachen. Durch das relationale Zahlenver-
stindnis konnen auch Aufgabenstellungen wie beispielsweise ,,Welche Zahl ist
um drei grofler als vier?* gelost werden.

Zwar geht dieses Modell von Stufen der Entwicklung frither mathematischer
Kompetenzen aus, es wird jedoch eingerdumt, dass eine strenge Abgrenzung
zwischen den Stufen nicht immer vorgenommen werden kann. Es werden Uber-
ginge zwischen den Stufen angenommen, da bei manchen Kindern Losungsstra-
tegien zu beobachten sind, die mehreren Stufen zuzuordnen sind. Ziel ist es
trotzdem, die wichtigen Entwicklungsschritte abzubilden und empirisch messbar
zu machen.

Zusammenfassung

Die Entwicklungsmodelle greifen unterschiedlich auf frithere Ansitze der Zahl-
entwicklung zuriick. Krajewski (2005a) nimmt Aspekte Fusons (1988) auf, be-
tont aber, ,,dass ein automatisiertes, flexibles Aufsagen der Zahlwortfolge im
ZGV-Modell nicht mit der kindlichen Einsicht in die Gréfenreprisentation von
Zahlen und in das Verstindnis von Zahlrelationen gleichgesetzt wird*
(Krajewski & Ennemoser 2013, 49). Zahlfertigkeiten werden auf der ersten Ebe-
ne im Modell eingeordnet und miissen trotz flexibler Anwendung noch nicht mit
einem konzeptionellen Zahlenverstdndnis einhergehen (ebd.). Das Modell von
Fritz und Ricken (2008) orientiert sich an Resnick und insbesondere an deren
Verstandnis von der Phase, in der die Kinder das Teil-Ganze-Schema erlernen.
Auch Krajewski greift Resnicks protoquantitative Schemata auf, um genauer zu
beschreiben, wie sich die Verkniipfung von Zahlen und Mengen vollzieht. Gro-
Ben von Zahlen (Ebene 2) und deren Unterschiede zu verstehen (Ebene 3), wer-
den dabei als zentrale Entwicklungsschritte betrachtet (Krajewski & Ennemoser
2013, 48). Zwischen den beiden Entwicklungsmodellen gibt es Ahnlichkeiten.
Ausgangspunkt ist das Zdhlen und das Vergleichen von Mengen. Im differen-
zierteren Modell von Fritz und Ricken (2008) wird die Vorstellung eines menta-
len Zahlenstrahls stirker betont, was allerdings bei Krajewski auf Ebene 2 auch
beriicksichtigt wird. Bereits auf Stufe 2 konnen die Kinder zdhlend erste Re-
chenaufgaben 16sen, rein auf der Basis des ordinalen Verstindnisses. Was
Krajewski auf Ebene 3 veranschaulicht, wird bei Fritz und Ricken im Wesentli-
chen durch die letzten beiden Stufen differenzierter dargestellt. Auch hier liegt
der Fokus auf dem Teile-Ganzes-Verstindnis und der Mengenrelationen — dem
relationalen Zahlaspekt. Weiterhin wird deutlich, dass der Zéhlkompetenz eine
Schliisselfunktion fiir die frithe mathematische Kompetenzentwicklung beige-
messen wird.
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2.2.5 Forschungsergebnisse zur Bedeutung numerischer Vorkenntnisse

Obwohl die Entwicklung der Zahlkompetenz und des Zahlbegriffs eine sehr
komplexe Herausforderung ist, da sich die Fahigkeiten unterschiedlich, aber
parallel entwickeln und doch ineinandergreifen, lassen sich auch vor Schulbe-
ginn diese ,,mathematischen Vorlduferfahigkeiten™ (Krajewski 2003; Krajewski
& Schneider 2008, 2009) nachweisen. Sie sind an die Fahigkeit gekoppelt, An-
zahlen in Relationen zu setzen, zu zerlegen und durch Hinzunehmen oder Weg-
nehmen zu verdndern, was zu ersten Rechenfertigkeiten und arithmetischen Ein-
sichten fiihrt. Fiir mathematische Lernschwierigkeiten wurden Pradiktoren unter-
sucht und unter anderem herausgefunden, dass insbesondere das Anwenden von
effizienten Z&hl- und Rechenstrategien einen Einfluss auf die arithmetischen
Kompetenzen und auf das Faktenwissen nimmt (Bryant et al. 2008).

Geary, Hamson und Hoard (2000) untersuchten Schiilerinnen und Schiiler im
ersten und zweiten Schuljahr und fanden dabei heraus, dass sich die Kinder mit
mathematischen Lernschwierigkeiten oder kombinierten Leseschwierigkeiten in
verschiedenen mathematischen Kompetenzen signifikant von der Vergleichs-
gruppe (Kinder ohne Lernschwierigkeiten) unterschieden. Das betraf das Benen-
nen von Zahlen und Beschreiben dieser nach verbaler oder visueller Représenta-
tion, das Vergleichen von Mengen und die Zdhlkompetenz. Wihrend die Kinder
ohne Lernschwierigkeiten (Mathematik und Lesen) bis zum zweiten Schuljahr
einfache Additionsaufgaben zunehmend durch Abrufen 16sten, nutzten die Kin-
der mit mathematischen Lernschwierigkeiten nach wie vor das Fingerzéhlen und
verbales Zéhlen (ebd., 252).

In einer Léangsschnittstudie vom zweiten bis dritten Schuljahr untersuchten
Jordan, Hanich und Kaplan (2003) den arithmetischen Faktenabruf und dessen
Einfluss auf die Mathematikleistung. Schiilerinnen und Schiilern ohne Schwie-
rigkeiten im Faktenabruf erzielten am Ende des dritten Schuljahres eine hohere
Mathematikleistung als die Kinder, denen das Abrufen arithmetischer Fakten
weniger gelang. Bei diesen Kindern erwies sich das Fingerzahlen auch als Pré-
diktor fiir die Mathematikleistung. Zusatzlich wurde herausgefunden, dass Schii-
lerinnen und Schiiler mit einem héheren 1Q das Fingerzahlen erfolgreicher redu-
zierten als Schiilerinnen und Schiiler mit einem geringeren 1Q (ebd., 113).

Gaupp, Zoelch und Schumann-Hengsteler (2004) untersuchten mit einer
Stichprobe von 24 rechenschwachen Schiilerinnen und Schiilern und 24 nicht
rechenschwachen Kindern die numerischen Basiskompetenzen im dritten und
vierten Schuljahr, wozu Zahlbegriff, Mengenbegriff und Zahlfertigkeiten gehor-
ten. Dabei wiesen die rechenschwachen Kinder signifikant mehr Schwierigkeiten
auf beziiglich des Zahlenlesens und -schreibens, bei der Anordnung von Zahlen
auf einem beschrifteten Zahlenstrahl, Mengen zu schétzen und Zahlen miteinan-
der zu vergleichen. Die deutlichsten Unterschiede zeigten sich in der Bearbei-
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tung der Rechenaufgaben, bei denen rechenschwache Kinder nur 25 Prozent
korrekt und nur 19 von 31 Aufgaben durch direkten Abruf 16sten.

In einer Langzeitstudie iiberpriiften Krajewski und Schneider (2006, 2008,
2009), inwiefern mathematische Basisfertigkeiten bzw. Vorlduferfertigkeiten
Einfluss auf das weitere Mathematiklernen nehmen. Im Fokus dabei stand das
Zahlen- und Mengenwissen (Krajewski & Schneider 2009). Uber vier Messzeit-
punkte wurden bei den Kindern mathematische Kompetenzen im Vorschulalter
(n = 153), am Ende des ersten Schuljahres (n = 147) und am Ende des vierten
(n = 130) berpriift. Dabei stellten sich die numerischen Basisfertigkeiten als ein
signifikanter Pradiktor Zahlen-Mengenkompetenz (Anzahl-Invarianzkonzept) in
Klasse 1 (r = .62) (Krajewski & Schneider 2006), und vierten Klasse (r = .61)
heraus. Das Anzahl- und Invarianzkonzept, d.h. die Féhigkeit Anzahlen mit dem
Mengenbegriff zu verkniipfen, Mengen zu vergleichen und der Seriation von
Zahlen, sagten insbesondere die Mathematikleistung der Schiilerinnen und Schii-
ler in der vierten Klasse (» = .51) voraus. Neben den spezifischen Vorlduferfer-
tigkeiten wurden ebenso unspezifische in die Modelle aufgenommen. Die
(nonverbale) Intelligenz (r = .31) stellte lediglich fiir die numerischen Basisfer-
tigkeiten einen Préadiktor dar. Letztere erwiesen sich als Pradiktor fiir die Men-
gen- und Zahlenkompetenzen (ebd. 2008, 282). Unter der Betrachtung der Kin-
der mit mathematischen Lernschwierigkeiten wurde ebenfalls die Vorhersage-
kraft der mathematischen Vorlauferfahigkeiten empirisch nachgewiesen.

In einer weiteren Langsschnittuntersuchung von Jordan und Kollegen (2010)
wurden Kinder am Ende des ersten Schuljahres (7 = 279) und am Ende des drit-
ten Schuljahres (n = 175) hinsichtlich ihrer mathematischen Kompetenzen unter-
sucht. Dazu zdhlten das Zahlenverstidndnis, das Zahlenwissens, die Zahlprinzi-
pien, der Mengenvergleich, die Mengenerfassung und das Rechnen. Dabei er-
wies sich das Zahlenverstidndnis (number sense) als signifikanter Pradiktor fiir
die spitere Mathematikleistung (Jordan, Glutting & Ramineni 2010).

Dariiber hinaus zeigen Studien im Vorschulalter und zu Schulbeginn, dass be-
reits ein Grofteil der Kinder friihe mathematische Kompetenzen mitbringt. Bei-
spielsweise wurde in einer Langsschnittstudie von Clarke et al. (2008) mit 810
Kindern zu Schulbeginn herausgefunden, dass 98 Prozent Kinder der Mengen bis
vier simultan erfassen, knapp 40 Prozent von verschiedenen Startzahlen aus in
Einerschritten vorwarts- und riickwértszahlen und knapp 90 Prozent die Zahl-
wortreihe bis 20 aufsagen konnten. Bei einer Menge von neun Punkten gelang
die kardinale Zuordnung 67 Prozent der Schiilerinnen und Schiiler. Allerdings
wurde auch deutlich, dass ca. ein Drittel der Schiilerinnen und Schiilern bereits
erhebliche Schwierigkeiten in diesen Bereichen zeigten. In der Untersuchung
von Weilhaupt et al. (2006) mit 129 Vorschulkindern wurde ebenfalls das ma-
thematische Vorwissen getestet. Dabei wurde herausgefunden, dass insbesondere
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rechenschwache Kinder Schwierigkeiten bei der Mengenbestimmung und bei der
Variation des Teile-Ganzes-Konzeptes hatten.

Mit dem Schuleintritt verfiigen die Schiilerinnen und Schiiler bereits iiber
numerische Basiskompetenzen, dies allerdings auf unterschiedlichem Niveau.
Empirische Untersuchungen bestétigen den Einfluss der frithen mathematischen
Kompetenzen auf die spatere Mathematikleistung, die bereits theoretisch in den
Modellen von Krajewski (2003, 2005a) und Fritz und Ricken (2008) aufgezeigt
wurden. Die mathematischen Vorkenntnisse bzw. das Vorwissen erkldren einen
Teil der Unterschiede in den spdteren Leistungen im Mathematiklernen. Im
néichsten Kapitel (2.2.6) wird beschrieben, wie sich numerische Basiskompeten-
zen, speziell das Zihlen, zu Zahlstrategien und ersten Rechenstrategien entwi-
ckeln.

2.2.6 Vom Zihlen zum Rechnen

Kinder im Vorschulalter und zu Schulbeginn 16sen Additions- und Subtraktions-
aufgaben in der Regel, indem sie alles zéhlen, weiterzéhlen oder riickwirtszéhlen
(Carpenter & Moser 1984, 180-184). Gerster (1996) beschreibt das zdhlende
Rechnen als ,,fundamental fiir den Erwerb erster arithmetischer Fertigkeiten® und
als wichtigen Entwicklungsschritt, um Zahlbezichungen zu verstehen. In einer
Studie von Benz (2005) in der Primarstufe wurden bei knapp 45 Prozent aller
Aufgaben beim Addieren und Subtrahieren im Hunderterraum zu Beginn des
zweiten Schuljahres Zahlstrategien eingesetzt. Nicht nur leistungsschwache oder
durchschnittliche Kinder verwendeten zu Schuljahresbeginn noch Zéhlstrategien,
auch leistungsstarke Kinder 16sten 20 Prozent der Aufgaben durch Alleszéhlen,
wobei bei diesen Kindern diese Strategie zur Schuljahresmitte fast vollstdndig
verschwand. Innerhalb des gesamten zweiten Schuljahres 16sten die Kinder, die
mehr Rechenstrategien einsetzten, mehr Aufgaben korrekt als Kinder, die sich
mit Zihlstrategien behalfen. Richtige Losungen wurden bei leistungsschwiche-
ren Kindern am Ende des zweiten Schuljahres immer noch durch Zéhlstrategien
gefunden, meist durch Weiterzéhlen. Im Folgenden werden diese Zahlstrategien
im Uberblick dargestellt (Gaidoschik 2010a; Padberg & Benz 2011; Hess 2012;
Moser Opitz 2013a, 101):

Alleszdihlen

Bei dieser ersten Zahlstrategie greifen die Kinder auf die erlernte Zahlwortreihe
und das Zahlenverstdndnis zuriick, mit dem Wissen, dass die Zahlen in einer
festen Reihe angeordnet sind. Bei einer einfachen Addition werden die beiden
Summanden separat voneinander ausgezéhlt (Sum-Strategie), beginnend bei
eins. Zahlen die Kinder beide Summanden durch, wird erneut durch Alleszdhlen
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die Gesamtanzahl bzw. Summe ermittelt. Beispielsweise werden vier Plittchen
und fiinf Pléttchen (4 + 5) hingelegt und ausgezihlt. In einer erweiterten Variante
wird nach den ersten ausgezéhlten Summanden direkt weitergezéhlt, z.T. indem
sich die Kinder den zweiten Summanden mental vorstellen: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9. Diese Variante des Alleszdhlens erfordert erhdhte Konzentration und Ge-
déchtnisleistung, besonders wenn der zweite Summanden grof3 ist, da zwei Zahl-
prozesse synchronisiert werden miissen. Haufig wird das Alleszéhlen durch die
Finger begleitet.

Weiterzdihlen vom ersten Summanden aus

Diese Strategie ist eine Weiterentwicklung des Alleszdhlens. Fiir das Beispiel
4 + 5 bedeutet das, dass nicht mehr von eins bis neun, sondern nur noch fiinf,
sechs, sieben, acht und neun gezahlt wird. Beim Weiterzihlen (counting on) wird
der erste Summand simultan erfasst und direkt als Zahl benannt, ohne abzuzéh-
len (Gaidoschik 2010a, 104). Bei der Addition durch Weiterzidhlen bearbeiten die
Kinder zwei Zahlenreihen parallel im Kopf, um herauszufinden, wann der zweite
Summand zu Ende gezihlt ist. Beispielsweise wird bei 8 + 7 (beginnend mit der
neun) um sieben weitergezahlt, sodass das Kind gleichzeitig beim Weiterzidhlen
ab neun darauf achten muss, wann die sieben erreicht ist. Ein damit héufig ver-
bundener Fehler ist der so gennannte Minuseins- oder Pluseins-Fehler, der zu
falschen Ergebnissen fiihrt (Geary, Bow-Thomas & Yao 1992), wie am folgen-
den Beispiel des Minuseinsfehlers bei der Aufgabe 8 + 7 = 14 aufgezeigt wird:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 2 3 4 5 6

15
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Abbildung 4: Weiterzidhlen vom ersten Summanden aus

Dabei wird beim Addieren oder Subtrahieren die Ausgangszahl mitgezéhlt, in-
folgedessen bei der Addition das Ergebnis um eins kleiner wird und bei der Sub-
traktion um eins groBer oder um eins kleiner (Hasemann 2007; Schmassmann &
Moser Opitz 2008). Besonders schwierig bei der Subtraktion ist, dass die beiden
Zahlenreihen gegenldufig sind. Zum einen muss zuriickgezdhlt werden, zum
anderen muss die zuriickgezdhlte Anzahl nachgehalten werden. Es sind zwei
Ziahlprozesse, die das Vorwirts- und Riickwirtszéhlen gleichzeitig fordern. Die-
ses Aufrechterhalten bzw. Prisenthalten der zwei gegenldufigen Zahlreihen wird
als ,.keeping track* (Gaidoschik 2010a, 105) bezeichnet.
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Verwenden die Kinder die ergiinzende Weiterzihlstrategie (counting to) fiir die
Subtraktion, entfillt das Problem der Gegenldufigkeit. Fiir das Beispiel 9 — 6
miissen ,,sieben®, ,,acht”, ,,neun* weitergezahlt und gleichzeitig drei Zahlschritte
gemerkt werden (ebd. 105). Dabei kommen héufig die Finger bzw. die Fingerbil-
der als scheinbare Vereinfachung zum Einsatz, da sich die zdhlend rechnenden
Kinder dariiber die Anzahl der Zéhlschritte merken konnen (ebd. 105).

Weiterzihlen vom gréfieren Summanden aus

Diese Strategie (auch Min-Strategie genannt) ist eine weitere Vereinfachung, in
der Hinsicht, dass vom groBeren Summanden aus weitergezahlt wird, auch wenn
es sich dabei um den zweiten Summanden handelt. Bei der Aufgabe 4 + 5 wird
nicht mehr 5, 6, 7, 8, 9, sondern direkt von 5 aus (6, 7, 8, 9) vorwirts gezdhlt.
Hinter dieser Strategie steht das Kommutativgesetz der Addition (4 +5 =5 + 4;
a+b=D>b+ a), das die Kinder bereits hier implizit anwenden, bevor es im Unter-
richt thematisiert wird. Diese Mischstrategie des Weiterzdhlens deutet auf einen
wichtigen Entwicklungsschritt hin, da die Kinder erste operative Einsichten, wie
z.B. Teile-Ganzes-Prinzip und Zahlerhaltung, anwenden.

Weiterzdhlen vom gréfieren Summanden aus in grofseren Schritten

Bei dieser Zihlstrategie des Weiterzédhlens vom grofleren Summanden aus in
groBeren Schritten gelingt es bei sicherer Zahlkompetenz nicht, in Einerschritten
weiterzuzéhlen, sondern in groBeren Zahleneinheiten. Beispielsweise wiirde bei
der Losung der Aufgabe 8 + 9 zunidchst die Tauschaufgabe 9 + 8 gewihlt und in
Zweierschritten (11, 13, 15, 17) oder in Viererschritten (13, 17) weitergezéhlt.

Ableiten

Das Ableiten von Losungen bei Additions- und Subtraktionsaufgaben erfordert
die Einsicht in operative Bezichungen (Padberg & Benz 2005; Gaidoschik
2010a, 426; Wittmann 2011). Diese Strategien werden auch als nicht-zéhlende
Strategien bezeichnet, da automatisierte Zusammenhédnge genutzt werden, um
eine neue Aufgabe zu 16sen (Gaidoschik 2010a, 23). Ableitungsstrategien er-
leichtern den Rechenprozess und helfen, Beziehungen zwischen den Zahlen und
Operationen zu entdecken (Gerster 2007). Das Prinzip der Tauschaufgaben
(a+b=c > b+a=c) stellt eine erste Ableitungsstrategie dar, die Kinder be-
reits bei der Anwendung der Min-Strategie einsetzen, d.h. Weiterzdhlen vom
grofleren Summanden aus bei der Addition. Die Kinder nutzen an dieser Stelle
bewusst oder weniger bewusst das Kommutativgesetz. Dariiber hinaus kénnen
auch Nachbaraufgaben angewendet werden (a + b=c¢c > a+ [b + 1]=¢c + 1).
Dabei gibt es zwei Varianten: Verdoppeln plus 2 (z.B. 8 +8=16 > 9 + 8 =17)
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oder das ,,Rechnen mit der 9“ (z.B. 10 + 3 =13 2> 9 + 3 = 12) (Gerster 2007,
Gaidoschik 2010a, 333f.). Bei den sogenannten Umkehraufgaben (a + b =¢ >
¢ — b =abzw. ¢ — a=Db) miissen die Kinder die Addition als Umkehrung der
Subtraktion erkennen. Hinzu kommt, dass zunehmend mit Hilfe des Teile-
Ganzes-Konzeptes die Zahlentripel, aus dem sich die Aufgabe zusammensetzt,
abgerufen werden konnen (Lorenz 2000; Gerlach, Fritz, Ricken & Schmidt 2007,
17; Lorenz 2015; Hasel-Weide 2016, 16). Weitere Ableitungsstrategien sind
beispielsweise das Ergénzen zum Zehner (decomposition-to-ten; Verschaffel et
al. 2007), das gegensinnige Verdndern (a +b=c 2> [a— 1] + [b + 1] = ¢), deka-
dische Analogien (z.B. 3 + 6 =9 und 13 + 6 = 19) oder die Einsicht in die Kon-
stanz der Summe (a + b=c¢ = [a + x] + [b — x] = ¢) (Gerster 2007).

Diese Ableitungsstrategien werden zum Teil von Kindern benutzt ohne expli-
zites Wissen dartiiber, allerdings sollten vor allem zéhlend rechende Kinder, deren
Fokus auf Zahlstrategien liegt, an das Ableiten herangefiihrt werden, um Zahl-
und Operationsbeziehungen zu entdecken und anwenden zu koénnen (Hisel-
Weide 2016).

Abrufen (Automatisieren)

Beim Abruf von Faktenwissen wihrend des Losens einer Kopfrechenaufgabe
wird das Ergebnis direkt aus dem Langzeitgeddchtnis abgerufen (Gerster 1994;
Gaidoschik 2010a; Moser Opitz 2013a; Hésel-Weide 2016). Die Losung von
Kopfrechenaufgaben wurde auswendig gelernt bzw. automatisiert. Dabei gibt es
bestimmte Aufgaben, die schneller automatisiert werden als andere, wie z.B. die
Verdopplungsaufgaben (Gaidoschik 2010a, 328). Automatisieren bedeutet zum
einen, dass Fakten gespeichert, und zum anderen auch bei Bedarf fiir die aktuelle
Aufgabenbearbeitung abgerufen werden konnen. Kernaufgaben werden bei-
spielsweise aus den wichtigen Zerlegungen im Zahlenraum bis 10 gewonnen. Es
gehdren aber auch Verdopplungs- und Halbierungsaufgaben, Aufgaben mit
10 + x oder das Ergédnzen bis 10 bzw. 20 zu den wichtigen Grundaufgaben
(Scherer & Moser Opitz 2010, 99).

Hess (2012) fasst zusammen, dass viele Kinder die Zahlstrategien in der be-
schriebenen Richtung ,,durchlaufen®, aber nicht linear und vollstindig. Dabei
konnen bestimmte Zihlstrategien nicht angewendet werden oder die Kinder
wechseln zwischen verschiedenen Varianten abhéngig von der konkreten Aufga-
be. Teilweise werden auch Zihlstrategien parallel genutzt (Gaidoschik 2010a,
105). Zwar werden erste Rechenoperationen durch diese Zahlstrategien durchge-
fihrt, trotzdem ist es wichtig, dass die Kinder im Verlauf der ersten Schuljahre
weiterfiihrende Strategien entwickeln konnen und diese verstehen lernen, damit
sich das zdhlende Rechnen nicht verfestigt (Gerster & Schultz 2004).
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2.3 Verfestigtes zidhlendes Rechnen — Merkmale und Schwierigkeiten

Das zdhlende Rechnen ist ein normaler Entwicklungsschritt beim Erwerb arith-
metischer Kompetenzen (Kap 2.2, 2.2.6). In der Regel 16sen sich Kinder in der
Mitte und am Ende des ersten Schuljahres (Lorenz & Radatz 1993; Gaidoschik
2010a) vom zdhlenden Rechnen mit zunchmender Einsicht in die Zahl- und
Operationsbezichungen. Vollzieht sich die Ablésung vom zdhlenden Rechnen
und die Entwicklung nicht-zdhlender Strategien nicht in diesem Zeitraum, wird
vom verfestigten zédhlenden Rechnen (Lorenz & Radatz 1993; Schipper 2005a;
Scherer & Moser Opitz 2010; Lorenz 2015; Hésel-Weide 2016) gesprochen.
Verfestigtes zdhlendes Rechnen wird somit zur mathematischen Lernschwierig-
keit, weil es nicht eine entwicklungsbedingte Verzogerung ist, sondern die Kin-
der bei dieser Strategie bleiben (Gaidoschik 2010a, 16). Gaidoschik (2009a, 170)
verdeutlicht ebenso: ,,Ein Kind, das Ende der ersten Schulstufe vorwiegend zéh-
lend rechnet, ist nicht deshalb schon »rechenschwach«; aber es lduft Gefahr,
unter dem Druck kommender schulischer Anforderungen »rechenschwach« zu
werden.

Merkmale verfestigten zdhlenden Rechnens

Problematisch und weniger tragféhig werden diese verfestigten zédhlenden Re-
chenstrategien besonders im erweiterten Zahlenraum ab 20. Folgende Merkmale
zeigen auf, warum das verfestigte zdhlende Rechnen im weiteren Verlauf zu
Schwierigkeiten fithren kann (Krauthausen 1995; Gerster 1996; Gaidoschik
2003, 2009; Scherer & Moser Opitz 2010; Padberg & Benz 2011; Lorenz 2015).
Ziahlende Rechnerinnen und Rechner:

e operieren meistens mit Einerschritten, fassen Zahlen nicht zu gréferen Ein-
heiten zusammen und erfassen Anzahlen nicht strukturiert.

e verstehen Zahlen oftmals nicht oder nicht in erster Linie kardinal als eine
Menge (verkniipft mit der Frage nach Anzahl), sondern ausschlielich ordi-
nal als Punkt in einer Reihe, als eine Station in einer auswendig gelernten
Folge von Zahlennamen.

e betrachten jede Rechnung als Einzelfaktum, d.h. losgeldst von anderen
Rechnungen.

e haben oft keine Vorstellungen von den Rechenoperationen.

e  zdhlen haufig nur in Einerschritten, es fallt ihnen schwer, gro3ere Einheiten
zu erkennen, wie z.B. Zehnerbiindel, sodass dadurch die Einsicht in die de-
zimalen Strukturen des Zahlsystems erschwert wird. Umgekehrt fithren
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mangelnde Einsichten ins Stellenwertsystem dazu, dass nur zdhlende Re-
chenstrategien zum Einsatz kommen.

e I6sen hiufiger Aufgaben nicht korrekt, da ziahlendes Rechnen sehr fehleran-
féllig ist, vor allem im erweiterten Zahlenraum ab 20 und bei Operationen
wie Multiplikation und Division.

e miissen ermittelte Teilergebnisse beim schriftlichen Rechnen im Gedéchtnis
behalten, wobei die zdhlend gerechnete Zwischenergebnisse mehr Zeit in
Anspruch nehmen und fehleranfélliger sind.

Das zdhlende Rechnen fiihrt im kleinen Zahlenraum meist noch zum richtigen
Ergebnis und somit von den Kindern als erfolgreiche Strategie angesehen. Sie
konnen nicht abschétzen, dass dieses Vorgehen im groferen Zahlenraum schwie-
rig und ineffizient wird. Es wurde bereits beschrieben, dass verfestigt zdhlende
Rechner hédufig Schwierigkeiten im ordinalen und kardinalen Zahlenverstdndnis
haben (Kap. 2.2.2), die als zentrale und sich ergdnzende Zahlaspekte angefiihrt
werden (Wember 2003, 62). Das Zihlen sollte ,,im Unterricht nicht diffamiert,
sondern kultiviert werden, denn es ist die kindgemi3e Methode der Zahlbestim-
mung und fiihrt zum zdhlenden Rechnen, das zum einsichtigen und planvollen
Rechnen weiterentwickelt* (ebd.) werden muss.

Fingerzdhlen

Unterstiitzend zum Zahlen oder auch ersten Rechnen nutzen Kinder verschiedene
Materialien oder ihre Finger. Insbesondere letztere werden héufig als Zéhlhilfe
verwendet, da sie schnell verfligbar sind (Lorenz 1996, 2015). Einige Kinder
zdahlen auch mit versteckten Fingern, tippenden Fiilen, zdhlen leise vor sich hin
oder nicken mit dem Kopf. Dabei werden die Finger unterschiedlich als Hilfs-
mittel benutzt. Zum einen werden die Finger dynamisch eingesetzt, indem sie
nacheinander einzeln ausgestreckt oder beim Riickwirtszahlen eingeklappt wer-
den. Zum anderen ldsst sich der statische Einsatz der Finger beobachten, bei dem
die Kinder die Finger nicht einzeln ausstrecken, sondern die jeweilige Anzahl
direkt mit einem einmalig ausgestreckten ,,Fingerbild* darstellen und das Ergeb-
nis ablesen. Gaidoschik (2010a, 244) bezeichnet diese Strategie auch als nicht-
zdhlenden Fingergebrauch und erweitert die Fingerzihlstrategien um das ,,Fin-
ger-Teilzdhlen®, als Mischform zwischen statischem und noch teilweise dynami-
schem Gebrauch der Finger. Hierbei stellt das Kind die Ausgangszahl nicht-
zdhlend mit den Fingern dar, fithrt aber die Operation zdhlend durch, indem die
entsprechende Anzahl von Fingern ausgestreckt bzw. umgeklappt und bei eins
beginnend gezihlt wird, bis die dem zweiten Summanden oder Subtrahenden
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entsprechende Zahl erreicht ist. Das Ergebnis wird beim Finger-Teilzdhlen direkt
am erzielten Fingerbild nicht-zéhlend abgelesen.

Ob das Fingerrechnen als Hilfsmittel beim Rechnen legitim ist oder unter-
bunden werden soll, wird hiufig und unterschiedlich diskutiert (Scherer & Moser
Opitz 2010; Gaidoschik 2012; Moeller & Nuerk 2012). Einerseits werden die
Finger als Hilfsmittel zugelassen, da sie bereits im Vorschulalter fiir das Z&hlen
und erste einfache Rechenaufgaben verwendet werden und sie sind Anschau-
ungsmittel, auf die die Kinder jederzeit zuriickgreifen konnen. Es zeigt sich hdu-
fig, dass sie sich mit zdhlenden Strategien und Fingerzdhlen behelfen, da ihnen
diese Strategie vermeintlich sicherer erscheinen (Schipper 2005b, 20). Anderer-
seits filhrt das statische Fingerzdhlen, d.h. das Abzéhlen in Einerschritten, zu
verfestigten Zéhlstrategien und schrinkt den Zahlenraum auf die Anzahl der
Finger ein. Dies macht eine Unterscheidung zwischen statischem und dynami-
schem Fingerzdhlen erforderlich. Beim Abzdhlen in Einerschritten mithilfe des
dynamischen Zihlens werden die Finger nacheinander ausgestreckt, um den
ersten Summanden zu zeigen. SchlieBlich werden weitere Finger nacheinander
aufgeklappt, um den zweiten Summanden zu addieren. Ebenso kann der erste
Summand gar nicht gezeigt werden und nur der zweite Summand durch dynami-
sches Weiterzéhlen in Einerschritten mit den Fingern hinzugezdhlt werden. Al-
lerdings sind auch diese Vorgehensweisen duflerst fehleranfillig, da sich die
Kinder merken miissen, wie viele Finger schon gezdhlt wurden. In einer Unter-
suchung von Jordan, Kaplan, Ramineni und Locuniak (2008) wurde ein signifi-
kanter Zusammenhang zwischen dem Fingerzdhlen und den Fehlerhdufigkeiten
vom Vorschulalter ( =.58) bis ins zweite Schuljahr (» = —.15) nachgewiesen.

Wiederum gibt es zdhlende Rechnerinnen und Rechner, die durchaus im Zah-
lenraum bis 20 ihre Zahl- und Fingerzdhlstrategien soweit ausgebaut haben, dass
sie sehr schnell und in diesem Rahmen effizient angewendet werden kdnnen,
jedoch dariiber hinaus nicht mehr tragfdhig sind (Hésel-Weide 2016). Anhand
zdhlenden Rechnens wird das richtige Ergebnis in dem Fall zwar gefunden
(Siegler 2001, 383), aber es stellt sich die Frage, wie anstelle dessen eine Ablo-
sung vom verfestigten zdhlenden Rechnen erreicht werden kann, um das Zahlen-
verstdndnis zu erweitern. Ebenso wird im Kontext des Fingerrechnens unter-
sucht, inwiefern ein Zusammenhang zwischen der Fingergnosie, als Fahigkeit
die Finger bei geschlossenen Augen unterscheiden, benennen und vorzeigen zu
konnen, und dem Zahlenverstandnis sowie spéteren Rechenfertigkeiten zu finden
ist (Kohn, Kucian, Wuithschick, Mayer, Rascher, McCaskey, Kiser, Poltz,
Wyschkon, Quandte, Esser & Aster 2015). Hierfiir konnte kein signifikanter
Zusammenhang nachgewiesen werden (ebd.), ebenso erwies sich die Fingergno-
sie (Poltz, Wyschkon, Hosel, von Aster & Esser 2015) nicht als eindeutiger Pra-
diktor fiir spdtere numerisch-arithmetische Leistungen.
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Schwierigkeiten des ordinalen Verstindnisses

Je flexibler die Zahlwortreihe erlernt wird, desto mehr kann sich der ordinale
Zahlaspekt entwickeln. Grundlegend ist, dass die Kinder sicher und flexibel
vorwirts und riickwérts zdhlen, die Position einer Zahl in der Zahlenreihe und
den Vorgénger und den Nachfolger einer Zahl bestimmen konnen. Je flexibler
die Kinder beim Zihlen sind, desto besser gelingt ihnen auch das Zahlen in
Schritten. Beim Zahlen in Schritten werden die Einheiten groBer als Eins zu-
sammengefasst, sodass nicht einzeln gezdhlt wird (Moser Opitz & Schmass-
mann, 2007; Kaufmann & Wessolowski 2014).

Die Kinder lernen, sich auf der Zahlenreihe zu orientieren. Sobald sie in
Zweier- und vor allem Fiinfer- und Zehnerschritten zdhlen konnen, erweitert sich
das Verstandnis fiir den Zahlenraum und die dekadische Struktur des Zahlensys-
tems, was wiederum grundlegend fiir das Verstindnis des Stellenwertsystems ist
(Krauthausen & Scherer 2007; Schmassmann & Moser Opitz 2007; Steinweg
2009). Vornehmlich zdhlend rechenden Kindern fehlt eine sichere Zadhlkompe-
tenz, was dazu fiihrt, dass sie unsicher und fehlerhaft zdhlen und Resultate beim
Rechnen aufgrund dieser unsicheren Zdhlkompetenz haufiger iiberpriifen. Es
wurde nachgewiesen, dass Probleme im verbalen Zahlen einen zentralen Pradik-
tor fiir mathematische Schwierigkeiten darstellen konnen bzw. rechenschwache
Kinder héufig iiber eine geringere Zahlkompetenz verfligen (Geary et al. 1999;
Geary et al. 2000; Geary & Hoard 2005; Geary, Bailey & Hoard 2009; Stock,
Desoete & Roeyers 2010; Moser Opitz 2013a). Auch Landerl und Kaufmann
(2008) heben die zentrale Bedeutung des Zahlens als Voraussetzung fiir die Her-
ausbildung von Rechenoperationen wie Addition und Subtraktion und damit als
Voraussetzung fiir die arithmetische Kompetenz hervor (Schneider et al. 2013,
23). Erst das sichere Zdhlen ermdglicht den Kindern, Zahlbeziehungen zu entde-
cken und anzuwenden (Moser Opitz & Schmassmann 2007).

Insbesondere das Zahlen in Schritten, wie z.B. in Zweier-, Fiinfer- oder Zeh-
nerschritten (Scherer & Moser Opitz 2010, 115; Moser Opitz 2013a, 84), be-
giinstigt Einsichten in den Zahlaufbau und das Stellenwertsystem, bringt aller-
dings fiir rechenschwache Schiilerinnen und Schiiler Schwierigkeiten und Fehler
beim Zéhlen mit sich, wie beispielweise beim Auslassen von Zahlen, beim
Wechsel der Zéhlschritte oder bei Zehneriibergdngen (Schifer 2005; Moser Opitz
2008; Freesemann 2014, 40). Zihlende Rechnerinnen und Rechner haben
Schwierigkeiten, Zahlen in groBere Einheiten zusammenzufassen und operieren
meist in Einerschritten. Schéfer (2005, 80) betont:

,Das Zihlen in Schritten stellt vermutlich einen Ubergang von (in Einerschritten)
zdhlenden Strategien hin zum Entdecken und Nutzen nicht-zdhlender Rechenstrate-
gien dar, vor allem dann, wenn es an Vorstellungen von gegliederten Quantitéten
[Hervorhebung im Original] gekoppelt ist.
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Es stellt sich die Frage, warum speziell zdhlend rechnende Kinder ldnger auf
dieser ordinalen Ebene bleiben und Zahlen als einzelne Einheiten und Zahlworter
der (linearen) Zahlenreihe verstehen. Verfestigt zdhlend rechnende Kinder ver-
stehen Zahlen eher als Positionen, wie sie auf dem Zahlenstrahl dargestellt sind
oder in der Zahlwortreihe vorkommen, was deutlich wird, wenn sie am Material
mit Hilfe der Zahlwortreihe Pliattchenmengen in Einerschritten zdhlen (Gerster
2009, 253). Auch Gaidoschik (2009a, 167) fiihrt an, dass diese Kinder auf der
Ebene des ordinalen Verstindnisses stehen bleiben, sodass Addition und Sub-
traktion als Vor- und Riickwartszdhlen der Zahlwortreihe verstanden wird.

Schwierigkeiten des kardinalen Verstdndnisses

Zu Beginn der Schulzeit ist das Zdhlen zentral, um Anzahlen zu bestimmen. Auf
die Frage hin ,,Wie viele sind es?* konnen zwei bis drei beliebig angeordnete
Objekte bereits ab ungefdhr zwei Jahren simultan erfasst werden (,,Subitizing®),
ohne sie abzuzédhlen (Piazza, Mechelli, Butterworth & Price 2002; Desoete,
Ceulemans, Roeyers & Huylebroek 2009).

Subitizing wird von der Fahigkeit unterschieden, groBere strukturierte Anzah-
len von Objekten auf einen Blick zu erfassen — die sogenannte quasi-simultane
Anzahlerfassung (Krajewski 2003, 55; Gerster 2009, 251). Die zu bestimmende
Anzahl wird in simultan erfassbare Teilmengen zerlegt (Gerster 2009, 251). Die
Einsicht, dass eine grolere Anzahl zéhlend ermittelt werden kann, um zu beant-
worten, wie viele es sind, ist ein erster Erkenntnisschritt zum kardinalen Ver-
standnis. Zwar gelingt es liber die Eins-zu-Eins-Zuordnung (Kap. 2.2.2), jedem
Objekt eine Zahl zuzuordnen und diese abzuzdhlen, allerdings wird zundchst
nicht verstanden, dass dariiber die Anzahl ermittelt werden kann. Meist werden
die Kinder dann angehalten, das letzte Zahlwort erneut zu nennen, um die Anzahl
der Menge wiederzugeben. Fiir viele Kinder ist es zunédchst schwierig, auf Nach-
frage nach der Anzahl einer gezéhlten Menge damit zu antworten. Sie beginnen
erneut zu zdhlen, da hinter der gezéhlten Wortreihe noch keine Menge verstan-
den wird. Auch wenn diese Regel angewendet wird (last word rule) ist noch
nicht sichergestellt, ob dahinter ein kardiales Verstindnis steht (Gaidoschik
2010b, 20; Moser Opitz 2013a, 86).

Um das Verstidndnis von Mengen zu fordern, ist es wichtig, dass die Kinder
zunehmend mit strukturierten Mengenbildern arbeiten, um sich vom Abzéhlen
einer Menge durch die Eins-zu-Eins-Zuordnung zu 16sen. Dafiir sollten zunichst
die Anzahlen strukturiert angeordnet werden, sodass sie simultan erfasst werden
konnen. Hilfreich sind insbesondere mathematische Strukturen (Fiinfer-, Zeh-
nerstruktur, ,,Kraft der Fiinf*; Krauthausen 1995) oder alltdgliche Zahlbilder
(v.a. Wiirfelbilder), die die Kinder entdecken und nutzen (Steinweg 2009; Witt-
mann 2011). Wenn die Kinder ihre Zihlfertigkeiten mit dem kardinalen Ver-
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stindnis — einer Anzahl als Menge — verkniipfen, dann ,,werden die anfanglichen
Zahlstrategien als Mittel zur Manipulation von Mengenanzahlen begriffen*
(Krajewski 2005a, 155). Die Kinder vergleichen Mengen, z.B. mehr, weniger,
gleich viel, und verdndern diese durch Hinzuzdhlen und Wegnehmen (Kap.
2.2.3). Durch das kardinale Verstdndnis werden Zéhlstrategien angewendet.
Kommt es zur Verbindung sicherer Zdhlfertigkeiten und der Einsicht in das kar-
dinale Verstidndnis, wird eine Grundlage geschaffen, um das Zahlensystem zu
verstehen. Gaidoschik (2010a, 97) hebt hervor, dass Kinder ein Verstindnis von
Zahlen brauchen, wie das Verstindnis von Zahlen als Anzahlen, um erste Re-
chenoperationen durchzufiihren.

Schwierigkeiten im Verstdndnis des Teile-Ganzes-Prinzips

Weiterfithrend zum ordinalen und kardinalen Zahlenverstdndnis kann eine Zahl
auch eine Beziehung zwischen zwei Mengen darstellen, die sich linear in einem
Abschnitt auf dem Zahlenstrahl abbilden ldsst (Kap. 2.2.3, 2.2.4). Kinder mit
mathematischen Lernschwierigkeiten, die mehr Zeit fiir die Verkniipfung von
Zahlen- und Mengenwissen benétigen (Fritz & Ricken 2008, 50) und somit auch
Schwierigkeiten beim Verstehen des Kardinalzahlprinzips haben, fehlt ein wich-
tiger Baustein, um das Teile-Ganzes-Prinzip zu entdecken und zu verstehen
(Ennemoser & Krajewski, 2007; Humbach 2008). Die ,,Zahl als Relation zwi-
schen Mengen* weist auf das Teile-Ganzes-Prinzip hin (Krajewski 2005a und
2005b; Stern 2005; Hess 2012). Dieses Prinzip beschreibt, dass Zahlen in kleine-
re Zahlen zerlegt und zusammengesetzt werden konnen, wie z.B. dass sieben
Elemente in drei und vier Elemente aufteilbar sind. Hinzu kommt, dass es Bezie-
hungen zwischen den einzelnen Zahlen gibt, die sich wiederum mit Zahlen dar-
stellen lassen (Mengendifferenz), wie z.B. sieben Elemente sind drei mehr als
vier (Resnick 1983; Resnick 1992; Lorenz 2007; Hisel-Weide et al. 2015). Der
relationale Zahlaspekt wird beispielsweise in der folgenden Aufgabenstellung
deutlich: ,.Lukas hat sieben Karten. Jonas hat drei Karten. Wie viele Karten hat
Jonas weniger als Lukas?*

Kinder miissen diese Einsicht in die Beziehung des Ganzen und seinen Teilen
gewinnen, um vom Zdhlen und Bestimmen von Mengen zu einem arithmetischen
Verstindnis von Zahlen zu gelangen. Die Kinder lernen dariiber hinaus, dass die
Teile im Ganzen erhalten bleiben und wenn ein Teil weggenommen wird, bleibt
ein restlicher Teil des Ganzen {iibrig. Das weggenommene Teil kann aber wieder
zuriickgegeben werden, um das Ganze wiederherzustellen und wenn ein Teil
vermehrt wird, dann vermehrt sich auch das Ganze, wenn es nicht durch das
Vermindern des anderen Teils ausgeglichen wird (Resnick 1992). Das Teile-
Ganzes-Prinzip muss im mathematischen Anfangsunterricht auf die Zahlen iiber-
tragen werden, damit die Kinder Zahlzerlegungen verstehen und spéter automati-



36 Zéhlendes Rechnen im Kontext mathematischer Lernschwierigkeiten

sieren konnen (Gerster & Schultz 2000). In einer Lidngsschnittstudie wiesen
Krajewski und Scheider (2009) nach, dass diese Verkniipfung zwischen Anzahl-
und Mengenkonzept einen zentralen Priadiktor fiir die spdtere Mathematikleis-
tung darstellt. Auch WeiBBhaupt und Peucker (2009, 52) bezeichnen das kardinale
und das Teile-Ganzes-Verstdndnis als die beiden zentralen Konzepte auf dem
Weg zum Rechnen lernen. Wenn diese nicht erfolgreich erworben werden, dann
nutzen die Kinder eher ineffektivere und hdufig zdhlende Strategien beim Rech-
nen.

Zidhlend rechnenden Kindern fallt es schwer diese Einsicht zu erlangen, da
sie meist mit einzelnen Einheiten operieren bzw. Elemente einzeln abzéhlen oder
Additions- und Subtraktionsaufgaben ohne Mengenverstindnis durch das Vor-
und Riickwirtszihlen der Zahlwortreihe 16sen (Fritz & Ricken 2008; Hésel-
Weide et al. 2015). Um Rechenoperationen zu verstehen, sind das wesentliche
Voraussetzungen, wie beispielsweise fiir das Ergidnzen oder beim Dividieren und
um spater die Einsicht in das Stellenwertsystem zu erlangen bzw. eine Zahl in
ihre Stellenwerte zu zerlegen (Langhorst, Ehlert & Fritz 2012). Bei Kindern, die
verfestigt zdhlend rechnen, muss tiberpriift werden, inwieweit sie tiber ein Teile-
Ganzes-Konzept verfiigen. Beispielsweise erkennen die Kinder nicht, dass
30 + 5 eine Zahl bedeutet, die aus 30 und 5 zusammengesetzt wird bzw. in diese
Zahlen zerlegt werden kann, sondern ermitteln diese, indem sie von 30 aus 5
weiterzahlen (Gerster 2009). Zihlendes Rechnen verhindert das Teile-Ganzes-
Prinzip zu verstehen (Kap. 2.2.3, 2.2.4) (Gaidoschik 2010a, 176).

Auch wenn sie in der Lage sind, zdhlend Additions- und Subtraktionsaufga-
ben zu l6sen, kann dies ohne Bezug auf Mengen geschehen. Die zdhlend rech-
nenden Kinder 16sen die Aufgaben dann geméf einer mechanisierten Zahlproze-
dur. Es fehlt die Einsicht in die Grundvorstellung zur Addition und Subtraktion
(3.2.3) und das Verstdndnis vom Ganzen und seinen Teilen (Resnick 1983). Dies
hat zur Folge, dass keine Beziehungen zwischen den Zahlen und den Aufgaben
gesehen werden (konnen), sondern die Kinder jede Aufgabe mit der entspre-
chenden Zihlprozedur berechnen miissen, denn erst ein Teile-Ganzes-
Verstindnis beglinstigt es, beispielsweise den Zusammenhang zwischen 18 — 8
und 17 — 8 zu sehen, da die 18 in 17 + 1 zerlegt werden kann. Das Teile-Ganze-
Verstindnis ermoglicht somit flexibles Rechnen. Ebenso stellt das Stellenwert-
verstdndnis eine Besonderheit des Teile-Ganzes-Verstandnisses dar, da eine Zer-
legung einer Zahl in ihre Stellenwerte (z.B. 134 = 100 + 30 + 4) nur auf der
Grundlage eines Teile-Ganzes-Verstdndnis moglich ist. Insbesondere zéhlend
rechnende Kinder nutzen z.T. weder intendierte noch selbst gewéhlte Strukturen,
sondern zdhlen die Mengen einzeln ab. Dies ist ein Hinweis darauf, dass ihnen
eine Deutung einer Menge im Sinne des Teile-Ganzes-Verstiandnis schwerfillt.
Optional ist auch, dass sie zwar in der Lage wéren, die Menge strukturell zu
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deuten, es aber nicht tun, weil ihnen das Zéhlen als die sicherere Moglichkeit
erscheint. Eine weitere Uberlegung ist, dass zihlend rechnende Kinder dem Be-
stand der Strukturen nicht vertrauen; so kann beobachtet werden, dass bereits
gezéhlte Teilmengen (z.B. die oberer Reihe eines Zwanzigerpunktfeldes) bei der
nichsten Mengenbestimmung noch einmal abgezahlt werden.

Schwierigkeiten beim Abruf und Automatisieren

Ziahlende Rechnerinnen und Rechner haben u.a. Schwierigkeiten beim Automa-
tisieren von Rechenaufgaben bzw. Kernaufgaben. Dadurch stehen ihnen wenig
automatisierte Kernaufgaben zur Verfiigung, die sie fiir das Ableiten nutzen
konnten. Beide Prozesse — das Speichern und das Abrufen mathematischer Fak-
ten — werden in Zusammenhang gebracht und kénnen fiir rechenschwache Schii-
lerinnen und Schiiler eine Schwierigkeit darstellen (Jordan & Hanich 2000;
Donczik 2001; Geary 2004; Barouilett & Lépine 2005; Gersten et al. 2005, 296;
Krajewski & Schneider 2008; Moser Opitz 2013a). Das erfordert zudem eine
enorme Gedichtnisleistung, da beim zéhlenden Rechnen gleichzeitig numerische
und verbale Informationen gespeichert werden miissen (Scherer & Moser Opitz
2010). Geary, Brown und Samaranayake (1991) weisen darauf hin, dass zdhlen-
des Rechnen Assoziationen zwischen der Aufgabe und dem Resultat verhindert,
da der Zéhlprozess im Vordergrund steht. Verfestigte Zahlstrategien und Finger-
zdhlen im Grundschulalter erschweren das Abrufen von arithmetischen Fakten
und verhindern die Entwicklung ,,computational fluency* (Jordan et al. 2003;
Geary 2004), woraus geschlussfolgert wird, dass die Férderung von effizienteren
und weiterfithrenden Rechenstrategien ein Bestandteil der Intervention fiir Schii-
lerinnen und Schiillern mit mathematischen Lernschwierigkeiten sein sollte
(Bryant et al. 2008, 22).

Nach der Darstellung der Schwierigkeiten der zdhlenden Rechnerinnen und
Rechner wihrend der Entwicklung des Zahlenverstindnisses bzw. mathemati-
scher Kompetenzen werden im folgenden Kapitel (Kap. 2.4) mogliche Ursachen
zahlenden Rechnens erdrtert. Dabei werden der Einfluss der Arbeitsgeddchtnis-
kapazitdt (Kap 2.4.1) und der unterrichtlichen Faktoren (Kap. 2.4.2) diskutiert.

2.4 Ursachen verfestigten zihlenden Rechnens

Es gibt verschiedene Ansitze zur Erklarung der Ursachen mathematischer Lern-
schwierigkeiten. An dieser Stelle werden Faktoren beschrieben, die sich auf das
verfestigte zdhlende Rechnen beziehen, die in einem engen und teilweise empi-
risch belegten Zusammenhang stehen.



38 Zéhlendes Rechnen im Kontext mathematischer Lernschwierigkeiten

2.4.1 Arbeitsgediichtnis im Kontext zihlenden Rechnens

Viele Studien (z.B. Gaupp 2003; Geary 2004; Lee Swanson 2004; Lee Swanson
& Beebe-Frankenberger 2004; Barouillet & Lépine 2005; Krajewski & Schnei-
der 2006; Geary, Hoard, Byrd-Craven, Nugent & Numtee 2007) weisen nach,
dass Schiilerinnen und Schiiler mit schwachen Mathematikleistungen aufgrund
von Beeintrachtigungen des Arbeitsgedichtnisses Probleme mit dem Abruf von
Zahlenfakten bzw. arithmetischem Faktenwissen haben. Dies gilt als Ursache
dafiir, dass oft auf abzdhlende Rechenstrategien ausgewichen wird. Der Ver-
gleich von Kindern mit und ohne mathematische Lernschwierigkeiten im ersten
und zweiten Schuljahr verdeutlicht ebenfalls, dass die Unterschiede im Fakten-
abruf auf die Ressourcen des Arbeitsgedédchtnisses zuriickzufiihren sind (Geary,
Brown & Samaranayake 1991). Weitere empirische Hinweise zeigen, dass sich
Probleme wihrend des Abrufens von Zahlenfakten mit der mangelhaften Kom-
petenzentwicklung erkléren lassen (ebd.). Es stellt sich die Frage, welche kogni-
tiven Voraussetzungen beim (Kopf-)Rechnen erforderlich sind bzw. welche
Arbeitsgedichtnisprozesse dabei involviert sind. In den folgenden Ausfiihrungen
wird zunédchst das Arbeitsgeddchtnismodell erldutert. AnschlieBend werden em-
pirische Studien herangezogen, um mogliche Zusammenhénge zwischen be-
grenzter Arbeitsgeddchtniskapazitit und (mathematischen) Lernschwierigkeiten
aufzuzeigen und diese im Speziellen fiir das zdhlenden Rechnen zu diskutieren.

Arbeitsgeddchtnismodell — Komponenten und deren Beteiligung am Rechnen

Viele Studien haben gemein, dass sie sich auf das theoretische Modell Baddeleys
(1986) bezichen, der in seinem Arbeitsgeddchtnismodell verschiedene Funkti-
onsbereiche anfiihrt, die an den Gedichtnisprozessen beteiligt sind. Auf dieser
theoretischen Modellgrundlage werden den einzelnen Komponenten Funktionen
zugeschrieben. Nach Baddeley (1999) besteht das Arbeitsgedidchtnis aus der
Zentralen Exekutive, der phonologischen Schleife und dem visuellen Skizzen-
block (vgl. Abb. 5):
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Zentrale
Exekutive

Réumlich-visueller L Phonologische
Notizblock Episodischer Puffer Schleife

visuelle episodisches
Semantik < 2 Gedichntis < -  Sprache

Abbildung 5: Arbeitsgedédchtnismodell nach Baddeley (2000)

Die iibergeordnete Komponente — die Zentrale Exekutive — als Aufmerksam-
keitssystem kontrolliert und steuert die phonologische Schleife und den visuellen
Skizzenblock. Sie stellt die Verbindung zum Langzeitgedédchtnis her und halt
eine begrenzte Zahl von Informationen fiir kurze Zeit verfiigbar. Als Vermittler
fir den Austausch von Informationen mit dem Langzeitgedédchtnis ist der soge-
nannte episodische Puffer verantwortlich (Méahler & Schuchardt 2012, 64). Die
phonologische Schleife tragt die Funktion des Aufbewahrens und Abrufens ver-
baler Informationen. Durch innerliches Wiederholen (Rehearsal) dieser verbalen
und klanglichen Informationen werden diese fiir eine ldngere Zeit bewusst gehal-
ten (Grube 2005; Grube 2009, 185). Es wird vermutet, dass die phonologische
Schleife fiir das Zéhlen und fiir das Aufrechterhalten von Fakten bei der Bearbei-
tung komplexer Rechenaufgaben wichtig ist. Der visuelle Skizzenblock speichert
und verarbeitet visuelle und rdumliche Inhalte. In verschiedenen Studien werden
meist die drei Komponenten und deren Funktionen erforscht, was wiederum zu
sehr unterschiedlichen Aussagen iiber die Beteiligung beispielsweise beim Lsen
von Rechenaufgaben nach sich zieht.

Empirische Studien zur Funktionsweise der Komponenten des Arbeitsgeddchtnisses

Mit 97 Zweit- bis Viertkldsslern (Alter von sieben bis zehn Jahren) fiihrten
Schuchardt, Méhler und Hasselhorn (2008) eine Studie durch, um die Rolle der
verschiedenen Arbeitsgeddchtniskomponenten (zentrale Exekutive, phonologi-
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sche Schleife, visueller Skizzenblock) fiir Schiilerinnen und Schiiler mit Lern-
schwierigkeiten (Dyslexia, Dyskalkulie, allgemeine Schulschwierigkeiten defi-
niert nach ICD-10) zu untersuchen. Abhéngig von Alter und IQ zeigten sich bei
den Lernenden mit Leseschwierigkeiten eher Informationsverarbeitungsproble-
me in der phonologischen Schleife und zentralen Exekutiven, weniger im visuel-
len Skizzenblock. Kinder mit mathematischen Lernschwierigkeiten (arithmetic
learning disorders) hatten Schwierigkeiten bei Items, die den visuellen Skizzen-
block beanspruchten. Ahnlich wie in weiteren Studien (Geary et al. 1999, 2000;
McLean & Hitch 1999) konnten bei Kindern mit spezifischen arithmetischen
Lernschwierigkeiten keine Probleme mit dem phonologischen Arbeitsgedédchtnis
ausgemacht werden. Es lieB3 sich auch keine Beeintrachtigung der zentralen Exe-
kutive nachweisen, was anderen Untersuchungen widerspricht (Geary, Brown &
Samaranayake 1991, 1999, 2000; Passolunghi & Siegel 2001). Schuchardt et al.
(2008) vermuten, dass das daran liegt, dass in ihrer Studie nur Schiilerinnen und
Schiiler mit mathematischen Lernschwierigkeiten mit durchschnittlicher Intelli-
genz einbezogen wurden, die anderen Studien bertlicksichtigten auch Lernende
mit unterdurchschnittlicher Intelligenz. Insofern zeigen die Ergebnisse aus dieser
Studie, dass die Verarbeitung von visuellen Informationen, wie z.B. bei der
Zahldarstellung in strukturierten Mengen, einen zentralen Aspekt bei der Ent-
wicklung arithmetischer Kompetenzen und somit fiir die Ablosung vom zéhlen-
den Rechnen darstellen. Bei diesen Ergebnissen muss auch die Pridsentation der
Aufgaben berticksichtigt werden, da das Arbeitsgedéchtnis je nach Représentati-
onsform unterschiedlich belastet wird (DeStefano & LeFevre 2004). Dies kann
die Darstellungsform bzw. Anordnung, aber auch die Darbietung in visueller
oder akustischer Art und Weise betreffen. Solche Uberlegungen sind insbesonde-
re wichtig, wenn es um die Konstruktion von Testaufgaben geht (Kap. 5.4.3). Es
wurde festgestellt, dass abhéngig vom Darbietungsformat bei Additionsaufgaben
von ein- oder zweistelligen Zahlen die phonologischen Schleife (horizontale
Anordnung) oder der visuell-raumliche Skizzenblock (vertikale Anordnung)
unterschiedlich stark beansprucht werden.

Es stellt sich die Frage, welche Arbeitsgedichtniskomponenten bei zédhlenden
Rechnerinnen und Rechnern abhéngig vom Alter eine Rolle spielen. Meyer,
Salimpoor, Wu, Geary und Menon (2010) fanden in ihrer Studie mit Schiilerin-
nen und Schiilern im zweiten und dritten Schuljahr heraus, dass die zentrale
Exekutive ein zuverldssigerer Pradiktor fiir die Mathematikleistung von Zweit-
kldsslern ist als bei Drittkldsslern. Diese Verdnderung begriinden Meyer und
Kollegen mit der Entwicklung arithmetischer Kompetenzen in dieser Alterspan-
ne. Fir die Zweitkldssler stiinden vor allem die Ablosung vom zidhlenden Rech-
nen, die Anwendung flexiblerer Rechenstrategien (complex procedural strate-
gies) und das Automatisieren arithmetischer Fakten im Vordergrund. Die zentrale
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Exekutive ist fiir diese Prozesse bedeutsam. Sie wiesen auflerdem nach, dass der
visuell-rdumliche Skizzenblock ein zuverldssigerer Pradiktor fiir mathematische
Rechenkompetenzen im dritten Schuljahr darstellt. Dariiber hinaus gibt es Hin-
weise darauf, dass der visuell-rdumliche Skizzenblock bei der Visualisierung
eine wichtige Rolle einnimmt, sei es bei der Représentation der strukturierten
Zahldarstellung (Gerster 1994) oder der Wiedergabe des Schriftbildes einer Zif-
ferngleichung. Um differenzierte Erkenntnisse zu haben, ist allerdings weitere
Forschung nétig (Gaidoschik 2010a, 148).

Grube und Seitz-Stein (2012, 146) weisen ebenfalls darauf hin, dass mathe-
matische Aufgaben unterschiedliche Anforderungen und Losungswege beinhal-
ten, wodurch die kognitiven Anforderungen beim Rechnen variieren kdnnen.
Meist stellen mathematische Aufgaben Anforderungen in unterschiedlichen Be-
reichen. Die phonologische Schleife ist fiir das Erinnern von Aufgabeninformati-
onen und Zwischenergebnissen und die zentrale Exekutive eher fiir die Planung
der nichsten Rechenschritte bzw. Losungsschritte verantwortlich (Fiirst & Hitch
2000). Fir das Kopfrechnen werden auch dem visuell-rdumlichen Skizzenblock
Funktionen zugewiesen, wenn es darum geht, die Positionen der Ziffern mental
zu reprisentieren (Seitz & Schumann-Hengsteler 2000).

Theoretische Grundlagen zum Dual-Task-Verfahren

Um herauszufinden, welche Arbeitsgeddchtnisressourcen am Rechnen beteiligt
sind, wird die experimentelle Technik des ,,Doppelaufgaben-Paradigmas® (Grube
& Seitz 2012, 147; Henry 2012, 29) bzw. der Zweitaufgabe eingesetzt. Wahrend
der eigentlichen Aufgabenbearbeitung wird an den Probanden bzw. i. d. F. den
zahlenden Rechnerinnen und Rechnern eine zweite Aufgabe gestellt, die die
Ressourcen des Arbeitsgeddchtnisses mit dessen jeweiligen Komponenten bean-
sprucht. Dies kann beispielsweise mit Hilfe des Artikulierens eines Buchstabens,
eines Wortes oder einer Silbenkombination umgesetzt werden. Das Beanspru-
chen der phonologischen Schleife fiihrt dazu, dass von der Bearbeitung der Re-
chenaufgabe abgelenkt wird (Lemaire, Abdi & Fayol 1996). Eine weitere Zweit-
aufgabe stellt das Tapping als rhythmisch gleichmiBiges Tappen bzw. Tippen
mit der Handfldche oder dem Finger dar (Grube 2006).

Fiir die Untersuchung des visuell-rdumlichen Skizzenblockes wird z.B. das
raumliche Tapping eingesetzt, indem ein bestimmtes Muster mit der Handfldche
nachgeklopft werden muss (Seitz & Schumann-Hengsteler 2000). Wenn es um
die zentrale Exekutive geht, miissen von den Probanden Zufallsreihen aus Buch-
staben oder Ziffern produziert werden (Lemaire et al. 1996; De Rammelaere,
Stuyven & Vandierendonck 2001). Grube (2005, 2006) erforschte die Entwick-
lung des Rechnens im Grundschulalter in Kombination mit dem Arbeitsgedécht-
nis und verwendete dabei den experimentellen Ansatz der ,,artikulatorischen
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Unterdriickung®. Die These war, dass das Verwenden von Zéhlstrategien die
phonologische Schleife im Arbeitsgeddchtnis besonders beansprucht. In diesen
Untersuchungen miissen zwei Aufgaben simultan gelost werden (dual-task),
bestehend aus ,,einer[r] Primiraufgabe (zum Rechnen) und ein[er] Sekundérauf-
gabe, von der man annimmt, dass sic Ressourcen einer bestimmten Arbeitsge-
déchtniskomponente in Anspruch nimmt* (Grube 2005, 108).

Es gibt nur wenige Studien, die Kinder wihrend des Rechenprozesses mit ei-
ner Zweitaufgabe erforschen. Grube (2006) untersuchte u.a. die Losung von
Additionsaufgaben mit und ohne Zehneriibergang zu Beginn des ersten Schuljah-
res mit dem sogenannten Doppelaufgabenparadigma. Die Aufgaben wurden
unter drei Bedingungen gelost: Standard, Tapping und Artikulation. Dabei lieBen
sich keine signifikanten Unterschiede zwischen Tapping und Artikulation nach-
weisen, allerdings signifikante Unterschiede zwischen der Standardbedingung
und den Doppelaufgaben. Es ist zu vermuten, dass bei der Bearbeitung dieser
einfachen Kopfrechenaufgaben sowohl die zentrale Exekutive als auch die pho-
nologische Schleife beteiligt sind, das Tapping aber die Auftretenswahrschein-
lichkeit von Fehlern beim Vergleich zur Standardbedingung erhoht
(Grube 2006, 119f.). Grube (2006) fand heraus, dass sich die Rechenleistung
beim Addieren im Zahlenraum bis 20, gekoppelt an eine Zweitaufgabe, sowohl
bei Erst- als auch Viertkldsslern verschlechterte. Insbesondere bei den Erstklass-
lern erhohte sich die Belastung fiir die zentrale Exekutive und deren Fehlerquote.

In einer weiteren Studie mit Dritt- und Viertkldsslern (Thomas, Zoelch, Seitz-
Stein & Schumann-Hengsteler 2006) wurden Additions- und Multiplikationsauf-
gaben mit einer Zweitaufgabe gekoppelt und herausgefunden, dass sowohl die
phonologische Schleife als auch die Zentrale Exekutive wihrend dieser Rechen-
prozesse beteiligt sind. Wurden die Aufgaben zunehmend automatisiert geldst,
verringerte sich die Belastung der beiden Arbeitsgeddchtniskomponenten
(Thomas et al. 2006).

Ausgehend von dieser Forschungslage kann zusammengefasst werden, dass
nicht vollstédndig geklart ist, inwieweit die einzelnen Komponenten des Arbeits-
geddchtnisses auf Rechenprozesse Einfluss nehmen. Es miisse zwischen der
Frage, inwiefern die Kapazitit einer Arbeitsgeddchtniskomponente die Rechen-
leistung beeinflusst und der Frage, welche Komponenten am Rechnen beteiligt
sind, eindeutiger unterschieden werden (Grube 2005, 109; Gaidoschik 2010a,
147f.). Des Weiteren verweist Grube (2012, 149) darauf, dass die Einfliisse des
Arbeitsgedichtnisses nicht direkt beim Losen einer Rechenaufgabe eine Rolle
spielen konnen, sondern viel frither auf mathematische Vorlduferfertigkeiten und
Vorwissen einwirken. Das bedeutet, dass der Erwerb mathematischer Fertigkei-
ten davon abhdngen kann, in welchem Umfang das Arbeitsgeddchtnis funktio-
niert, wie z.B. das angefiihrte Beispiel der Zahlprozeduren. Nachweislich zeigen
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sich Effekte des Arbeitsgedédchtnisses zur Vorhersage der spiteren Mathema-
tikleistungen (Swanson & Kim 2007; Krajewski & Schneider 2009; Alloway &
Alloway 2010; Toll, Van der Ven, Kroesbergen & Van Luit 2011). Fiir Schiilerin-
nen und Schiiler ist somit eine hohere Arbeitsgedédchtniskapazitit vorteilhafter,
um basales arithmetisches Faktenwissen und grundlegende Prozeduren, wie z.B.
Zahlprozesse, die spdter beim mentalen Rechnen bzw. Kopfrechnen angewandt
werden konnen, zu speichern (Grube 2006, 2012).

2.4.2 Unterrichtliche Faktoren

Ein wesentlicher Ursachenbereich — die Gestaltung des Unterrichts und die Ver-
wendung der Anschauungsmaterialien — wird abschlieBend dargestellt. Neben
den kognitiven Voraussetzungen des Kindes nehmen unterrichtliche Faktoren
einen nicht unerheblichen Einfluss auf die Entwicklung mathematischer Kompe-
tenzen, insbesondere in Bezug auf weiterfithrende Rechenstrategien. Gaidoschik
(2009a) weist darauf hin, dass Unterrichtsmaterialien oder bestimmte Vorge-
hensweisen (intensives Auswendiglernen des Einspluseins, Gewichtung von
Weiterzdhlen vom grofleren Summanden aus, kaum Verwendung von Ablei-
tungsstrategien) Abzéhlstrategien fordern konnen. Ebenso werden Arbeits- oder
Veranschaulichungsmaterialien verwendet, an denen die Kinder wihrend des
Losens von Aufgaben abzdhlen konnen, wie z.B. unstrukturierte Arbeitsmittel
ohne Fiinfer- und Zehnerstruktur oder lineare Darstellungen an der Zahlenreihe.
Hinzu kommt, dass die Finger permanentes Anschauungsmaterial sind, sodass in
unsicheren oder neuen Rechensituationen zdhlendes Rechnen angewendet wird
(Hess 2012; Krajewski 2003).

Moser Opitz (2008) wies in einer Studie nach, dass Kinder mit Lernschwie-
rigkeiten im ersten Schuljahr, die mit strukturierten Mengenbildern arbeiteten
und mit denen Zahlbeziehungen erarbeitet wurden, Anzahlen signifikant weniger
abzidhlten als Kinder, bei denen diese Forderung nicht oder im selben Mal3
durchgefiihrt wurde. Haufig konzentrieren sich zdhlend rechnende Kinder darauf,
Rechenaufgaben nacheinander und isoliert voneinander nach einem bestimmten
Vorgehen schnell zu 16sen. Sie verstehen Mathematik als ,,Regelwerk™
(Lorenz 2003 und 2009) und nehmen Strukturen, Muster und Zusammenhénge
zwischen Zahlen und Operationen selten wahr. Zu Schulbeginn haben die Kinder
wenig alternative Strategien, auBler dem Auswendiglernen von Aufgaben, da
ihnen das erweiterte Verstdndnis von Zahlzerlegung, Teile-Ganzes-Verstdndnis
und operativen Zusammenhdngen noch fehlt. Kinder, die Aufgaben vorrangig
auswendig lernen, fokussieren sich auf das Ergebnis, ohne operative Zusammen-
hénge zu verstehen. Es ist eine enorme Gedéchtnisleistung, sich alle Grundauf-
gaben dauerhaft durch Auswendiglernen zu merken, da sie als Einzelfakten ge-
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speichert werden. Vielmehr kommt es darauf an, dass Kinder lernen, Aufgaben
abzuleiten und in Bezichung zu setzen, und diese Ableitungsstrategien zu auto-
matisieren. Besonders verfestigte zdhlende Rechnerinnen und Rechner miissen
die Vorteile dieser neuen Strategien erkennen, um diese dauerhaft zu tibernehmen
und sich vom zdhlenden Rechnen abzulésen. Das verfestigte zdhlende Rechnen
ist ,,keine universelle und fortsetzbare Strategie* (Wartha 2009, 914), die dariiber
hinaus verhindert Zahlvorstellungen weiterzuentwickeln. Dazu miissen ihnen
herausfordernde Aufgaben angeboten werden, die das Erkennen und Nutzen von
Zahl- und Operationsbezichungen moglich, aber auch notwendig machen
(Gaidoschik 2009a).

Bereits Siegler und Jenkins (1989, 27) verdeutlichen, dass die Entwicklung
von Rechenstrategien nicht linear verlduft und eine erfolgreich eingesetzte Stra-
tegie dazu fiihrt, dass sie dauerhaft angewandt wird. Eher sind Uberlappungen
vorstellbar, sogenannte ,,overlapping waves®, da die Kinder mehrere Zihlstrate-
gien oder Ableitungsstrategien parallel verwenden konnen, abhingig von der
jeweiligen Aufgabenstellung und bei denselben Rechenaufgaben. Es besteht die
Annahme, dass neue Strategien aufgenommen werden, wenn sich die Kinder
lingere Zeit mit Additionsaufgaben beschiftigen, um beispielsweise den Uber-
gang vom Alleszdhlen zum Weiterzihlen zu erreichen, d.h. weiterfithrende Stra-
tegien miissen entdeckt und dann genutzt werden, um diese zu verstehen. Dar-
iiber hinaus machen Shrager und Siegler (1998, 407) deutlich, dass das Anpassen
bzw. Weiterentwickeln bereits erworbener Strategien und das Entdecken neuer
Strategien miteinander verkniipfte Prozesse sind.

Siegler (2001, 123) betont, dass Kinder generell Strategien nutzen wiirden,
die beim Losen der Aufgaben im Vergleich zu anderen Strategie gut funktionie-
ren. Aktuelle Ergebnisse der qualitativen Studie von Hésel-Weide (2016) weisen
darauf hin, dass zdhlende Rechnerinnen und Rechner teilweise wieder auf zdh-
lendes Rechnen zuriickgreifen, selbst wenn sie bereits in vorhergehenden Aufga-
benstellungen Ableitungsstrategien verwendet haben. Wihrend des zéhlenden
Rechnens liegt der Fokus auf der Prozedur des Zahlens, weniger auf den Bezie-
hungen zwischen den Zahlen oder Operationen (Gray 1991; Gaidoschik 2010a,
37). Somit sollte der Schwerpunkt auf der Ablosung vom zdhlenden Rechnen
liegen und die Zusammenhénge zwischen zuvor isoliert betrachteten und behan-
delten Aufgaben entdeckt und geiibt werden. Die Entwicklung neuer Strategien
erfolge auf Grundlage dieser neu gewonnenen Einsichten (Baroody & Tiilikainen
2003; Gaidoschik 2010a, 41).
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