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3 Kapitel 3

Aufgabe 3.1:

Wir verbinden die Seitenmitten des Dreiecks wie in der ‘Zielscheibenauf-
gabe’ und erhalten 4 Teildreiecke mit Flacheninhalt i. Wegen 9 =4-2+1
miissen nach dem allgemeinen SFP in einem dieser Teildreiecke mindestens
3 der Punkte liegen. Der Fldcheninhalt des von diesen drei Punkten gebilde-
ten Dreiecks kann aber offenbar nicht grofler sein als der Fldcheninhalt des
Dreiecks, in dem sie liegen, ist also < }1.

Zusatz: Wie viele Punkte braucht man, damit sicherlich 3 darunter sind,
die ein Dreieck mit Flacheinhalt < % bilden?

Aufgabe 3.2:

(a) Die kleinste Summe iiber eine hochstens 9-elementige Teilmenge von
{1,2,...,37} ist 0 (wenn die Teilmenge leer ist), die grofte ist 374+364-...4+29 =
297; andererseits hat eine 9-elementige Menge 2° = 512 Teilmengen. Also
miissen nach dem SFP zwei davon die gleiche Elementsumme haben.

(b) Hier funktioniert das Argument aus (a) nicht mehr, denn nun ist die
maximale Summe 37 + 36 4 ... + 30 = 268, die Zahl der Teilmengen aber
28 = 256, also zu klein fiir ein direktes Schubfachargument. Wir sollten
also auf eine Reduktion der Anzahl der Schubfécher hinarbeiten. Aber wie?
Fiihre hilfreiche Zusatzannahmen ein!

Auftillig ist, dass die Differenz zwischen 268 und 256 nicht besonders grofs
ist. Wire die maximale Summe um 13 kleiner, wiirde der Schubfachschluss
funktionieren. Nun kommt die Summe 268 nur dann zustande, wenn X =
{30,31,...,37}, also in einem recht speziellen Fall. Kommt andererseits eine
der Zahlen {1,2,...,17} in X vor, so ist die maximale Summe < 17 + 31 +
32 + ... + 37 = 255 und der Schubfachschluss geht durch. Immerhin, wir
kénnen also annehmen, dass X keine Zahl < 17 enthélt. Damit stammen die
Elemente von X nun also aus der deutlich kleineren Menge {18, ...,37}. Hilft
das was?

Allerdings! Denn nun kénnen wir auf eine Reduktion der Anzahl der
Schubfiacher hinarbeiten: Die kleinstmdgliche Summe iiber eine nichtleere
Teilmenge von X ist nun 18, die gréfstmogliche weiterhin 268. Das sind aber
nur noch 251 mogliche Werte, wihrend X 28 —1 = 255 nichtleere Teilmengen
hat - nun funktioniert das SFP.

Aufgabe 3.3:

Fiihre geeignete Bezeichnungen ein! Fiir n € N sei z, = 3030...303,
wobei n die Anzahl der Dreien bezeichnet. Die Form der Aussage weist auf
das Schubfachprinzip hin. Da es um Teilbarkeit durch u geht, probieren wir

3



als Schubfiacher einmal die Reste modulo u aus. Nun, offenbar haben wir
unendlich viele z,, aber nur endlich viele Schubfiacher. Nach der unendlichen
Form des SFP gibt es also jedenfalls zwei verschiedene 7,7 € N (i < j)
so, dass z; und z; modulo u denselben Rest lassen, also z; — z; durch u
teilbar ist. Allerdings hat z; — 2; die Form 3030303..03000...00, ist also nicht
wie gewlinscht - die Nullen am Ende storen. Zwar gibt es £,/ € N mit
2j — 2 = 10%z;, aber diese 10* ist uns ein Dorn im Auge. Gliicklicherweise
fallt uns auf, dass die Voraussetzung an w noch nicht benutzt wurde: Wenn
u weder durch 2 noch durch 5 teilbar ist, ist u genau dann ein Teiler von
10z, wenn es ein Teiler von z; ist. Also ist z; wie gewiinscht!

Aufgabe 3.4:

(a) Von den unendlich vielen Potenzen a' mit i € N miissen zwei den
gleichen Rest bei der Division durch p lassen, etwa o/ und o’ (i < j). Dann
ist pla’ —a' = a'(a’~"—1). Also ist p|a’ oder p|a’~*—1. Da a und p teilerfremd
sind, ist p kein Teiler von a'. Also ist /=% — 1 wie gewiinscht.

(b) Wie in (a) existieren natiirliche Zahlen i < j so, dass b ein Teiler von
@/ —a" = a'(a’7" — 1) ist. Da a und b teilerfremd sind, sind auch a’ und b
teilerfremd und b ist also ein Teiler von a’~% — 1.

(c) Hier kann man analog zu Beispiel 3.18 vorgehen. Einfacher ist es
freilich, a = za', b = zb’ zu setzen; dann sind o’ und b’ teilerfremd und nach
Beispiel 3.18 existieren k,l € Z mit ka’ + b/ = 1, also ka + b = z.

Aufgabe 3.5:

(a) Die kleinstmogliche Differenz ist 1, die grofstmogliche 104 — 1 = 103.
Aus 21 Zahlen lassen sich (221) = 210 Paare bilden; wir sortieren ein Paar
(a,b) mit a < b in das Schubfach i (i € {1,2,...,103}, falls b —a = i. Nun ist
210 > 2- 103 + 1, also wird ein Schubfach mindestens dreimal besetzt.

(b) Hier ist die kleinstmdogliche Summe 1+ 2 = 3, die grokte 138 + 137 =
275; geordnete Paare gibt es (324) = 561, was sogar grofer ist als 2-275+1 =
551. Nun verfahre wie in (a).

(c) Hier ist die kleinstmdgliche Summe 1+ 2 + 3 = 6, die grofite 138 +

137 + 136 = 411 und geordnete Tripel gibt es (334) = 5984 - mehr als genug.

Aufgabe 3.6:

Der ggT von zwei Zahlen mit Abstand < k kann nicht grofer sein als
k —1. Wir teilen die Menge {1,2, ..., kn} also in folgende n Schubficher auf:
{1,2,..,k}, {k+1,..., 2k}, {2k +1,...,3k},..., {(n—1)k+1, ..., kn}. Von den
(n+ 1) Zahlen landen zwei im gleichen Schubfach, haben also einen Abstand
< (k —1) und also auch einen ggT < (k —1).

Aufgabe 3.7:



(b) Z/AZ, dort ist z.B. 0-2 =2-2 =0, aber 2 # 0.

(c) 2Z, der Ring der geraden Zahlen.

(d) Es sei ¢ € R vom Nullelement von R verschieden. Dann ist also nach
der Kiirzungsregel ac # bec wann immer a und b verschiedene Elemente von R
sind. Die Abbildung x — zc ist also eine injektive Abbildung der endlichen
Menge R auf sich selbst und also surjektiv nach Beispiel 3.20. Insbesondere
existiert also ein e € R so, dass ec = ¢. Sei nun d ein weiteres von 0
verschiedenes Element von R. Wie gerade existiert ein r € R mit rc = d.
Damit folgt aber ed = e(rc) = r(ec) = rc = d. Damit folgt ed = d fiir alle
d € R, d.h. e ist ein Einselement von R.

(e) Die in (d) bereits gezeigte Surjektivitat der Abbildung x — xc fiir
jedes von 0 verschiedene ¢ € R impliziert schon, dass jedes von 0 verschiedene
Element von R ein Inverses haben muss.

Aufgabe 3.8:

Wir fithren mit der urspriinglichen Zielscheibe n Unterteilungsschritte
durch, wobei wir in jedem Schritt die Seitenmitten aller im letzten Schritt
erhaltenen Dreiecke verbinden und sie so in je 4 Dreiecke mit je einem Viertel
der Flache unterteilen. Im n-ten Schritt erhalten wir so 4" gleichseitige Teil-
dreiecke mit jeweils einer Seitenldnge von 2% Von den 4" 4 1 Pfeilen miissen
zwei im gleichen Teildreieck landen und sind dann wie gewiinscht.

Aufgabe 3.9:

Wir konstruieren einen ‘Spielbaum’ B wie folgt: Die Wurzel von B ist
die anfangliche Spielsituation. Die direkten Nachfolger eines Knotens s von
B sind alle Spielsituationen, die durch einen moglichen Zug des in s am
Zug befindlichen Spielers erreicht werden koénnen. Nach Annahme ist B
endlich verzweigt. Gébe es beliebig lange Spielverlaufe, so wére B unendlich
und hétte also einen unendlichen Zweig. Dieser unendliche Zweig entspricht
einem unendlichen Spielverlauf.

Aufgabe 3.10:

Es sei e eine Ecke von G. Wir setzen vy = e. Entfernt man e aus G
(zusammen mit allen Kanten), erhélt man eine gewisse endliche Zahl an
Zusammenhangskomponenten. Jede dieser Zusammenhangskomponenten ist
ein zusammenhangender Graph, in dem jede Fcke endlichen Grad hat. Min-
destens eine davon, Z; muss unendlich sein. Es sei v; eine Ecke aus 77, die
mit e verbunden ist. Entfernt man v, aus Z;, entsteht wiederum eine endliche
Zahl von Zusammenhangskomponenten, von denen eine, Z, unendlich sein
muss. Es sei vy eine Ecke aus Z,, die mit v; verbunden ist. Auf diese Weise
erhélt man sukzessive einen unendlichen Pfad (v; : i € N) durch G, der mit
e beginnt.



Aufgabe 3.11:

Wir nennen eine Farbung ‘passend’, wenn keine zwei verbundene Ecken
die gleiche Farbe erhalten. Es sei {¢; : i € N} die Eckenmenge von G. Wir
betrachten einen Baum B, dessen Elemente passende Féarbungen von Fol-
gen der Form (ey, ...,e,) mit n € N sind. Sicherlich ist jede Einschrinkung
einer passenden Farbung auch eine passende Farbung, also erhélt man so
tatséichlich einen Baum. Offenbar ist B endlich verzweigt, denn jede Ecke
hat hochstens zwei direkte Nachfolger. Nach Annahme ist B aufserdem un-
endlich, denn jede Folge der Form (e, ..., e,) mit n € N hat wenigstens eine
passende Farbung. Also hat B einen unendlichen Zweig z. Wiére z keine
passende Féarbung von G, so gidbe es zwei verbundene Ecken e;, e; von G, die
laut z die gleiche Farbe erhalten. Das gleiche gilt dann aber schon im An-
fangsstiick von z der Lange max(7, j), d.h. nicht jedes endliche Anfangsstiick
von z gehort zu B, im Widerspruch zur Annahme, z sei ein unendlicher Zweig
von B.

Aufgabe 3.12:
Hier zéhlen wir die Kanten {k; : i € N} ab und verfahren dann wie in
Aufgabe 3.11.

Aufgabe 3.13:

(a) Da jeder Knopf nur mit endlich vielen anderen verbunden ist, existiert
zu jedem n € N ein &, € N so, dass jeder mit einem der Knopfe {K7, ..., K, }
verbundene Knopf in {Kj, ..., K, } liegt. OBdA nehmen wir an, dass die k;
eine streng monoton wachsende Folge bilden. Wir konstruieren einen Baum
B wie folgt: B besteht aus 0-1-Folgen, deren Lange von der Form k;, i € N,
sind. Eine Folge S = (s1,...,8,) gehort zu B, falls die ersten n Knopfe
leuchten, wenn man die ersten k, Knopfe gemaf S betitigt (also K; genau
dann betétigt, wenn s; = 1). Sind 5,5 € B mit Langen k;, k;, so ist
S’ direkter Nachfolger von S genau dann, wenn j = ¢ + 1 und die ersten k;
Stellen von S’ mit denen von S ibereinstimmen. Damit hat B an der Stelle &;
héchstens 2Fi+1 7% Verzweigungen, ist also endlich verzweigt. Nach Annahme
ist B auferdem unendlich. Also hat B einen unendlichen Zweig z = (s; :
i € N). Wir behaupten: Betétigt man die Knépfe geméf z, so leuchten alle
Knopfe anschliefsend. Wire das namlich etwa fiir K, falsch, so wiirde bereits
das Anfangsstiick von z mit Lénge k, dafiir sorgen, dass K, nicht leuchtet
(alle weiteren Knopfe sind ja nicht mit K, verbunden und haben also auf
seinen Zustand keinen Einfluss); dann wiirde dieses Anfangsstiick aber nicht
zu B gehoren, ein Widerspruch.

(b) Es seien (4; : ¢ € N) die aussagenlogischen Variablen und S = {¢; :
j € N}. In jedem ¢; kommen nur endlich viele der A; vor. Zu n € N sei



k, so, dass die Aussagen {¢1, ..., ¢, } nur aussagenlogische Variablen aus der
Menge {Aj, ..., Ay, } enthalten. Nun verfahre analog zu (a).

(c) Interpretiere die aussagenlogische Variable A; als ‘Der i-te Knopf
wurde betédtigt’. Finde nun passende ¢;, um die Leuchtzustdnde der Knopfe
wiederzugeben.

Aufgabe 3.14: Es sei G = (V, E) der fragliche Graph; wie im Tipp sei die
Eckenmenge V' von G OBdA gleich der Menge N der natiirlichen Zahlen. Zu
jeden n € N sei GG,, der Teilgraph mit Eckenmenge {1,2,...,n} und Kanten-
menge FN{1,2,...,n} x {1,2,..,.n}. Nach Annahme existiert zu jedem G,
eine Kantenfdrbung mit 4 Farben F), so, dass (G, mit dieser Farbung keinen
einfarbigen Kreis enthélt. Da G nur abzahlbar viele Kanten hat, konnen wir
uns die Kantenmenge abgezahlt als {k; : i € N} denken.

Fiir k; gibt es nur vier mogliche Farben. Nach dem unendlichen SFP
existiert also eine Farbe c¢ so, dass k; in unendlich vielen Fj, fiir die F;(k;)
definiert ist, die Farbe ¢; bekommt. Wir betrachten von jetzt an nur noch
die Menge X; der G; mit F;(k1) = c und setzen F'(k;) = ¢. Wieder nach dem
unendlichen SFP existiert eine Farbe ¢, und eine unendliche Menge X, C X
so, dass fiir alle G; in X, gilt, dass Fj(k2) = co. Wir setzen F'(ky) = 3
und betrachten von nun an nur noch die Graphen in X,. So fortfahrend
erhélt schlieflich jede Kante von G eine Farbe. Angenomnen, es in G mit
der Farbung F einen einfarbigen Kreis K. Ein Kreis enthélt nur endlich viele
Kanten, also existiert ein n € N so, dass alle Kanten von K in {kq,...,k,}
liegen. Dann hat aber schon G, ;1 mit der Farbung F),,; einen einfarbigen
Kreis, im Widerspruch zur Annahme.

3.1 Multiple Choice
I)cIl) alll) a,dann d IV) ¢ V) ¢



4 Kapitel 4

Aufgabe 4.1:

Sicherlich ist Fy = 1 (die einzige Teilmenge von () ist (), und das hat keine
zwei aufeinanderfolgenden Elemente) und ferner ist F; = 2, denn die beiden
Teilmengen () und {1} der Menge {1} haben beide keine zwei aufeinander-
folgenden Elemente.

Betrachten wir nun den Schritt von n nach (n+1). Ob man die Teilmenge
X C {1,2,...,n} nach rechts durch (n + 1) fortsetzen darf, héngt davon
ab, ob n € X. Wir machen also eine Fallunterscheidung: Es sei SO die
Anzahl der Teilmengen von {0,1,....,n}, die n nicht enthalten und S! die
Anzahl dieser Teilmengen, die n enthalten. Dann ist S,, = S2 4+ S}. Wenn
n € X C{l1,2,..,n}, so kann keine Fortsetzung von X zu einer Teilmenge
von {1,2,...,(n + 1)} das Element (n + 1) enthalten. Ist andererseits n ¢
X C {1,2,...,n}, so kann man (n + 1) hinzufiigen oder auch nicht, ohne
zwei aufeinanderfolgende Elemente zu erhalten. Also ist So,, = S, + S
und S} = S? = S5, fiir alle n € N. Damit folgt S,41 = So,, + St =
(S + 859 +80=5,+S:=28,+ 5,1 — die S; folgen also der Fibonacci-
Rekursion, und da die Anfangsglieder stimmen, stimmt auch der Rest.

Aufgabe 4.2:Siehe Beispiel 9.2.

Aufgabe 4.3:

Benutze Induktion als Reduktionsstrategie: Ist eine Sendung mit Kosten
kc frankierbar, so auch k + 8ic fiir jedes i € N. Es geniigt also, fiir jeden
Rest mod 8 Sendungen mit einem Preis frankieren zu konnen, der in die
entsprechende Restklasse fallt und hochstens 140c betragt...

Aufgabe 4.4:

Tipp 1: Es empfiehlt sich, erst einmal den Fall £ = 1 zu betrachten, um
sich einen Uberblick zu verschaffen.

Tipp 2: Benutze die allgemeinste Form des SFP, um zu zeigen, dass
mindestens ein Auto A die Strecke zum im Uhrzeigersinn benachbarten Auto
A’ mit seiner Tankfiillung k& mal schafft.

Tipp 3: Entferne A zusammen mit dem Streckenstiick zwischen A und A’,
wende auf die neue Situation mit weniger Autos die Induktionsannahme an
und zeige, dass jedes Auto, das in der neuen Situation die & Runden schafft,
das auch in der urspriinglichen Situation vermag.

Aufgabe 4.5: Keine Losung. Eine direkte, klassische Induktion.



Aufgabe 4.6:
(a) Verallgemeinere 4 X (22’ —-1)=

) Verstérke zu X" 12l < 1 - ﬁ'
1
) Verstérke zu 2"1113 < 5 oz
d) Verstarke zu 37 1Z4 < 4 37113'

) T

) Erganze durch FQnF2n+1 — FQn,1F2n+2 =—1.
g) Verallgemeinere auf alle ungeraden Zahlen p.
h) Verallgemeinere zu: Fyi, 5 ist eine gerade Zahl.

i) Verstirke zu: X7 ,(2i — 1) = n?

(b
(c
(
(e) Verstérke zu X7, & <
(f
(
(
(

Aufgabe 4.7:Keine Losung.

Aufgabe 4.8:
Wir folgen Tipp 2. Im Induktionsschritt wollen wir also zeigen, dass

1 2n+1 1 U . . . .. .
. Umformen und vereinfachen liefert die dquivalente
VBnte2nt2 = | fnit)re q

Insbesondere soll sie im schérfsten Fall n = 1 gelten, es folgt also 3+ § < 4c
oder ¢ > &, Der Induktionsschritt funktioniert also fiir die stirkere Aussage

2.
e, 2=t < L_  Der Induktionsanfang i ist ebenfalls richtig,

Y | 2= et
wie man durch ein paar einfache Umformungen feststellt.,

Aufgabe 4.9:
Schreibt man den Induktionsbeweis zunéchst ‘abstrakt’ mit allgemeinem
¢; auf und 16st dann auf, findet man, dass hier etwa ¢; = 1 — 2% funktioniert.

Aufgabe 4.10: Verallgemeinere zu X7 ,1° = ("(”;1))2 und benutze Induk-

tion.

Aufgabe 4.11:
Analog zu Beispiel 4.9.

Aufgabe 4.12:
Ist n selbst Primzahl, sind beide Aussagen trivial. Andernfalls ist n = ab
mit 1 < a,b < n. Wende starke Induktion auf a,b an.

Aufgabe 4.13:
Finde zunichst £ € N, ¢ < b so, dass n — cb* < b¥, dann benutze starke
Induktion.

Aufgabe 4.14:



Sicherlich ist z > 0 ein fithrender Spezialfall. Benutze starke Induktion.
Es ist hilfreich, die folgende Verstarkung zu betrachten: Ist z < %, SO
existiert eine Darstellung der gewiinschten Art, in der alle Exponenten < k

sind.

Aufgabe 4.16:

(a) Benutze mehrdimensionale Induktion, um zu zeigen, dass f(z,y) =0
fiir alle z,y € Z.

(b) Benutze geschachtelte Induktion.

4.1 Multiple Choice
I) (¢), (d) 1) (b), (d) IT (a), (b), (d) IV (b) V (a) VI (b), (c), (d)
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5 Kapitel 5

Aufgabe 5.1:

(a) Nein: Wie man sich leicht iiberzeugt, miiften dann im Zustand zuvor
alle Ameisen auf einer Linie gesessen haben; im Zustand davor miifste dann
wieder das gleiche gegolten haben. Durch Riickwéartsarbeiten sieht man also,
dass dieser Fall nicht eintreten kann, denn zu Beginn sitzen nicht alle Ameisen
auf einer Geraden.

(b) Nein. Die Invariante ist hier der Fldcheninhalt des von den drei
Ameisen gebildeten Dreiecks.

Aufgabe 5.2:

Tipp: Die Quersumme einer Zahl 145t bei Division durch 9 den gleichen
Rest wie diese Zahl. Der Neunerrest ist also eine Invariante und zum Schluss,
wenn nur noch eine einstellige Zahl {ibrig bleibt, der gleiche wie am Anfang.

Aufgabe 5.3:

Ja: Ist die Summe aller n Eintrdge einer Zeile, Spalte oder Diagonalen
< 3, so sind mehr als 5 der Eintrige in dieser Zeile, Spalte oder Diagonalen
< 1. Der Kehrwert einer positiven reellen Zahl < 1 ist > 1. Bildet man also
die Kehrwerte in einer Zeile, Spalte oder Diagonale, in der die Eintragssumme
< g ist, so ist die Eintragssumme anschliekend > Z; insbesondere steigt
dadurch die Summe aller Eintrage im Quadrat. Diese kann aber nicht mehr
als 2" viele Werte annehmen, da in jedem Feld in jedem Schritt nur entweder
die Ausgangszahl oder ihr Kehrwert stehen kann. Nach spéatestens dieser
Anzahl von Schritten wird also keine Zeilen-, Spalten- oder Diagonalsumme
mehr < 7 sein.

Zusatz: Gegeben sei eine endliche Menge X = {z1, ..., z,,} positive reeller
Zahlen und eine Menge M von Teilmengen von X. In einem Schritt darf
man die Kehrwerte aller Elemente einer in M liegenden Teilmenge bilden
und diese Teilmenge durch die Menge der Kehrwerte ersetzen. Kann man
so stets eine Situation erreichen, in der alle Teilmengen in M eine Summe
haben, die mindestens ihrer halben Elementzahl entspricht?

Aufgabe 5.4:

(a) In jedem Schritt sinkt die Anzahl der Paare (i,j) von natiirlichen
Zahlen aus {1,2,...,n}, wobei i < j, aber i rechts von j steht. Anfangs ist
sie endlich, negativ kann sie nicht werden, also muss der Prozess stoppen. Er
stoppt aber erst, wenn die Zahlen komplett richtig sortiert dastehen.

(b) Zeige, dass jeder Schritt wie in (a) dazu fiihrt, dass die Summe wéchst,
wahrend jeder Schritt in die Gegenrichtung die Summe fallen 1afst.
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Aufgabe 5.5:
(a) Die Invariante ist hier die Summe aller an der Tafel stehenden Zahlen
plus 3(n — k), wobei k die Anzahl der an der Tafel stehenden Zahlen ist.

Anfangs ist dieser Wert gleich M, also gilt das auch zum Schluss, wenn

2
nur noch eine Zahl z dasteht. Dann gilt also z + 3(n — 1) = ) woraus

2
. 2_

ergibt.

(b) Die Invariante ist das Produkt der um 1 verringerten Zahlen an der
Tafel. Anfangs ist dieser Wert gleich 0, also gilt das auch zum Schluss;
es bleibt also die 1 iibrig, unabhéangig davon, mit welchem n wir begonnen

haben.

Aufgabe 5.6:

(a) Interpretation: Addition modulo 2, wobei rot fiir den Rest 0 und griin
fiir den Rest 1 steht. Anfangs ist die Restsumme also 1982 -0+ 2017-1=1
modulo 2, folglich muss das auch zum Schluss gelten. Es wird also ein griiner
Punkte iibrig bleiben.

(b) Interpretation: Addition mod 3, wobei rot fir 0, griin fir 1 und
gelb fiir 2 steht. Die Summe mod 3 &ndert sich nicht. Zu Beginn ist sie
97-04100-1+102-2 =1 mod 3, also bleibt zum Schluss ein griiner Punkt
iibrig.

Aufgabe 5.7:

(a) Bemerke zunéchst, dass die Fibonaccifolge mod n in beide Richtun-
gen eindeutig ist: D.h. aus zwei aufeinanderfolgenden Gliedern lassen sich
alle vorhergehenden ebenso bestimmen wie alle nachfolgenden. Weiterhin
folgt nach dem SFP, dass ein Restpaar (a, b) unter den aufeinanderfolgenden
Gliedern der Fibonaccifolge mod n zweimal auftreten muss. Angenommen,
es tritt zum ersten Mal an der k-ten Stelle auf und zum zweiten mal an der
[-ten Stelle. Wegen der Eindeutigkeit nach rechts und links muss sich die
Folge dazwischen also rechts und links immer wiederholen.

(b), (c) Wegen (a) muss das Restepaar (1,1) unendlich oft bei aufeinan-
derfolgenden Gliedern der Fibonaccifolge mod n auftreten. Das Glied davor
muss also den Rest 0 mod n lassen.

Aufgabe 5.8:
Nein, analog zu Beispiel 5.15.

Aufgabe 5.9:
Nein und nein. Zum Beweis versuche, die Argumente von Beispiel 5.3
und Beispiel 5.9 entsprechend anzupassen.

Aufgabe 5.10:
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(a) Mit jedem ‘Ringtausch’ fallt die Summe der Priferenzringe der Grup-
pen, in denen sich die Studierenden befinden.
(b), (¢) Die gleiche Losung funktioniert weiterhin. (d) Keine Losung.

5.1 Multiple Choice
I(d) II (c) III (a) IV (b) V (d) VI (c) VII (a)
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6 Kapitel 6

Aufgabe 6.1:

Angenommen, ¢ ist eine Losung, wobei @ und b minimal, d.h. teilerfremd
sind. Dann folgt a® 4+ a?b + b> = 0. Hat b einen Primteiler p, so ist dieser
Teiler von 0 und a?b + b3, aber nicht von a?, ein Widerspruch. Hat a einen
Primteiler p, so ist dieser ein Teiler von 0 und a® + a2b, aber nicht von b3, ein
Widerspruch. Also sind a,b € {—1,1}, d.h. § € {—1,1}. Beides sind keine
Losungen, also gibt es keine rationalen Losungen.

Aufgabe 6.2:

(a) Wir betrachten dasjenige Feld Fi,;, mit Eintrag 1 und dasjenige Fj,ax
mit Eintrag n?. Um iiber eine Kette von einander beriihrenden Feldern von
Frin zu Fhax zu gelangen, braucht man hoéchstens n — 1 Schritte. Auf dem
Weg muss es also zwei aufeinanderfolgende Felder geben, deren Differenz
mindestens 7;2_’11 =n + 1 betragt.

(b) Nun ist die obere Grenze fiir Kette von einander beriihrenden Feldern
von Flin zu Fay nicht mehr n — 1, sondern 2n — 1, ansonsten wie (a).

(c), (d) Passe die Argumente aus (a) und (b) entsprechend an.

Aufgabe 6.3:

Da p geraden Grad und positiven fithrenden Koeffizienten hat, ist p(z) >
0, sofern der Betrag von x grofs genug ist. p ist also allenfalls auf einem
beschrankten, abgeschlossenen Intervall negativ. Dort nimmt p sein Mini-
mum an. Sei xg so, dass p(zg) minimal. Ist p(z¢) > 0, sind wir fertig. An-
dernfalls ist p(zy) < 0, und da p bei 2 ein Minimum annimmt, ist p’(z) = 0,
also p(xg) + p'(x0) < 0, im Widerspruch zur Annahme.

Zusatz: Lasse die Bedingung iiber den Grad und den fithrenden Koef-
fizienten von p fort und zeige, dass die Aussage weiterhin stimmt.

Aufgabe 6.4: Keine Losung. Folge dem Tipp.

Aufgabe 6.5:
Betrachte diejenige sikinische Stadt, aus der die meisten Fliisse heraus-
flieflen und zeige, dass sie die gewiinschte Eigenschaft hat.

Aufgabe 6.6:

(a) Wir kénnen OBdA annehmen, dass z,y > 0. Der Faktor 11 auf der
rechten Seite legt es nahe, die Gleichung einmal modulo 11 zu betrachten.
Quadratzahlen lassen bei Division durch 11 einen der folgenden Reste: 0, 1,
4,9, 5, 3. Offenbar ist die Summe zweier Quadratzahlen also nur dann durch
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11 teilbar, wenn diese Quadratzahlen selbst es sind. Bei einer ganzzahligen
Losung von z? + 3% = 1lxy sind also x und y beide durch 11 teilbar; sei
etwa x = 112/, y = 11y/. Dann ist (112/)? + (11y/)* = 11(112")(11%/), d.h.
121((2")? + (¢)?) = 121(112"y’) oder (2')* + (y)? = 112'y’. Ist (x,y) # (0,0),
so ist (2, 2") also eine ‘kleinere’ Losung als (z,y), wenn man etwa die erste
Komponente betrachtet, oder die Summe beider Komponenten. Zu jeder
Losung aufser (0, 0) 14t sich also noch eine kleinere finden, ein Widerspruch.

(b) Der Faktor 2 auf der rechten Seite legt es nahe, Teilbarkeit durch
2 zu betrachten. Sicherlich kénnen x,y, z nicht alle ungerade sein, sonst
wire 22 + y? + 2% ungerade, 2zyz aber gerade. Also ist mindestens eine
der Zahlen x,y, z gerade, sagen wir x; wir schreiben x = 2z/. Dann folgt
4(x')? + y* + 22 = 42’yz. Nun haben wir den Faktor 4 auf der rechten
Seite; betrachten wir also Teilbarkeit durch 4. Der erste Summand 4(z')?
ist sicherlich durch 4 teilbar, also muss auch y? + 2% durch 4 teilbar sein.
Quadratzahlen lassen bei der Division durch 4 nur die Reste 0 und 1. Die
Summe von zwei Quadratzahlen ist also nur dann durch 4 teilbar, wenn beide
Quadratzahlen durch 4 teilbar sind. Also miissen auch y und z gerade sein,
sei etwa y = 2y’ und z = 22’. Teilt man die 4 auf beiden Seiten der Gleichung
heraus, kommt also (z')* + (v/)* + (2/)? = 42'y’2’. Unmittelbar ergibt sich
damit noch kein Abstieg, denn nun steht rechts ja der Vorfaktor 4 statt 2.
Allerdings hing unsere Uberlegung oben nur an Resten modulo 2; nun ist
die linke Seite wieder die Summe von drei Quadraten, die rechte weiterhin
gerade, also konnen wir die Betrachtung wiederholen: 2/, ¥/ und 2’ miissen
gerade sein, etwa ¢’ = 22", ¢y = 2", 2/ = 22”. Einsetzen und herausteilen
der 4 fiihrt auf (z”)? + (y")? + (2")? = 82"y"2". Offenbar konnen wir so weit-
ermachen: Aus einer Losung fiir a® + b? + c? = 2¥abc mit von 0 verschiedenen
Komponenten erhalten wir eine ‘kleinere’ Losung fiir a? 4 b2 + ¢2 = 28 1abe.
Nun gibt es zwei Moglichkeiten, das Argument zu beenden: (1) Die fortgeset-
zte Halbierung der Komponenten einer Losung wird schlieflich dazu fiihren,
dass die Komponenten keine ganzen Zahlen mehr sind, ein Widerspruch. (2)
Wir betrachten die allgemeinere Gleichung z? + y* + 22 = 2*zyz, von der
unser Argument nun zeigt, dass sie keine Losung mit £ > 1 besitzt.

Aufgabe 6.7:

(a) Tipp: Zeichne die in der Beweisskizze angegebene Konstruktion auf.
Das Abstiegsargument sollte dann offensichtlich sein.

(b), (c): Gehe analog zu (a) vor.

Aufgabe 6.8:
Bei dieser Aufgabe muss man wissen, was man will: Als Strategie zum
Beweis der Unlésbarkeit von diophantischen Gleichungen haben wir den un-
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endlichen Abstieg kennen gelernt. Wir wollen also annehmen, dass uns eine
Losung (a,b,c) € N3 von a* + b* = ¢? gegeben ist und versuchen, eine
‘kleinere’ zu finden.

Die Idee im Beispiel zur Irrationalitit von /2 war, gemeinsame Teiler in
den Komponenten der Losung auszuschliefsen. Dieser Versuche empfiehlt sich
bei solchen Aufgaben immer. Auch hier ist er ein wertvoller erster Schritt,
wenn er auch noch nicht die ganze Losung liefert: Angenommen, p ist ein
gemeinsamer Teiler von a und b, sei etwa a = pa, b = pb. Dann ist also
p(at+b*) = ¢?; es folgt, dass p*|c?, also p?|c, und, mit ¢ = p?¢, weiter p*(a*+
bY) = pic?, d.h. a* + b* = &, womit (a,b,¢) nun sicherlich eine ‘kleinere’
Losung als (a,b,c) darstellt, wenn wir etwa nach der letzten Komponente
sortieren. Jede Losung, bei der @ und b nicht teilerfremd sind, fithrt uns so
zu einer kleineren Losung, also zu einem Abstieg; wir kdnnen nun also OBdA
annehmen, dass a und b teilerfremd sind. Dann sind offenbar auch a und ¢
bzw. b und c teilerfremd.

Weiter scheint uns die Betrachtung der Teilerfremdheit zunéchst einmal
nicht zu fiihren. Versuchen wir also etwas anders: Wir schreiben nun a*+4-b* =
c® als (a?)? + (b*)? = ¢ um und benutzen den Satz iiber die Klassifikation
der primitiven pythagoreischen Zahlentripel: Es existieren u,v € N so, dass
(1) a® = u? —v?, (2) b* = 2uv und (3) ¢ = u? + v°.

Wir wollen auf einen unendlichen Abstieg heraus. Das heiflt, wir wollen
eine Darstellung einer Quadratzahl als Summe zweier vierter Potenzen natiir-
licher Zahlen finden, die ‘kleiner’ ist als (a,b,c¢). Nun wissen wir, dass
a®> = u? — v? und b®> = 2uwv; ferner sind a und b sicherlich beide kleiner
als c. Wir kénnten also einmal versuchen, darauf hinzuarbeiten, a? oder b2,
d.h. u? —v? oder 2uwv, als Summe zweier vierter Potenzen natiirlicher Zahlen
darzustellen. Beide Moglichkeiten stehen hier erst einmal gleichberechtigt
nebeneinander, beide lohnen einen Versuch. Mit a? = u? — v? kommt man
allerdings nicht sehr weit. Nach einigen vergeblichen Versuchen, auf deren
Darstellung wir hier verzichten, wenden wir uns also 2uv zu.

Wir wollen also versuchen, 2uv als Summe zweier vierter Potenzen zu
schreiben. Dazu miissen wir sicherlich mehr iiber v und v wissen. Alles, was
wir dariiber wissen, steht in (1)-(3). Quetschen wir (1)-(3) also einmal aus.

Betrachten wir zunéchst (1). Ist a? = u? — v?, so ist a® + v* = u?, was
ein weiteres pythagoreisches Zahlentripel darstellt. Wenden wir unseren Satz
also gleich noch einmal an: Es existieren z,y, 2 € N so, dass (i) a = 2% — ¢?,
(ii) v = 22y und (iii) u = 2? + y>.

Nun zu (2). Es ist b = 2uv. Zusammen mit (1) und der Teilerfremdheit
von a und b folgt, dass auch v und v teilerfremd sind. Wéaren beide ungerade,
so wiren u? — v? und 2uw, also a? und b?, beide gerade, was nicht sein kann,
da die beiden teilerfremd sind. Aus dem gleichen Grund kénnen nicht beide
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gerade sein. Ist u gerade und v ungerade, so lifit u> — v? den Rest 1 bei der
Division durch 4, was aber bei einer Quadratzahl wie a?(= u? — v?) nicht
moglich ist. Also ist u ungerade und v ist gerade. Da w und v teilerfremd
sind und b = 2uw gilt, kommt jeder Primfaktor p von b? in genau einer der
Zahlen v und 2v vor. Da jeder Primfaktor in b? in gerader Potenz auftritt,
gilt das gleiche fiir v und 2v — w und 2v sind also Quadratzahlen! Weiter ist
2v = 4xy, d.h. 4zy ist eine Quadratzahl, also ist auch zy eine Quadratzahl;
und wiederum miissen x und y teilerfremd sein, weil v und u teilerfremd sind.
Wie oben folgt also, dass x und y Quadratzahlen sind; schreiben wir etwa
r =22 und y = %

Wir kénnten noch weiter quetschen. Aber schauen wir doch einmal, wohin
uns die bisherigen Informationen fiihren:

Es ist b2 = 2uv = u(2v) = (22 + y*)dzy = (z* + y*)4xy. Da 4y eine
Quadratzahl ist, die b? teilt, ist auch % eine Quadratzahl. Nun ist aber

5 = 7* + ¢*, und sicherlich ist ,/f—Q < b < ¢. Also haben wir eine Losung
Y Y

fiir unsere Gleichung gefunden, bei der die dritte Komponente kleiner ist als
c. Und damit ist unser Abstiegsargument fertig.

Aufgabe 6.9:

Es sei ¢ eine Losung, wobei a,b € Z minimal, also teilerfremd. Dann folgt

a® = ab™ ! 4 b*. Falls b einen Primteiler p besitzt, so ist dieser Teiler der
rechten, aber nicht der linken Seite, ein Widerspruch. Also ist b € {—1,1}.
Falls a einen Primteiler p besitzt, ist dieser ein Teiler von ™ und ab™ !, aber
nicht von 0", ein Widerspruch. Also ist auch @ € {—1,1}, d.h. § € {-1,1}.
Man iiberzeugt sich aber leicht, dass weder 1 noch —1 eine Losung ist.

Aufgabe 6.10:
Gehe analog zu Beispiel 6.3 vor.

Aufgabe 6.11: Keine Losung.

Aufgabe 6.12:
Betrachte (z,vy, z) € Z3 so, dass f(x,vy,2) minimal ist. Dann zeige, dass

flx,y,z—1) = f(z,y,z+ 1) und benutze Induktion.

Aufgabe 6.13:
Betrachte diejenige Zuordnung, fiir die die Summe der Langen aller Leitun-
gen minimal wird und zeige, dass sie die gewilinschte Eigenschaft aufweist.

Aufgabe 6.14:
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Aus der Bedingung erhalten wir, dass jede der Zahlen bei Division durch 3
denselben Rest lafst wie die Summe aller 3n+1 Zahlen. Sind alle Zahlen durch
3 teilbar, teilen wir sie durch 3. Lassen alle Zahlen den von 0 verschiedenen
Rest ¢ modulo 3, ziehen wir von allen ¢ ab. In beiden Féllen erhalten wir
eine Menge von Zahlen mit kleinerer (ganzzahliger) Gesamtsumme, die noch
immer der Bedingung geniigt. Sind nicht alle Zahlen gleich, so ist die neue
Summe zudem weiterhin strikt positiv. Indem wir ein Gegenbeispiel mit
minimaler Summe betrachten, erhalten wir einen Widerspruch.

Aufgabe 6.15:

Ein Minimumsindex von (a; : i € N) ist ein ¢ € N so, dass a; < a; fir
alle j > i. Betrachtet man die Folge (a; : i € N) ab dem k-ten Index, so
hat die Menge der Folgenglieder als nichtleere Menge natiirlicher Zahlen ein
Minimum, dessen Position in der Folge ein Minimumsindex von (a; : i € N)
ist. Diese Folge hat also unendlich viele Minimumsindizes; sei (m; : i € N) die
Folge der Minimumsindizes von (a; : @ € N). Nach Definition ist a,,, < apm,,, .
Ist by, < by, fiir ein ¢ € N, so sind m;, m;y; wie gewiinscht. Andernfalls
ist (b, : @ € N) eine unendliche streng monoton fallende Folge natiirlicher
Zahlen, ein Widerspruch.

Aufgabe 6.16:

Es sei I ein Primideal von R. Angenommen, [ ist kein radikales Ideal. Es
a € R und n € N minimal so, dass a” € I, aber a ¢ I. Daa ¢ [ ist n > 1.
Wegen der Minimalitit von n ist a"~! ¢ I. Aber es ist aa" ' =a™ € I; da I
Primideal ist, muss also a € I oder a®! € I gelten, ein Widerspruch.

Aufgabe 6.17:
Andernfalls betrachte dasjenige von Null verschiedene Element mit dem
kleinsten Quadrat und wiederhole das Argument.

Aufgabe 6.18: Keine Losung.

Aufgabe 6.19: Keine Losung, achte auf den Tipp.

6.1 Multiple Choice
I (¢) II (c) TTT (d) IV (a) V (a)
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7 Kapitel 7

Aufgabe 7.1:

Die letzte Ziffer von n? ist nur dann ungerade, wenn n ungerade ist.
Betrachten wir einige Quadrate von ungeraden Zahlen: 52 = 25, 72 = 49,
9?2 = 81, 112 = 121, 13% = 169, 15% = 225, 17> = 289. Es fillt auf, dass
deren vorletzte Ziffer stets gerade ist. Das 1aft sich auch leicht zeigen: Wir
schreiben die ungerade Zahl u als 10m + z, wobei z € {1,3,5,7,9}. Dann
ist u? = (10m + 2)* = 100m? 4+ 20mz + 2%. 100m? hat auf die letzten beiden
Ziffern der Summe keinen Einfluss. 20mz hat eine gerade vorletzte Ziffer und
die Endziffer 0, und 2?2 ist eine der Zahlen 1,9, 25,49, 81, hat also eine gerade
vorletzte Ziffer. Damit muss auch die vorletzte Ziffer der Summe gerade sein.
Bei jeder Quadratzahl mit mindestens zwei Stellen ist also eine der beiden
letzten Stellen gerade. Die Ziffern einer Quadratzahl konnen also nur dann
alle ungerade sein, wenn die Quadratzahl einstellig ist. Das fithrt auf die
Losungen 1 und 9.

Aufgabe 7.2:

(a) Die Betrachtung der Falle n = 3, 4,5 zeigt, dass ab A3 die dritte Zeile
der Matrix gleich dem zweifachen der zweiten Zeile, abziiglich der ersten Zeile
ist. Die Zeilen sind also linear abhéngig und damit ist die Determinante gleich
0, sobald n > 3.

(b) Das Ergebnis aus (a) ist weiterhin richtig, mit dem gleichen Argument.

Aufgabe 7.3: Keine Losung.

Aufgabe 7.4: Tipp: Betrachte Paare aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen.

Aufgabe 7.5:
Zieht man die erste Zeile von den iibrigen Zeilen ab, so erhélt man
I I T X1 T
0 z9—21 T9—21 XT3—T1 ... T9— T
0 ro —T1 3—X1 X3—T1 ... X3— 1 . .
mit der Determinante
0 Ty —T1 X3 —T1 Tg4— X1 ... T4 — A7
0 Zo—21 T3—21 T4—T1 .... Tp— X1
To — X1 X2 —T1 o9 —T1 ... Tog— X1
To —X17 X3 —T1 X3—T1 ... I3z — X7
vy -det |z — 21 3—21 T4—T1 ... Ty— T
Tog —T1 X3 — X1 Tyg —T1 o Tp — 1
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Die letzte Determinante ist nun wieder von der gleichen Form. So zeigt
man induktiv, dass die Determinante der n-ten Matrix gerade gleich (25 —

x1)(x3 — x1)...(T,, — x1) ist.

Aufgabe 7.6:

Wir arbeiten heuristisch rickwérts und formen zunéchst um zu 2(z+y) =
xy. Eine erste grobe Idee ist, dass xy im Allgemeinen (viel) grofer sein wird
als 2(x +1vy); versuchen wir also den Bereich einzugrenzen, der infrage kommt.
Mache eine Fallunterscheidung!

Zunéchst fallt auf: Sind z und y beide negativ, so ist 2(x + y) negativ,
xy aber positiv. Dieser Fall scheidet also aus.

Da z und y in der urspriinglichen Gleichung im Nenner auftreten, ist
x,y # 0.

Durch etwas Probieren findet man: Sind z,y > 4, so ist 2(x + y) < zy;
mit Induktion ist das auch leicht zu zeigen. Bei Losungen mit z,y > 0 muss
also © < 4 oder y < 4 gelten. Da die Gleichung in  und y symmetrisch ist,
kénnen wir z < 4 annehmen und die Félle ausprobieren: Bei x = 1 ergibt
sich 2+ 2y =y, d.h. y = —2; (1,—2) und (—2,1) sind also Losungen. Bei
x = 2 ergibt sich 4+ 2y = 2y oder 4 = 0, ein Widerspruch. Bei z = 3 kommt
6 4+ 2y = 3y oder y = 6: (3,6) und (6,3) sind zwei weitere Losungen. Mit
x = 4 schlieRlich folgt 8 + 2y = 4y, d.h. y = 4, was auf die Losung (4,4)
fiihrt.

Betrachten wir nun noch den Fall, dass von den Zahlen z und y genau
eine negativ und eine positiv ist; OBdA sei x < 0, ¥y > 0. Ersetzt man z
durch —2/, folgt 2(y — ') = —2'y oder 2(z' — y) = 2’y, wobei nun 2z’ und y
beide positiv sind. Damit ist 2’y auch positiv, also muss 2’ — y positiv sein,
d.h. es folgt ' > y. Day > 0ist 2/ —y < 2/ und also 2(z' —y) < 22/. Ist
andererseits y > 2, so ist 2’y > 2y. Also folgt y = 1, was aber nur erneut auf
die Lésung (—2,1) fiihrt.

Wir haben nun alle Félle betrachtet; die Losungen sind {(1, —2), (-2, 1), (3,6), (6, 3), (4,4)}.

Aufgabe 7.7: Keine Losung.

Aufgabe 7.8:
Tipp: Das Ergebnis ist ("("2+1))2.

Aufgabe 7.9:Wir betrachten die Folge der Endziffern der Potenzen von 7:
1, 7,9, 3, 1, ... Offenbar ist sie periodisch mit Periodenlénge 4 (was sich
nun leicht induktiv zeigen 1i8t). Um die Endziffer von 7?°'7 zu bestimmen,
bemerken wir, dass 2017 bei Division durch 4 den Rest 1 lafst. Also ist die
Endziffer von 72°'7 gleich 7.
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Aufgabe 7.10:

Tipp: Sofern keiner der Nenner 0 wird, sind die ersten Glieder der Folge:
a,b, stb, 3a"“_b2b, 4a‘f’3b, 5aa_b4b. Das sollte geniigen, um eine Vermutung aufzustellen,
die sich dann leicht induktiv zeigen 1aft.

Aufgabe 7.11: Tipp: Betrachte zunéchst natiirliche Zahlen und zeige in-
duktiv, dass f(n) = f(1) - n und allgemeiner f(nz) = nf(z) fir n € N.
Folgere dann aus nf(%) = f(n™) = f(m) = mf(1), dass = = 2 f(1).
Beobachte, dass f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), d.h. f(0) = 0. Folgere
schlieklich aus 0 = f(0) = f(z+ (—x)) = f(z)+ f(—=x), dass f(—x) = —f(2)

fiir alle x € R, um den Beweise zu beenden.

Aufgabe 7.12:

Eine ziemlich abschreckende Folge. Ohne ein paar Beobachtungen kom-
men wir hier wohl nicht weiter. Wir berechnen die ersten Glieder der Folge:
2,8,26,80,242. Wie es scheint, verdreifacht sich die Folge ‘ungefdhr’ in
jedem Schritt. Wir vergleichen also mit der Folge der Potenzen von 3:
3,9,27,81,243. Das legt die Vermutung a,, = 3""! — 1 nahe, die nun le-
icht induktiv beweisbar ist.

Aufgabe 7.13:

(a) Betrachten wir die ersten Zahlen der Form 2" + 1 mit n € N, so
erhalten wir 3,5,9,17,33,65,129, .... Es fillt auf, dass jede zweite Zahl durch
3 teilbar ist. In der Tat: Die Potenzen von 2 lassen bei Division durch 3
abwechselnd die Reste 1 und 2, addiert man 1, alternieren die Reste also
zwischen 2 und 0. Sobald eine durch 3 teilbare Zahl grofer ist als 3, kann
sie nicht mehr prim sein. Also ist n = 1 die einzige natiirliche Zahl mit der
fraglichen Eigenschaft (zdhlt man 0 als natiirliche Zahl, so ist natiirlich auch
n = 0 eine Losung).

(b) Eine &hnliche Betrachtung wie in (a) liefert, dass jede zweite Zahl
durch 5 teilbar ist. Wieder ist also n = 1 die einzige Zahl mit der fraglichen
Eigenschaft, mit zugedrigem Paar (5,17).

(c) Aus (a) und (b) erhalten wir die Idee, die Folge k™ + 1 modulo (k +
1) zu betrachten. Offenbar ist k& kongruent zu (—1) modulo (k + 1), also
alterniert die Folge der Reste modulo (k+ 1) zwischen 0 und 2 — jedes zweite
Folgengliede ist also durch k + 1 teilbar. Damit kann allenfalls das Paar
(k4 1,k? + 1) aus Primzahlen bestehen. Die Frage ist also zu verneinen.

Aufgabe 7.14:
(a) (2,7), (5,2), (11, 1)
(b) (6,1)
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Aufgabe 7.15: Keine Losung.

Aufgabe 7.16:

(a) Tipp: Auf diese Weise lassen sich genau die natiirlichen Zahlen darstellen,
die keine Potenz von 2 sind.

(b) Tipp: Auf diese Weise lassen sich genau die ungeraden und die durch
4 teilbaren natiirlichen Zahlen darstellen.

Aufgabe 7.17:

Die Fibonaccifolge hat die Glieder 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,.... Aus den
ersten Féllen DO,l = 1, Dl,l = 2, D271 = 4, D3,1 = 7, D471 = 12 erhélt man
die Vermutung D,,; = F,,1» — 1, was sich nun induktiv leicht zeigen laft.

Aufgabe 7.18: Keine Losung.
Aufgabe 7.19: Keine Losung.

Aufgabe 7.20:

(a) Man gelangt von einer Folge zur néchsten, indem man jedes Zeichen
durch 2 Zeichen ersetzt. Die Langen verdoppeln sich also in jedem Schritt,
d.h. v; hat die Linge 2/! fiir jedes i € N.

Fiir die folgenden Teile betrachten wir die Folge der ersten v;: vy = 01,
v; = 1001, v = 10010110, v3 = 1001011001101001, v, = 10010110011010010110100110010110.

(b) Wir schreiben die Worthélften untereinander und erhalten:

0[1 |2 3 4
0| 10| 1001 | 10010110 | 1001011001101001
11010110 | 01101001 | 0110100110010110

Offenbar entsteht die zweite Hélfte aus der ersten, indem man sdmtliche
Einsen durch Nullen und sémtliche Nullen durch Einsen ersetzt. Auflerdem
scheint die erste Hélfte von v;y; gleich v; zu sein. Das konnen wir nun
induktiv beweisen (wobei der Induktionsanfang durch unsere Beobachtungen
bereits gemacht ist): Fiir eine 0-1-Folge s bezeichne § die Folge, die aus s
durch Ersetzung der Nullen in s durch Einsen und der Einsen in s durch
Nullen entsteht. Aus den Bildungsregeln fiir o sieht man leicht, dass o(5) =
@ fiir jede 0-1-Folge s gilt. Angenommen, es ist v, = v,_10,_;. Dann
ist vpy1 = 0(vn) = 0(Vp-10p—1) = 0(Vy—1)0(TVp—1) = Vo (Vy—1) = v, T, Wie
gewilinscht.

(¢) Wir bezeichnen mit b(k, n) die Anzahl der 2*-Blécke in v, und erfassen
die ersten Werte in einer Tabelle:
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0(1(2|3|4
0122|222
11112]2]2)|2
210112122
3101011122
410]0]0(1|2

In v; kommt natiirlich kein 28-Block vor, wenn k > (i+1) ist. Ist k = i+1,
kommt in v; genau ein 2*-Block vor. Dariiber hinaus legt die Tabelle nahe,
dass fiir i +1 > k die Anzahl der in v; vorkommenden 2*-Blécke gleich 2 ist.
Eine weitere Beobachtung legt nahe, dass diese beiden Blocke ausferdem von
der Form b, b sind. Mithilfe von (b) ist das nun eine einfache Induktion.

(d) Wir versuchen es mit 2-Blocken: Dann wird aus vy, v, v, v4: 01, 0110,
01101001, 1001011001101001 — anscheinend wiederholt sich die Folge der v;
um ein Glied versetzt! Analoges beobachtet man auch fiir 4-Blocke, und auch
fiir 8-Blocke, wobei hier die Datenlage etwas diinn wird. Jedenfalls vermuten
wir, dass 7 (vy1k) = U, was nun wiederum mit Induktion zu zeigen ist.

(e) Tipp: Vergleiche die k-te Ziffer von v, mit dem Rest mod 2 der
Anzahl der Einsen in der Bindrdarstellung von (k — 1). Benutze (a)-(d), um
die Vermutung induktiv zu beweisen.

Aufgabe 7.21:

(a) Angenommen, bob; ist so eine Zahl. Was sind mogliche Werte fiir by?
Offenbar ist by = 0 ausgeschlossen, denn damit kdme die Ziffer 0 mindestens
einmal vor, was sie nach Annahme aber nicht sollte. Also ist by = 1. Dann
muss die 0 also einmal vorkommen und es ist by # 0, also folgt b = 0. Damit
diirfte die 1 aber nicht vorkommen, es ist aber by = 1, ein Widerspruch.

(b) Die Antwort ist jeweils nein. Um das zu beweisen, arbeite riickwérts
und orientiere dich an (a).

(c) 42101000, 521001000, 6210001000 Wiederum hilft es, riickwérts zu
arbeiten.

(d) Verallgemeinern von (c) liefert (b — 4)21 w 1000. Wie man leicht

(b—T7)x
nachpriift, stimmt das auch.

(e) Nein. Nutze die Ideen aus (b), um das zu zeigen.

Aufgabe 7.22:

Tipp: Arbeite riickwéarts. Nimm an, dass aq, .., a,, der Bedingung geniigen
und suche nach Umsténden, unter denen sich das Produkt noch vergrofern
liele. Versuche, aq, ..., a,, dadurch eindeutig zu charakterisieren. Das richtige
Ergebnis ist n = 667 mit a; = 2, as = ... = aggr = 3.
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7.1 Multiple Choice
I) (¢) II) (a) III) (c) IV) (a) V) (a) VI) (c)
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8 Kapitel 8

Aufgabe 8.1:
(a) Wir verallgemeinern zu: Sind z, ..., z,, reelle Zahlen mit 22 +x3+ ...+
12 = 21Ty + ToX3 + ... + Ty 1Ty + TpT1, SO ist 11 = ... = z,,. Der Falln = 1

ist zwar zugénglich, aber leider noch nicht informativ. Fiir n = 2 erhalt man
2?2 + 13 = 23179, also (z1 — x2)? = 0, woraus in der Tat z; = x, folgt. Bei
n = 3 haben wir :L’%%—x%—l—:icg = 1129+ Tox3+ 2371, und der Fall n = 2 legt uns
den Versuch nahe, zu Quadraten zusammenzufassen. Allerdings kommen die
Produkte wie xix5 nur einmal vor, man erhélt also nicht unmittelbar eine
binomische Formel. Mit einem Faktor 2 wére es einfacher. Also multiplizieren
wir die Gleichung mit 2 und erhalten 2(x? 423 +22) = 2z129 + 27973 + 27374,
was sich nun zu (z; — 23)% + (22 — 23)® + (3 — z1)? = 0 umformen laft,
woraus wir wie gewiinscht x; = xo = x3 erhalten. Damit sollte die Idee fiir
den allgemeinen Fall klar sein.
(b) Tipp: Wihle x so, dass die rechte Seite gleich 0 wird.

Aufgabe 8.2:
Ansétze:
(a) Zweimal ableiten, dann mit x? multiplizieren.
(b) In (a) noch halbieren.
(c) 3 durch z ersetzen und ableiten liefert die geometrische Reihe. Also...
(d) Hier steht ein unsichtbarer Faktor 1°*! hinter jedem Summanden, mit
dem wir nun verfahren kénnen wie in (c).

Aufgabe 8.3:

Tipp: In jedem Fall wird die Determinante fiir hinreichend grofies n ver-
schwinden; versuche zu zeigen, dass eine Zeile sich als Linearkombination
anderer Zeilen darstellen lafst, sobald n grofs genug ist.

Aufgabe 8.4:
(a) 80 (b) Mittelpunkt: (1,1,1 1 1) Radius ¥. (c) 121
Aufgabe 8.5:

Verfahre analog zu Beispiel 8.10.

Aufgabe 8.6:
Es ist S, = S/ (1).

Aufgabe 8.7: Keine Losung.
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Aufgabe 8.8: Keine Losung. Einige Ideen: Fixiere eine der Zahlen XY, Z.
Wie viele Losungen kann es geben? Betrachte die Gleichung modulo m fiir
verschiedene m € N. Angenommen, X" +Y"™ = Z" ist fiir ein gewisses n € N
nicht l6sbar. Folgt das gleiche dann fiir weitere Exponenten? Variiere die
Anzahl der Summanden.

Aufgabe 8.9: Keine Losung.
Aufgabe 8.10: Verfahre analog zu Beispiel 8.1.
Aufgabe 8.11: Keine Losung. Folge dem Tipp.

Aufgabe 8.12:

Dem Tipp folgend setzen wir ¢ (X, ..., X)) = By A By A ... A B, wobei
B; = X;, falls t; = w und B; = =X, sonst. Die gewiinschte Formel ist dann
die Disjunktion iiber alle ¢;(Xj, ..., X,,) fir alle t = (¢1,...,t,), fiir die aus
v(A;) =t; schon g(Ay, ..., A,) = w folgt.

Aufgabe 8.13: Keine Losung.

Aufgabe 8.14:

(a) Tipp: Betrachte Beispiel 8.9: Wodurch war die Anzahl der neu entste-
henden Teile bei Hinzufligung eines weiteren Kreises bestimmt? Ermittle
dann die maximale Anzahl von Schnittpunkten, die zwei Dreiecke miteinan-
der haben kénnen und verfahre wie in Beispiel 8.9.

(b) Verfahre analog zu (a), ermittle hier zunéchst die maximale Anzahl
von Schnittpunkten, die zwei (konvexe) k-Ecke miteinander haben kénnen.

(c) Ein guter Startpunkt sind der Wiirfel und das Tetraeder. Verfahre
wie in Beispiel 8.9 beim Ubergang vom Kreis zur Kugel.

Zusatz: Erweitere (a) und (b) durch gleichzeitige Betrachtung verschiedener
Figuren: In wie viele Teile kann die Ebene z.B. maximal k& Dreiecke, [
Quadrate und n Kreise zerlegt werden?

Aufgabe 8.15: Keine Losung, folge der im Beispiel gegebenen Skizze.

8.1 Multiple Choice
I) () 1) (a) IIT) (b), (d) IV) (c) V) (b) VI) (b)
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9 Kapitel 9

Aufgabe 9.1:

Wir benutzen das Schubfachprinzip. G habe n Ecken. Damit kommen als
Grade die Zahlen 0, ..., (n — 1) infrage. Allerdings kénnen 0 und (n — 1) nicht
zugleich als Grade auftreten: Wenn eine Ecke mit allen anderen verbunden
ist, kann es nicht zugleich eine Ecke geben, die mit keiner anderen verbunden
ist. Also konnen nur (n — 1) Grade wirklich auftreten, und von den n Ecken
miissen also zwei den gleichen Grad haben.

Aufgabe 9.2:

(a) Wir fassen ‘rot’ und ‘griin’ zu einer neuen ‘Superfarbe’ ‘rog’ [‘rot oder
grin’| zusammen. Betrachten wir nun einen Graphen der Groke R(R(k, 1), m),
der in den Farben rog und blau gefarbt wurde. Nach Definition der Ram-
seyzahlen existiert ein vollstandiger Teilgraph mit m Ecken, dessen Kanten
alle in blau geférbt sind (dann sind wir fertig) oder ein vollstéandiger Teil-
graph mit R(k,l) Ecken, dessen Kanten alle in rog gefarbt sind — also in
rot oder griin. In diesem gibt es aber dann, wiederum nach Definition der
Ramseyzahlen, einen griin gefarbten Kj oder einen rot gefarbten Kj.

(b) Iteriere die Idee von (a).

Zusatz: Zeige (a) direkt mit einem Schubfachargument analog zu Beispiel
9.7 ohne die Einfiihrung von ‘Superfarben’.

Aufgabe 9.3:

(a)-(c): Keine Losung.

(d) Tipp: Betrachte die 0-1-Folgen der Lénge (n — 1) als Ecken eines
geeigneten gerichteten Graphen und benutze (c).

(e) Tipp: Betrachte die Folgen der Lénge (n — 1) von Elementen der
Menge {0, 1, ..., (k — 1)} als Ecken eines geeigneten gerichteten Graphen und
benutze (c).

Aufgabe 9.4:

(a) Das Argument aus Beispiel 9.6 funktioniert weiterhin.

(b) Angenommen doch; sei G ein entsprechender Graph. Wir betrachten
Worter der Form v, = w,w, mit w, = ng_gl Alle diese Worter sind

nx

G-Worter. Es sei zu n € N p = pop1ps...p2, ein Kantenzug in G so, dass die
Kante zwischen p; und p;; fir 0 <7 <n—1und n <¢ < 2n — 1 mit 0 und
fir i € {n —1,2n — 1} mit 1 beschfitet ist.

Ist n grof genug, so existieren mit dem Argument aus (a) 7,5 € {2,3,...,n}
mit ¢ < j und p; = p;. Dann l&ft sich aber ein weiteres G-Wort bilden, indem
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man den Abschnitt zwischen p; und p; im Anschluss an k; erneut durchlauft
und danach den bisherigen Weg nimmt. Damit erhoht sich im zugehorigen
G-Wort aber die Anzahl der Nullen links von der ersten 1, wahrend die
Anzahl der Nullen rechts von der ersten 1 gleich bleibt. Wir haben also ein
G-Wort erhalten, das nicht von der gewiinschten Form ist, im Widerspruch
zur Annahme.

(c) Auch hier funktioniert das Argument aus (b).

Aufgabe 9.5:Tipp: Falls nicht, zerfallt die Eckenmenge von GG in mindestens
zwei disjunkte Zusammenhangskomponenten. Betrachte die kleinere davon.
Wie grofs konnen die Grade der darin liegenden Ecken hochstens sein?

Aufgabe 9.6: Keine Losung.

Aufgabe 9.7:

(a) Wir benutzen Aufgabe 9.2(b) in Kombination mit der Idee des Satzes
von Schur (Beispiel 9.12): Wir suchen also a, b, ¢, d so, dass |b—al, |c—b|, |d—¢|
und |d — a| die gleiche Farbe haben. Dazu bilden wir den gleichen Graphen
wie im Beweis zu Beispiel 9.12, suchen aber nun nach einem einfarbigen
Viereck. Das existiert nach Aufgabe 9.2(b), sobald der Graph grof genug
ist. Damit haben wir also 4 Zahlen, so dass ihre paarweisen Absténde alle
die gleiche Farbe haben; insbesondere gilt das fiir die Abstdnde, die wir oben
erwahnt haben.

(b) Wir benutzen die gleiche Idee wie in (a), suchen aber nun nach ein-
farbigen (k + 1)-Ecken.

(c) Tipp: Sind ay, ..., a,, so, dass alle Abstédnde zwischen ihnen die gleiche
Farbe haben, so gibt es viele Moglichkeiten fiir die Aufteilung in & Summan-
den. Versuche, den einfarbigen Teilgraphen so grof zu machen, dass man
Gleichheiten vermeiden kann.

Aufgabe 9.8: Keine Losung. Uberlege dir in den Fillen n = 1,2, 3, wie
ein n-dimensionaler Wiirfel aus einem (n — 1)-dimensionalen entsteht und
benutze vollstandige Induktion.

Aufgabe 9.9:
Verfahre analog zum ersten Teil des Beweises von Beispiel 9.3.

Aufgabe 9.10:
Die Antwort ist (n — 1). Beweis durch Induktion.

Aufgabe 9.11:Verfahre analog zu Beispiel 9.3.

Aufgabe 9.12:
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Wihle eine Ecke v von G und entferne sie. Falls G zusammenhéngend
bleibt, sind wir fertig. Andernfalls wéhle eine Zusammenhangskomponente
und benutze Induktion.

Aufgabe 9.13:
(b) Benutze die Eulersche Formel.
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10 Kapitel 10

Aufgabe 10.1:

(TZL) ist die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Dingen ¢ Dinge auszuwahlen.
(;) ist die Moglichkeit, aus ¢ Dingen j Dinge auszuwéhlen. (TZ) (;) ist also
die Anzahl der Moglichkeiten, eine Teilmenge von ¢ Elementen einer n-
elementigen Menge und anschlieftend eine j-elementige Teilmenge dieser Teil-
menge zu wahlen. Insgesamt zdhlen wir damit also die Anzahl der geordneten
Paare (B, A) von Teilmengen von {1,2,...,n}, fiir die B 2 A. Das konnen
wir noch auf andere Weise zdhlen: Jedes Element von {1,2,..,.n} gehort
entweder zu A oder zu B\ A oder zu {1,2,...,n} \ B. Fir jedes Element
von {1,2,...,n} gibt es also drei Moglichkeiten; insgesamt erhalten wir als
Ergebnis 3".

(Ein anderer Weg ist, die Summe fiir n = 1,2,3 auszurechnen und die
erhaltene Vermutung dann induktiv zu beweisen.)

Aufgabe 10.2:
Diese Aufgabe haben wir im Zuge der Lésung von Aufgabe 10.1 gelost.

Aufgabe 10.3:

(a) Die linke Summe zahlt fiir jedes i < n, wie viele Teiler es hat. Die
rechte Summe zéhlt fiir jedes i < n, wie viele Vielfache es in {1,2,...,n}
hat. Beide Summen zdhlen also die Anzahl der Paare (i,7) € {1,2,..,n} X
{1,2,...,n}, fiir die ¢ ein Teiler von j ist.

(b) Esist 2 —1<[2] <241, Alsoist (—1) + X7+ = +37 (2 —1) <
Sl < I8 (241) =1+ 37%,1), woraus die Behauptung folgt.
Aufgabe 10.4:

Benutze das PIE.

Aufgabe 10.5: Keine Losung.

Aufgabe 10.6:

(a) Tipp: Betrachte die allgemeinere Frage, wie viele Teilmengen von
{1,2,...,n} haben Elementzahlen, die bei Division durch 3 den Rest 0, 1, 2
lassen? Stelle eine Vermutung auf und beweise sie induktiv.

(b) Tipp: Bestimme analog zu (a) die Anzahl der Teilmengen, deren
Elementzahl durch 6 teilbar ist und benutze das PIE.

Aufgabe 10.7:
(a) Bei einer n-stelligen Zahl gibt es pro Ziffer 10 Moglichkeiten (wobei
fiihrende Nullen zugelassen sind; 1 etwa gilt hier in der Schreibweise 001 als
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dreistellige Zahl). Es gibt also 10™ — 1 n-stellige natiirliche Zahlen (da wir die
0 nicht als natiirliche Zahl zdhlen). Ist die 7 als Ziffer ausgeschlossen, gibt es
fiir jede Stelle noch 9 Moglichkeiten, also 9™ — 1 n-stellige Zahlen ohne die

Ziffer 7. Also ist p(n) = 5.

(b) Hier wird eine genaue Zahlung etwas umstéandlicher. Aber zum Gliick
ist ja nur nach einem Grenzwerte gefragt! Ist n k-stellig, so gibt es sicherlich
nicht mehr Zahlen ohne die Ziffer 7 unterhalb von n als es insgesamt k-stellige
Zahlen mit dieser Eigenschaft gibt, also nach (a) héchstens 9% — 1. Als k-

stellige Zahl ist andererseits n > 10*71. Alsoist 0 < p(n) < fgk—ill = 10% <
10(35)". Offenbar ist limy_,(35)" = 0, also gilt das gleiche fiir lim,,op(n).

(c) Auch hier ist eine genaue Zéhlung umsténdlich, also begniigen wir
uns mit der Abschétzung r(n) < 120',6—9,]61 fiir k-stelliges n, woraus wiederum

lim,, ,..7(n) = 0 folgt.

Aufgabe 10.8:
Tipp: Betrachte die Folge der Wurfergebnisse als die charakteristische
Funktion einer Teilmenge von {1, 2, ...,n} und benutze Beispiel 10.5.

Aufgabe 10.9:
Die Losung ist n(n —1)(n —2)...(n +m+ 1). Verfahre analog zu Beispiel
10.4.

Aufgabe 10.10:

Das Produkt ist der umgeschriebene Binomialkoeffizient (m;r"), also die
Anzahl der Moglichkeiten, aus m + n Dingen n Dinge auszuwahlen - und
diese Anzahl ist natiirlich eine ganze Zahl.

Aufgabe 10.11:

(b) S ()

(c) Verallgemeinere die Idee von (a) bzw. (b), um eine nur von k € N
abhéngige Darstellung fiir £ ()" zu finden.

(a) Hier zéhlen wir die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Personen eine
Teilmenge von ¢ Personen auszuwéhlen und dann eine davon zum/zur An-
fithrerIn zu bestimmen. Alternativ konnen wir auch den/die AnfithrerIn
zuerst auswihlen (n Moglichkeiten) und anschliefend den Rest der Gruppe
(27~ Méglichkeiten. Also ergibt sich 2" 1n.

(b) Hier zahlen wir die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Personen eine
Teilmenge von ¢ Personen fiir einen Campingurlaub auszuwéahlen und dann
eine davon zum Fahren, eine zum Zeltaufbauen und eine zum Feuermachen
zu wéhlen, wobei auch mehrere oder sogar alle Aufgaben derselben Person
aufgebiirdet werden kénnen. Alternativ wahlen wir diese Personen zuerst
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und dann den Rest der Gruppe. Hierbei miissen wir unterscheiden, ob die
Aufgaben von drei verschiedenen, von zwei oder von einer einzigen Person
erledigt werden.

Fall I: Dieselbe Person fiahrt, baut das Zelt auf und macht Feuer. Fiir
diese bedauernswerte Position gibt es n Moglichkeiten, dann noch 2"~ fiir
den (offenbar etwas faulen) Rest der Gruppe. Insgesamt gibt es dafiir also
n2"~! Méglichkeiten.

Fall IT: Zwei der drei Aufgaben werden von einer Person iibernommen, die
dritte von einer anderen. Dann gibt es zuéchst n Moglichkeiten fiir die Wahl
der Person mit der ‘Doppelaufgabe’ und danach noch (n — 1) Mdéglichkeiten
fiir die Wahl der Person mit der einen Aufgabe, also n(n —1). Aus 3 Auf-
gaben lassen sich auf 3 Arten zwei auswahlen, also gibt es 3 Mdglichkeiten,
die Aufgaben auf die beiden gewéhlten Personen zu verteilen; anschliefsend
kann der Rest der Gruppe auf 2"~2 Weisen bestimmt werden, woraus sich
insgesamt 3n(n — 1)2"~2? Moglichkeiten ergeben.

Fall III: Jede der Aufgaben wird von einer anderen Person iibernommen.
Dann gibt es n Moglichkeiten fiir die Person, die fahrt, danach noch (n — 1)
fiir die Person, die das Zelt aufbaut und schlieflich noch (n — 2) fir die
Person, die Feuer macht. Der Rest der Gruppe liRt sich dann noch auf 23
Arten wihlen, so dass wir insgesamt auf n(n — 1)(n — 2)2"~3 Moglichkeiten
kommen.

Nimmt man alle drei zusammen, erhélt man n2"~'+3n(n—1)2""24n(n—
1)(n—2)2"3 Méglichkeiten, was sich noch zu 2"3n?(n+3) vereinfachen liRt.

Aufgabe 10.12: Keine Losung. Benutze ("Zl) = (})+(,",) fiir den Induk-
tionsschritt.

Aufgabe 10.13:
Multipliziert man (a + b)" = (a+b)(a +b)...(a + b) aus, so entstehen

(.

n'g
nx

Summanden der Form a’b"~* dadurch, dass aus ¢ Klammern das a und aus
den verbliebenen (n — i) Klammern das b gewéahlt wird. Dafiir gibt es gerade
(") viele Moglichkeiten.

Aufgabe 10.14: Diese Summe l1aft sich z.B. so interpretieren: Gegeben sind
n Personen. Einige davon, namlich i viele, fahren in den beliebten sikinischen
Freizeitpark ‘Cantor’s Paradise’. j davon gehen auf die Achterbahn, eine
davon muss sich auf den vordersten Platz setzen und eine mit verbundenen
Augen fahren (es kann auch sein, dass die Person auf dem vordersten Platz
mit verbundenen Augen fahren muss). Die Summe zdhlt die Moglichkeiten,
das zu arrangieren.
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Eine andere Art, die gleichen Moglichkeiten zu zéhlen, besteht darin,
zunachst die Person mit verbundenen Augen und die auf dem vordersten
Platz zu wéhlen; die verbliebenen Personen miissen dann aufgeteilt werden
in die Menge derer, die nicht mitfahren (N), die Menge derjenigen, die zwar
mitfahren, aber nicht auf die Achterbahn gehen (F') und die Menge derer,
die Achterbahn fahren (A). Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall I: Die Person auf dem vordersten Sitz muss mit verbundenen Augen
fahren. Fiir die Wahl dieser bedauernswerten Person gibt es n Moglichkeiten.
Die verbliebenen n—1 Personen miissen dann auf die drei disjunkten Teilmen-
gen N, F'und A verteilt werden, wofiir es 3! Moglichkeiten gibt. Insgesamt
kommen wir auf n3"~! Méglichkeiten.

Fall IT: Die Person auf dem vordersten Sitz und die mit den verbundenen
Augen sind unterschiedliche Personen. Dann gibt es n Wahlen fiir die Person
auf dem vordersten Platz, danach noch (n — 1) fiir die mit der Augenbinde;
anschliefend sind die verbliebenen (n — 2) Personen auf die disjunkten Teil-
mengen N, I und A zu verteilen, was auf 3"~2 Weisen moglich ist. In diesem
Fall erhalten wir also n(n — 1)3"~% Mdaglichkeiten.

Zusammen kommen wir also n3" ' +n(n—1)3""2 =n3"2(3+(n—1)) =
n(n + 2)3"? Moglichkeiten, was dann auch der Wert der obigen Summe ist.

Aufgabe 10.15: Keine Losung.

Aufgabe 10.16:

(a) Die Summe konnen wir auffassen als Anzahl der Moglichkeiten, drei
Teilmengen {1,2,...,n} O A D B D C zu wihlen. Dazu teilen wir die Ele-
mente von {1, 2, ...,n} in vier disjunkte Teilmengen auf, namlich {1,2,...,n}\
A, A\ B, B\ C und C. Dalfiir gibt es offenbar 4" Moglichkeiten, was also
das Ergebnis der Summe ist.

(0) S8k B () (2) (). () = 2.

Aufgabe 10.17:

(a) Fir 1 < k < 100 sei Qf := {(a,b) € P : a = k}. Dann ist P die
disjunkte Vereinigung der ). Ferner hat (), offenbar gerade 101 — £ viele
Elemente. Damit ergibt sich |P| = 3% (101 — k) = 100 - 101 — ;%% %k =
100 - 101 — 100101 _ 100-101

(b) Tipp: Benutze die Lésung von Aufgabe 10.21.

(c) Keine Losung.

Aufgabe 10.18:
(a),(b) Es bezeichne R;(n) fir 0 < ¢ < n die Wahrscheinlichkeit, dass
genau ¢ Personen den richtigen Brief erhalten. Wir betrachten zunéchst
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zuginglichere Spezialfille und beginnen mit Ry(n), also der Wahrschein-
lichkeit, dass niemand den richtigen Brief erhélt. Dazu betrachten wir
das Komplement: Nach Beispiel 10.15 ist die Wahrscheinlichkeit, dass
wenigstens eine Person den richtigen Brief erhélt, 37 | (—1)""'+; L. die Wahrschein-
lichkeit, dass niemand den richtigen Brief erhélt, ist also Rg( ) = 1—
S, (—1)F1 = $r o (—1)ik,

3!
Sollen genau k& Personen den richtigen Brief erhalten, so gibt es zunéchst

(") Moglichkeiten, diese gliicklichen k zu wahlen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass diese k die richtigen Briefe erhalten, ist dann %n% - Ji s = (";!k)!.

Die iibrigen (n — k) Briefe verteilen sich auf die tibrigen (n — k) Personen,
ohne dass noch jemand den richtigen Brief erhielte - die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist Ro(n — k). Insgesamt erhalten wir Ry (n) = (7) (";,k)!RO(n — k) =
et Ro(n — k) = £ Ro(n — k).

(c) Wir benutzen (b). Danach ist die Wahrscheinlichkeit fiir & richtige
Empfinger bei insgesamt n Personen gerade 3 Ro(n — k) = 4517 (= i)'
Wir berechnen nun zunéchst einmal einige Werte von Ry(n) fur verschledene

Werte von n.

NEHEHHAHE
RO() 0%%%%15434

Eine durch Induktion nicht schw1er1g zu beweisende Beobachtung ist, dass
Ro( ) > 2 fiir n > 4 und Ry(n) < 3 furn>3 fiir n > 4 ist also 3 <RO( ) <

, also g7 < Ro(n — k) = Ry(n) < sobald n — k > 4, also k < (n—4).

Nun ergibt sich fiir k£ < (n — 4):

Fiir k = 0: Ry(n) = §Ro(n) = Ro(n) >

Fiir k = 1: Rg(n) = {Ro(n — 1) = Ro(n —

Fiir k = 2: Rp(n) = 5, Ro(n —2) = 1R, (n —

Fiir k > 3: Ry(n) = 3.Ro(n k:) < = (da stets Ro(n — k) <1).

Ist also n > 5, so ist (wegen 3 > 1 > &) unter den Fillen k < (n — 4)
stets der Fall £ = 0 oder der Fall k = 1 maximal. Da sich Rg(n) aus
einer alternierenden Summe ergibt, ist Rg(n) > Ro(n — 1) fiir gerade n und
Ro(n) < Ro(n — 1) fiir ungerade n. Unter den Féllen k < (n — 4) ist also
k = 0 maximal falls n gerade ist und k£ = 1, falls n ungerade ist.

Was ist im Fall &k > n — 4, also k € {n —3,n —2,n — 1,n}? Diese Fille
kénnen wir separat betrachten:

k=n—3: Ry(n) = HRo(n—k) = ﬁRo(i’)) = = 3

k=n—2 Ry(n) = HRo(n—k) = ﬁRO(Q) = 1si <5<
n > 5.

k=n—1: Ry(n) = HRo(n — k) = ﬁRo(l) =0

k=mn: Ry(n) = 5Ry(0) = % < & fiir n > 5.

kl)

fiir n > 3.
1) > 3 fiirn > 4.
2) < lfijrnz5.

1
3

%IHGJIHNH"
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Hier ergibt sich also kein Wert > %, weswegen es bei den oben bestimmten
Maxima bleibt.

Fehlen noch die Falle, dass n < 5, also n € {0,1,2,3,4}; die behandeln
wir ‘zu Fuf’:

Ist n = 0, so gibt es keine Briefe, also ist die wahrscheinlichste Anzahl
der korrekten Briefempfianger = 0 (mit Wahrscheinlichkeit 1).

Ist n = 1, so hat man einen Brief und einen Umschlag, also gibt es sicher
genau einen Fixpunkt, und die wahrscheinlichste Zahl korrekter Empfianger
ist 1 (mit Wahrscheinlichkeit 1).

Ist n = 2, so haben die Anzahlen 0 und 2 fiir die Zahl korrekter Empféanger
beide Wahrscheinlichkeit 3.

Ist n = 3, so hat (wie man leicht durch eine vollstdndige Aufzahlung aller
6 Moglichkeiten sieht) das Ereignis, dass genau ein Empfénger den richtigen
Brief erhélt, die Wahrscheinlichkeit %, da die anderen Moglichkeiten 0 und 3
jeweils eine Wahrscheinlichkeit > 0 haben, ist das also die wahrscheinlichste
Anzahl.

Ist schlieklich n = 4, so sieht man wie bei n = 3 durch eine erschépfende
Betrachtung aller Moglichkeiten, dass 1 die warhscheinlichste Anzahl korrek-
ter Empfanger ist.

Aufgabe 10.19:

(a) Wir verfahren analog zu Beispiel 10.15. Fir 1 < i < j < n sei A;;
die Menge der Permutationen f mit f(i) = j und f(j) = ¢. Wir suchen also
U <ic j<n Aij|. Zur Bestimmung der Vereinigungsmenge benutzen wir das
PIE. Bei Elementen von A;; liegen f(i) und f(j) fest, danach gibt es noch
(n —2)! viele Moglichkeiten fiir die ibrigen Werte; es ist also |A4;;] = (n —2)!

fir alle 1 <7 < j < n; von solchen Paaren gibt es (g) viele, also ist der

erste Summand X1<;<j<,|A;j| gleich (5)(n — 2)! = "("T_l)(n —2)l = 2. Der
zwelte Summand ist El§i<jSn,l§k<l§n,(i,j)7$(k,l)‘Aij N Akl’ Nun ist Aij N Akl =
0, falls (i,5) # (k,1), aber {i,5} N {k,l1} # 0, wie man sich leicht iiber-
legt. Ist andererseits {i,7} N {k,l} = 0, so liegen f(i), f(4), f(k), f(]) fest
und die iibrigen Werte kénnen auf (n — 4)! Weisen gewéhlt werden; es ist
also |A;; N Al = (n —4)l. Fir die Wahl zweier disjunkter Paare gibt
es andererseits (da die Reihenfolge der Paare keine Rolle spielt) %(g) (";2)
Moglichkeiten. Insgesamt erhalten wir fiir den zweiten Summanden damit
den Wert £ (7) (") (n—4)! = %n(";l) (”72)2(%3) (n—4)! = 7%, Analog erhilt
man fiir den dritten Summanden 27;—;,), und allgemein fiir den k-ten Summan-

den g2; damit ergibt sich mit dem PIE |U,.,_ ., Ayl = S (~1)1 24

214! "

| 1 _ g3l i 1
Es ist also o[ U <jcjen Aij| = X2 (=1)" 555, was fiir n — oo gegen 1 — 3
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strebt.
(b) Verfahre analog zu (a).

Aufgabe 10.20:
Tipp: PIE.

Aufgabe 10.21:

(d) Bestimme auch hier die wahrscheinlichsten Augensummen in Ab-
héngigkeit von n; und ns.

(e) Es werden drei faire n-seitige Wiirfel geworfen, m < 3n. Wie grofs
ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahlen aller drei sich zu m
addieren?

(a) Insgesamt gibt es n? Kombinationen von Wiirfelseiten. Liegt die Au-
genzahl a des ersten Wiirfels fest, so muss die des zweiten gleich m — a sein.
Das ist allerdings nur dann moglich, wenn 1 < m —a < n. Ist m < n, so
kommen fiir a also die Werte 1,2, ...,m — 1 infrage, also (m —1) viele, und die
gesuchte Wahrscheinlichkeit betrigt 251, Ist m > n, so kommen fiir a die
Werte (m —n),(m —n+1),...,n infrage, also 2n —m + 1 viele, die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ist also 2”_71—’"2”“

(b) Nur bei n + 1 laft jede Augenzahl auf dem ersten Wiirfel sich durch
eine geeignete Augenzahl auf dem zweiten zur Augensumme n + 1 ergénzen.
Diese hat also die hochste Wahrscheinlichkeit, namlich %

(c) OBdA sei n; < ny. Ist m < ny, so muss der erste Wiirfel eine
Augenzahl < (m — 1) zeigen, die dann durch den zweiten auf genau eine
Weise zur Augenzahlsumme m ergénzbar ist; die Wahrscheinlichkeit ist dann
also == Ist ny <m < ny +1, so ist jede Augenzahl auf dem ersten Wiirfel
durch genau eine Augenzahl auf dem zweiten Wiirfel zur Augenzahlsumme m
erginzbar und wir erhalten die Wahrscheinlichkeit 1. Ist schlieflich no+1 <
m < nj+ns, so muss der erste Wiirfel eine Augenzahl > m—ny (und zugleich
natiirlich < n;) zeigen: Dafiir gibt es ny +ny —m+ 1 Moglichkeiten, und die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist in diesem Fall ’“J“Zf—;;”“

(d) Mit (c) ergibt sich die maximale Wahrscheinlichkeit é offenbar im
Fall ny <m <ng+ 1.

(e) Tipp: Benutze zunichst (a), um fir jedes 1 < i < m — 1 die
Wahrscheinlichkeit W; zu bestimmen, dass die Summe der Augenzahlen der
ersten beiden Wiirfel gleich 7 ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann
gleich 71110
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11 Kapitel 11

Aufgabe 11.1:

(a) Angenommen, die Zahl u ist rational, dann ist ihre Dezimaldarstellung
schliefslich periodisch mit einer gewissen Periodenlédnge p. Andererseits en-
thalt diese Dezimaldarstellung aber beliebig lange Folgen, die nur aus Nullen
bestehen (denn es kommen ja fiir jedes & € N die Ziffern von 10* in dieser
Folge vor). Insbesondere kommt unendlich oft eine Folge von 2p Nullen vor.
Bei einer Periodenlénge von p folgt damit, dass die Dezimaldarstellung von
u nur aus Nullen besteht, was offenbar falsch ist — ein Widerspruch.

Zu (b): Analog zu (a).

(c) Die Teile (a) und (b) geben uns die Idee, auf konstante Ziffernteilfolgen
beliebiger Lange zu achten. Nun kann man nicht erwarten, dass Potenzen
von 3 auf 0 enden. Es wiirde aber insbesondere geniigen, zu zeigen, dass zu
jedem k£ € N ein n € N so existiert, dass 3" — 1 durch 10* teilbar ist. Dann
endet 3" auf (k — 1) Nullen, gefolgt von einer 1, was ausreicht. Tipp dazu:
Schubfachprinzip!

Aufgabe 11.2:

(a) Ist n? = —1 mod p, so ist n* = 1 mod p. Also ist {1,n,n? n3} eine
4-elementige Untergruppe der multiplikativen Gruppe (Z/pZ)* mit (p — 1)
Elementen. Nach dem Satz von Lagrange folgt 4|p — 1 oder p = 1 mod 4.
Also ist p von der Form 4k + 1, insbesondere nicht von der Form 4k — 1.

(b) 4n% + 1 ist gleich (2n)? + 1, hat also nach (a) keine Primfaktoren der
Form 4k — 1. Die Primfaktoren von 4n? + 1 sind also alle gleich 2 oder von
der Form 4k + 1. Offenbar ist 4n? + 1 aber ungerade, also kommt die 2 nicht
Vor.

(¢) Angenommen nicht. Seien py, ..., p, alle Primzahlen der Form 4k + 1.
Dann ist 4(p;...p,)? + 1 eine natiirliche Zahl > 1, die nach (b) ausschlieRlich
Primfaktoren der Form 4k 4 1 hat, aber zu allen p; mit 1 < ¢ < n teiler-
fremd ist und also laut Annahme keinen solchen Primfaktor haben kann, ein
Widerspruch.

Aufgabe 11.3: Im Bild sehen wir Punktreihen der Lénge 1,2, 3, ...,n iiber
dem Strich und eine weitere der Linge (n + 1) unter dem Strich. Das Bild
zeigt auferdem, wie man zu jedem Paar von Punkten aus der letzten Reihe
eineindeutig einen Punkt in der ‘Pyramide’ dariiber finden kann. Damit
haben wir eine Bijektion zwischen den 1+2+4-...4+n Punkten in der Pyramide
und den ("}') Méglichkeiten, zwei Elemente aus einer (n + 1)-elementigen

2
Menge zu wahlen.

Aufgabe 11.4:
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Zu (a),(b): Fiihrt man die Division p : ¢ schriftlich aus, so hingen die sich
ergebenden Ziffern jeweils von Resten mod ¢ ab. Da es davon nur ¢ viele gibt,
muss sich die Folge nach spétestens ¢ Rechenschritten wiederholen. Tritt der
Rest 0 auf, so bricht die Ziffernfolge ab. Damit bleiben nur noch (¢ — 1)
Reste iibrig.

(d) Tipp: Zeige zunichst: Die Fille 0,1, 0,01, 0,001 etc. sind fithrenden
Spezialfille. Die drei genannten sind die Dezimaldarstellungen von é, %, ﬁ.
Stelle eine Vermutung auf und beweise sie.

Aufgabe 11.5: Tipp: Betrachte Aufgabe 11.4. Was geschieht im Laufe des
Divisionsalgorithmus mit dem ggT des aktuellen Restes mit ¢?

Aufgabe 11.6:

(a) Angenommen doch. Wir nummerieren die Perlen von 0 bis p — 1
durch und betrachten die Perle a mit der Farbe F' auf Platz 0.Nun soll das
Weiterdrehen jeder Perle um £ Pliatze mit 1 < k£ < p — 1 das Aussehen der
Perlenkette unverdndert lassen. Da a durch das Weiterdrehen auf Platz k
landet, hatte also die k-te Perle ebenfalls die Farbe F'. Da diese aber ebenfalls
um k weitergedreht wird, gilt das gleiche fiir die 2k-te Perle, usw.: Die 0-te,
k-te, 2k-te, 3k-te etc. Perle haben alle die gleiche Farbe. Aus Kapitel 3
wissen wir, dass 0, k, 2k, ..., (p— 1)k fir 1 < k < p—1 jede Restklasse modulo
p genau einmal annehmen. Damit haben aber alle Perlen die gleiche Farbe,
im Widerspruch zur Annahme.

(b) Elementare Kombinatorik.

(c) Wegen (b) ist %(np —n) eine ganze Zahl.

Aufgabe 11.7: Den Fall n = 2 haben wir bereits als Beispiel erledigt.
Schreibe nun II7 ;a; als an_lﬂ?z_llai und benutze Induktion.

Aufgabe 11.8:

Tipp: Analog zu Beispiel 11.7 ist die Anzahl der Darstellungen von n
als Summe von drei Quadraten ganzer Zahlen gleich der Anzahl der Punkte
mit ganzzahligen Koordinaten auf der Sphire im R? um den Nullpunkt mit
Radius y/n. Die Gesamtzahl solcher Darstellungen fiir natiirliche Zahlen < n
ist also die Zahl der Gitterpunkte im Inneren und auf dem Rand der Kugel
um (0,0,0) mit Radius y/n. Wieder konnen wir diese Zahl grob durch den
Rauminhalt der Kugel abschétzen, also %W\/ﬁ3 = 4”;‘/5; im Durchschnitt
erhalten wir also 4”§/ﬁ , was fir n — oo gegen oo strebt. Fiir (¢) muss man
entsprechend den Inhalt von Hyperkugeln betrachten.

Aufgabe 11.9: Keine Losung.
Aufgabe 11.10: Keine Losung.
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12 Kapitel 12

Aufgabe 12.1:Hier ist man vielleicht zunéchst versucht, Induktion zu be-
nutzen; tatsachlich ist die aber unndtig: Indem wir die erste Zeile bzw. ihr
(—1)-faches von allen iibrigen Zeilen abziehen, erhalten wir eine Matrix A’,
in der der erste Eintrag der ersten Spalte 1 oder —1 ist, alle anderen Ein-
trage der ersten Spalte gleich 0 sind und in der rechten unteren Teilmatrix
der Dimension (n — 1) x (n — 1) alle Eintrdge durch 2 teilbar (genauer —2,
0 oder 2) sind. Wertet man diese Teilmatrix nach der Leibnizregel aus, ist
also jeder Summand ein Produkt aus (n — 1) geraden Zahlen, also sicherlich
durch 2"7! teilbar, was dann auch fiir die ganze Summe gilt. Entwickelt
man andererseits A’ nach der ersten Zeile, erhilt man die Determinante der
Teilmatrix, evtl. noch mit einem Vorfaktor (—1). Auch diese ist also durch
2n=1 teilbar.

Aufgabe 12.2: Tipp: Beispiel 3.16.

Aufgabe 12.3: Hier hat sich ein Tippfehler eingeschlichen: In der letzten
G ) (%)
Zeile war ein +1 zuviel, die Matrix sollte lauten.

CONGOINCY
=5k =

Wir betrachten einmal den Spezialfall n o, k = 3 also die Matrix
1 6 10 10
1 6 15 20
1 7 21 35
1 8 28 56
Zieht man hier, beginnend bei der n-ten Zeile, die (i — 1)te Zeile von
1 6 10 10
. : N . : 01 5 10 .
der i-ten Teile ab, so erhalt man die Matrix 01 6 15 mit der gle-
01 7 21
ichen Determinante. Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt, dass deren
vy () () ()
Determinante gleich der von |1 6 15| = (g) (i) ( ) ist, und das
7o) A ()0
ist eine kleinere Matrix der gleichen Form. Das ist der Ansatz fiir einen In-

duktionsbeweis unter Verwendung der Formel ( ) ( ) (k_l) - bringe
ihn zuende!

Aufgabe 12.4:
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Wir benutzen heuristisches Riickwértsarbeiten. Angenommen, so ein f
ist gegeben. Es geht um R-lineare Abbildungen von R[X]| nach R[X]. Das
legt es nahe, R[X] als Vektorraum iiber R zu betrachten. Wihle eine Basis!
Die néchstliegende Basis fiir R[X] ist sicherlich {2 : i € Ny}, also die Menge
der Monome. Da f R-linear ist, geniigt es, f auf den Monomen zu kennen.
Fangen wir damit also an. Fiihre geeignete Bezeichnungen ein! Fiir
i € Ny sei f(z%) = p;.

Betrachten wir zunéchst f(z°). Da 2° = 1 (als Polynom) keine Nullstellen
hat, ist py also ein Polynom ohne Nullstellen. Mehr konnen wir dazu erst
einmal nicht sagen. Machen wir also mit f(z!) weiter. Fiir jedes ¢ € R
hat z — ¢ die (einzige) Nullstelle ¢, also gilt das gleiche nach Annahme fiir
[z —c) = f(x) = fle) = f(x) = f(c-1) = pi(x) — cpo(x). Also: Fiir jedes
c € R hat py(z) — epo(z) die Nullstelle ¢, d.h. es ist pi(c) — ¢po(c) = 0 oder
p1(c) = cpo(c) fiir alle ¢ € R. Damit folgt aber p;(x) = xpo(x).

Das lift sich verallgemeinern: Fiir jedes ¢ € R hat 2* — ¢* die Nullstelle
¢, also gilt das gleiche fiir f(z*F — c*) = f(2*) — f(c¥) = pp(x) — f(F- 1) =
pr(z)—c* f(1) = pr(x) —c*po(x). Alsoist py(c)—c*po(c) = 0 oder pi(c) = *po
fiir jedes ¢ € R, d.h. es ist p, = z"po.

Damit liegt f wegen der R-Linearitat von f auf ganz R[X] fest: Es ist
f(q) = poq fiir alle ¢ € R[X]. Jede Abbildung der gesuchten Art ist also von
der Form f(q) = pq fiir ein p € R[X], das keine reellen Nullstellen hat.

Andererseits priift man leicht nach, dass diese Abbildungen alle die fragliche
Eigenschaft haben. Und damit haben wir sie alle gefunden.

Aufgabe 12.5:

(a) Es sei a := v/3 + 7v/13 + 9v/5. Zeige: Der von {a’ : i € N} erzeugte
Untervektorraum des Q-Vektorraumes R ist endlich-dimensional. Benutze
dann das SFP fiir Vektorrdume.

(b) Analog zu (a) findet man ein solches Polynom ¢, dass ¢(v/7 +7+/10 —
2¢/11) = 0. Setze dann p = ¢ + 1.

Aufgabe 12.6: Ist p,, = gq1¢q2 und ¢, ¢o # 1, so sind die Koeffizientensummen
von ¢; und ¢y beide grofer als 1. Nun ist aber aber die Koeffizientensumme
eines Polynoms p gerade p(1), also ist (n+ 1) = p,(1) = ¢:(1)g2(1); da ¢ (1)
und go(1) beide > 1 sind, ist (n + 1) also keine Primzahl.

Fiir die Gegenrichtung betrachte das Produkt (S¥_X7)(5!_o X7¢*+D),

Aufgabe 12.7:

(a) Wir betrachten den Spezialfall A,, = Zieht man

—_ = = Q
e
— Q =
Q = = =
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nacheinander die (n — 1)te Zeile von der nten Zeile, die (n — 2)te Zeile von
a 1 1 1
der (n—1)ten Zeile usw. ab, erhélt man L 6 “ Cll: clz . 8 1 8 . Ad-
0 0 l—a a—-1
diert man nun nacheinander die n-te Spalte zur (n—1)ten Spalte, die (n—1)te
a+3 3 2 1
0 a-1 0 0 .
Spalte zur (n—2)ten Spalte usw., kommt 0 0 a—1 0 mit
0 0 0 a-—1
der Determinante (a + 3)(a — 1)3. Diese Herleitung laft sich leicht verallge-
meinern und liefert dann det(A,,,) = (a +n —1)(a — 1)"" 1.

(b) Ist y = 0, so ist det(Cyyn) = 2™ Andernfalls konnen wir jeden
Eintrag von C, , , durch y teilen und erhalten die Matrix A%m aus (a). Es
ist dann also det(Cyyn) = y”det(A%Vn) = (5 +n—1( - 1)1,

(¢) Mit der Leibnizformel sieht man, dass die gesuchte Zahl gerade gleich
det(Ayp,) ist.

Aufgabe 12.8:

(a) Tipp: C;,, = I2+(n_2)x1y_(n_1)y2 By y.n, Wobei
T+ (n—2)y —y —y —y —y
—y x4+ (n—2)y —y —y —y
B B —y —y r+(n—2)y —y —y
Yy Y Yy Y Yy
—y —y —y —y z+(n—2)y

n(z—y) - n
b) Zr DD = e

Aufgabe 12.9:

(a) Tipp: Subtrahiere zunéchst die erste Spalte von allen anderen Spalten;
subtrahiere dann geeignete Vielfache der iibrigen Zeilen von der ersten Zeile,
um auf eine Dreiecksmatrix zu kommen. Betrachte gesondert die Fille, dass
eines oder mehrere der z; gleich 1 sind.

(b) Teile durch @, um eine Matrix der in (a) betrachteten Form zu erhal-
ten.

Aufgabe 12.10:
Losung: L;l Beweis mit Induktion.

Aufgabe 12.11:
Gehe analog zu Beispiel 12.26 vor.
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Aufgabe 12.12:

Tipp: Als Induktionsvariable empfiehlt sich |z| + |y|. Ist || = |y|, so ist
wegen der Bedingung der Teilerfremdheit z,y € {—1, 1} und die Aussage ist
trivial; ebenso, wenn |z| = 0 oder |y| = 0. Andernfalls sei 0 < |z| < |y,
betrachte dann |z| und |y| — |z|.

Aufgabe 12.13:
(a) Benutze Induktion.
(b) Tipp: Esist A™™ = A™A™ (und also auch A" = A" A" A",

Aufgabe 12.14:

Benutze vollstandige Induktion und Aufgabe 12.16. Uberlege dann, welche
Eigenschaften von R im Beweis benutzt werden, um (b) und (c) zu beant-
worten.

Aufgabe 12.15: Tipp: Betrachte die Fille n = 0, 1, 2, 3, fiihre die Polynom-
division dort explizit aus und versuche, ein Bildungsgesetz zu raten.

Aufgabe 12.16: Tipp: Zeige zunichst, dass (X — a) fiir jedes k € N ein
Teiler von X* — a* ist. Gehe dazu analog zu Beispiel 12.19 vor.

Aufgabe 12.17:
Tipp: Gehe analog zu Beispiel 12.21 vor.

Aufgabe 12.18:

a b c
(a) Berechnen wir AA® fiir eine 3x 3-Matrix A= | d e f |, soerhalten
g h 1
wir
a b c\ [a d g a? + 0%+ 2 < *
AA'=|d e fl|b e h]| = * b+ e? + f2 ¢
g h i c [ i * * g* + h? +i?

Die Spur von AA? ist also die Summe der Quadrate aller Eintrage von A. Nun
rechnet man leicht nach, dass das gleiche fiir beliebige n x n-Matrizen A gilt.
Wenn AA" = 0, so ist auch die Spur (also die Summe der Diagonaleintrige)
von AA! gleich 0; also ist die Summe der Quadrate aller Eintrige von A
gleich 0, d.h. alle Eintrage von A sind gleich 0.

(b) Der Beweis in (a) hingt nicht von der quadratischen Gestalt von A
ab. Wir konnen also allgemeiner zeigen: Ist A eine beliebige reelle Matrix
mit AA* =0, so ist A = 0.
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Aufgabe 12.19:

(a) Nein. Eine wichtige Invariante beim Ubergang von AB zu BA ist die
Spur, also die Summe der Diagonaleintrige. Da AB und BA die gleiche Spur
haben, hat AB — BA die Spur 0; I,, hat aber die Spur n, ein Widerspruch.

(b) Nein, aus dem gleichen Grund wie in (a).

Aufgabe 12.20:
Tipp: Zeige durch starke Induktion iiber k, dass a; und b; fiir i + 5 < k
in {0,1} liegen.

Aufgabe 12.21:

(a) Z/n!Z ist abelsch, S,, hingegen nicht.

(b) Wir versuchen, einen Isomorphismus f : Z — Z? zu konstruieren.
Sicherlich ist f(0) = (0,0). Was ist mit f(1)? Jedes Element von Z ist eine
Summe endlich vieler Einsen oder das additive Inverse einer solchen Summe:
Esist Z={l+..+1:n e NyU{—(1+..+1):n € N}. Damit miifite

S————— —_—

nx

auch Z2 = {f(1)+ .+ f(1) s n € N} U {= (f(1) + .+ F(1)) : n € N}

J N /
-~ -~

nx nx
gelten. Es sei f(1) = (a,b). Insbesondere existieren also m,n € Z so, dass

m(a,b) = (1,2) und n(a,b) = (2,1). Aus m(a,b) = (1,2) folgt b = 2a und
aus n(a,b) = (2,1) folgt a = 2b. Gleichzeitig kann das nur erfiillt sein, wenn
a = b = 0, dann ist aber f(1) = f(0) und f ist nicht bijektiv. In jedem
Fall ergibt sich also ein Widerspruch, daher kann so ein Isomorphismus nicht
existieren.

(c) Wir versuchen, einen Isomorphismus f zu konstruieren. Sicherlich
muss f das neutrale Element von Z/12Z auf das neutrale Element von
(Z/137Z)* abbilden. Es ist also f(0) = 1. Was ist mit f(1)? Jedes El-
ement von Z/127 ergibt sich als Summe von Einsen. Entsprechend miifste
jedes Element von (Z/13Z)* sich als Potenz von f(1) ergeben. Hat (Z/13Z)*
so ein Element? In der Tat, z.B. die 2. Damit kénnen wir f(i) = 2° mod 13
setzen.

Aufgabe 12.22:

Fir 1 <i < k sei v; € Viyq \ V;. Dann ist {vy,..., v} eine linear unab-
héngige Teilmenge von V; nach dem Schubfachprinzip fiir Vektorrdume hat
sie also hochstens so viele Elemente wie V' Dimensionen hat.

Aufgabe 12.23:
Wir arbeiten riickwérts und nehmen in jedem Fall an, - sei eine solche
Skalarmultiplikation.
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(a) Hier miifite insbesondere 0 =0-1 = (1+1)-1=1-14+1-1 = 2 gelten,
was in Q aber falsch ist.

(b) Es sei 0 # v € V. Von den Elementen von V' der Form ¢ - v, ¢ € Q
miissen nach dem unendlichen Schubfachprinzip zwei gleich sein, etwa ¢q - v
und ¢; - v. Dann ist (¢, — qo)v = 0, aber ¢; — qo # 0, ein Widerspruch.

(c) Es sei 0 # ¢ € Q. Von den Elementen von Q der Form r - ¢, r € R
miissen nach dem unendlichen Schubfachprinzip zwei gleich sein, etwa rg - ¢
und ry - ¢. Dann ist (rqg —r1)g = 0, aber 7o — 1 # 0, ein Widerspruch.

(d) Das Element z = 1-1 von Z miisste die Eigenschaft z+z = 1-1+1-1 =
(5+3)-1=1-1=1 haben. So ein Element gibt es in Z aber nicht.

Zusatz: Gibt es tiberhaupt einen Korper K so, dass (Z,+) sich als K-
Vektorraum auffassen 1&ft?

Aufgabe 12.24:
Tipp: Berechne ¢, und r, fiir n = 1,2, 3, stelle eine Vermutung auf und
beweise sie durch vollstdndige Induktion.

Aufgabe 12.25:
Tipp: Berechne ¢, , explizit.

Aufgabe 12.26:

(a) Eine Basis von V hat n Elemente, V' hat £" Elemente. Wir wéhlen
die Elemente (vy, ..., v,) der Basis nacheinander: v; kann jedes Element von
V' sein aufser 0; dafiir gibt es K™ — 1 Moglichkeiten. v, kann jedes Ele-
ment von V sein, dass nicht aus dem von {v;} aufgespannten Unterraume
stammt. Dafiir gibt es k" — k viele Moglichkeiten. Allgemein kann v; jedes
Element von V sein, dass nicht aus dem von {vy,...,v,_1} aufgespannten
Unterraum stammt, wofiir es k™ — k=1 viele Méglichkeiten gibt. Insgesamt
erhalten wir so (k" — 1)(k™ — k)(k™ — k?)...(k™ — k") Basen, bei denen
wir allerdings die Reihenfolge der Vektoren beriicksichtigt haben. Da Basen

Mengen und nicht Folgen von Vektoren sind, ist die gesuchte Zahl also
(k™ —1) (k™ —k) (k™ —k2)...(k"—k"1)

n! :
(b) Tipp: Zéhle zunéchst fir k£ < n die k-dimensionalen Unterrdume von
V; benutze dazu (a), um die Anzahl der Basen fiir solche Unterrdume zu
zahlen und anschliefsend durch die Anzahl der Basen, die ein solcher Unter-
raum besitzt, zu teilen.

Aufgabe 12.27:
Tipp: Bestimme jeweils eine geeignete Basis.

Aufgabe 12.28:
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(a) Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Spaltenvektoren
linear unabhéngig sind. Sei {sy, ..., s, } die Menge der Spaltenvektoren.

s1 kann jedes Element von K" sein aufser 0; dafiir gibt es also k™ — 1
Moglichkeiten.

S9 kann nun jedes Element von K™ sein, das nicht in span({s;}) liegt; das
sind k" — k Moglichkeiten.

s3 kann jedes Element von K™ sein, dass nicht in span({s, s2}) liegt; das
sind k"™ — k% Moglichkeiten, usw.

Also ergeben sich insgesamt (k" —1)(k"—k) (k" —k?) (k" —k3)...(k" — k"~ 1)
Moglichkeiten.

(b) Nach Beispiel 3.16 haben genau die invertierbaren Matrizen diese
Eigenschaft. Das Ergebnis ist also das gleiche wie in (a).

Aufgabe 12.29:

Tipp: Beweise die Aussagen zunéichst im Fall £ = 2 unter Verwendung der
Leibnizregel. Benutze dann Induktion und fasse dabei die Blocke As, ..., Ay
als Teil eines grofsen Blocks auf.

Aufgabe 12.30:
Tipp: Die analogen Aussagen fiir die Determinante sind durchweg bekannt.
Betrachte die Beweise und passe sie entsprechend an.

Aufgabe 12.31:

Tipp: Wéihle eine Basis B fiir U N W sowie Basen B’ O B fiir U und
B” O B, zeige, dass B U B’ U B” linear unabhéngig ist und benutze das
Schubfachprinzip fiir Vektorraume.

Aufgabe 12.32:

Hinweis: Arbeite riickwérts, analog zu Beispiel 12.21. Da M mehr als ein
Element hat, existiert ein 0 # A € M. Zeige zunichst, dass mit A, B € M,
c € R auch A+ cB € M. Definiere dann B;; wie in Beispiel 12.21. Offenbar
sind die B;; filhrende Spezialfille der Behauptung. Betrachte B;;A + ABy,
fir alle Werte von 1 <4, j,k,1 < n und versuche zu zeigen, dass alle B;; zu
M gehoren.

Aufgabe 12.33:
Wihle eine Basis B von U, ergénze zu einer Basis B U B’ von V' (mit
B’ NB = () und setze W = span(B’).

Aufgabe 12.34:
(a),(b) Verfahre analog zu Beispiel 12.27.
(c) Verfahre analog zu Beispiel 12.13.
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Aufgabe 12.35:
Tipp: Wéihle eine Basis fiir jeden der beiden Vektorrdume V und W.

Aufgabe 12.36:

Es sei B eine Basis wie im Tipp beschrieben. Setze f(1) =1 und f(b) =0
fir b € B\ {0} und ansonsten f(Xycprsb) = Zpeprpf(b). Dann ist f eine
Funktion von R nach R und erfiillt offenbar f(a + b) = f(a) 4+ f(b) fiir alle
a,b € R. Sei b € B\ {1} beliebig, dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein ¢ € Q so,
dass |1 — bq| < e; auberdem folgt f(gb) = qf(b) = ¢-0 =0, aber f(1) = 1.
Also ist f im Punkt 1 nicht stetig, wie gewiinscht.

Aufgabe 12.37:

(a) Tipp: A} = k"1 A,

(b) Tipp: Die erste Zeile von A¥ ist ((]8), (’f), s (nﬁl)) (wobei (E) =0,
falls n > k oder n < 0). Die i-te Zeile ist ((i), (_Zil), (_;12), s (n’iz))

(c) Tipp: Gehe analog zu (b) vor. Betrachte A* fiir kleine Werte von k

und n und vergleiche mit der ausmultiplizierten Darstellung von (1 + z)*.
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(d) Tipp: Esist A = [0

0
1 4
Ay=10 1
0 0

Betrachte dazu das Pascalsche Dreieck:

@ ® © 20

Aufgabe 12.38: Keine Losung.
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13 Kapitel 13

Aufgabe 13.1: Keine Losung; folge dem Tipp.

Aufgabe 13.2:

(a) Wir arbeiten rickwérts. Sei also p ein Polynom, das (X — 4)p(X) =
(X —5)p(X +1) erfiillt. Was konnen wir tiber p sagen? Bei Polynomen emp-
fiehlt es sich, auf Nullstellen zu achten. Was wissen wir iiber die Nullstellen
von p? Der Tipp gibt einen Hinweis: Einsetzen von X = 5 liefert p(5) = 0;
also ist p darstellbar als p(X) = (X — 5)p;(z) fiir ein reelles Polynom p;.
Setzen wir das in die Bedingung ein, erhalten wir (X — 4)(X — 5)py(X) =
(X —5)(X +1—=5)pi1(X +1), also p1(X) = p1(X + 1) — das heiflt aber,
das p; konstant ist (denn ein nichtkonstantes Polynom kann jeden Wert
nur endlich oft annehmen)! Sei etwa p(X) = ¢, ¢ € R. Dann folgt
p(X) = (X = 5)p1(X) = ¢(X —5). Das ist also die einzige Form, die p
haben kann. Andererseits rechnet man leicht nach, dass diese Polynome der
Bedingung auch tatsichlich alle geniigen.

(b) Ahnlich wie in (a) stellen wir zunichst fest, dass p die Nullstelle 6
hat und also als p(X) = (X — 6)p1(X) geschrieben werden kann. Einsetzen
liefert (X —3)(X —6)p1(X) = (X —6)(X —5)p1 (X +1), also (X —3)p1(X) =
(X —5)p1(X +1). Wiederholen wir die Idee, erhalten wir p;(X) = (X —
5)pa(X), also (X —3)(X —5)p2(X) = (X —5)(X —4)p2(X + 1) oder (X —
3)p2(X) = (X —4)p2(X +1). Das kann man nun entweder durch eine kleine
Substitution auf (a) zuriickfithren (welche?) oder durch erneutes Abspalten
von Nullstellen und Einsetzen weiter untersuchen, womit man schliefslich
auf po(X) = (X — 4)p3(X) kommt, wobei p3 konstant sein muss. Ist etwa
p3(X) = ¢, so kommt p(X) = ¢(X — 6)(X — 5)(X — 4); wieder priift man
leicht nach, dass diese Polynome der Bedingung auch alle geniigen.

(c) Verfahre analog zu (a) und (b).

(d) Benutze (a), (b), (c), um das Ergebnis zu raten. Verwendet Induktion
und die Ideen aus (a),(b),(c), um es zu beweisen.

Aufgabe 13.3:Angenommen doch, so existieren insbesondere reelle Zahlen
a < bmit f(a) = f(b) = 0. Zwischen ¢ und b nimmt f ein Maximum
und ein Minimum an; links von a und rechts von b kann f keine weiteren
Nullstellen haben und also das Vorzeichen nicht mehr wechseln. Da f nach
Annahme beliebig grofte und beliebig kleine Werte annimmt, wird f also
rechts von b beliebig grofse Werte annehmen und links von a beliebig kleine
(oder umgekehrt). Wir nehmen OBdA an, dass f rechts von b beliebig grofs
und links von a beliebig klein wird und unterscheiden nun zwei Félle: Falls
das Maximum M von f zwischen a und b positiv ist und etwa an der Stelle
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¢ € (a,b) angenommen wird und weiter 0 < x < M beliebig ist, so wird
der Wert f(z) von f im Intervall [a,b] mindestens zweimal angenommen
(einmal zwischen a und ¢ und einmal zwischen ¢ und b). Auferdem muss
er aber noch rechts von b angenommen werden, da f dort ja beliebig grofe
Werte annimmt. Also wird der Wert x wenigstens dreimal angenommen, ein
Widerspruch.

Aufgabe 13.4:

(c) Tipp: Betrachte die Vorzeichen des ersten und den letzten Koeffizien-
ten von p und (X —1)p. Was wissen wir iiber die Zahl der Vorzeichenwechsel,
wenn der erste und der letzte Koeffizient das gleiche bzw. verschiedene Vorze-
ichen haben?

(d) Analog zu (c).

(e) Benutze (d) und Induktion iiber die Anzahl der Nullstellen.

(f) Tipp: Die negativen Nullstellen von p(X) sind die positiven Nullstellen

von p(—X).

Aufgabe 13.5: Nein; z.B. hat das rationale Polynom X? — 2 zwar einen
Vorzeichenwechsel, aber keine rationalen Nullstellen.

Aufgabe 13.6:

In Beispiel 13.4 wurde gezeigt, dass die fragliche Aussage fiir 2k gilt, wenn
sie fiir k gilt, und dass sie fiir £ — 1 gilt, falls sie fiir & > 2 gilt. Daraus folgt
genau wie dort, dass sie fiir alle natiirlichen Zahlen £ gilt, sobald sie fiir eine
natiirliche Zahl gilt.

Aufgabe 13.7:

Beachte % — Zﬁ = Z(Zik) und benutze das multiple Teleskopprinzip.

Aufgabe 13.8:
(a) Faktorisiere! Es ist i* —1 = (i + 1)(¢ — 1); wir versuchen es also

mit dem Teleskopprmmp Nun ist ﬁ — HLl = (i71)2(i+1) — i231' also ist
1 1 _ 1 11 1
71T 1) (z+1) Damit ist X7 222 T =5ll4+5 -5 — =gl

(b) Benutze 4i* — 1 = (2¢ — 1)(2i + 1) und verfahre wie in (a).

(c) Die linke Seite s, = %%...422;1 ist zwar kein Teleskopprodukt, 1ift

sich aber leicht zu einem ergénzen. Da es uns nur um eine Abschéitzung

5 : 1234 4n-1 _4n®? __
geht, enganzen WIr 2U 5345 Ty peeg = 4n2+1 Dabei haben wir mit ¢,
24 _4n

5512 erganzt, wobel jeder Faktor groker als der entsprechende in s, ist;

. 1 /1 1
also ist s, < t, und syt, = ;=7 7, woraus S, < /g also s, < e
folgt, wie gewiinscht.
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Aufgabe 13.9:

(a) Wir setzen r; = 3 und l6sen die Gleichungen 5r; —ry = 6, 1979 —5r3 =
36, 65r3 —19r, = 216 auf, um in der Folge der ersten r; hoffentlich ein Muster
erkennen zu konnen. Einsetzen und auflosen liefert der Reihe nach r; = 3,
ry =9, r3 = 27, 74 = 81. Das legt die Vermutung r; = 3’ nahe, die wir nun
induktiv beweisen kénnen:

Wegen r; = 3 ist der Induktionsanfang schon gemacht. Angenommen
nun, es ist 7; = 3% Aus 3/(3"* — 27F1) — (3" — 2) = 6 folgt dann
durch einige Umformungen (wobei wir 6° = 23" beachten): r;y;(3" — 2°) =
313 —2i +1—-2%) = 34371 —3.2%) = 3"(3" — 2i), also r;1y = 3!, womit
die Induktion beendet ist.

. 61 31 3i+1
Es ist also G

3i-21)  3i—g9i  3itl_2it1s

woraus wir mit dem Teleskop-

prinzip %L, (3¢+1_2§1)(3¢_2¢) = 313_121 - 3n+31n_+21n+1 =3-(1+ ﬁ%) =
2 — ﬁ% erhalt.

(b) Siehe die Fufnote in Beispiel 13.19 und verfahre wie in (a).

(c) Die Félle 7, = 1,2,3 legen den Ansatz r; = 2'a + 3'b nahe. Setzt man
das in r; (37 — 2771 — ;1 (37 — 2) = 6° und formt — unter Beriicksichtigung
von 2¢3" = 6 — ein wenig um, kommt man auf a + b = 1. Startet man mit
einem beliebigen Wert r; = r, so muss aukerdem r; = 2a + 3b = r gelten.
Daraus folgt b=r —2und a = 1 — b = 3 — r, womit sich die Aufgabe nun
wiederum wie in (a), (b) oder der Losung in Beispiel 13.19 16sen lafst.

Aufgabe 13.10:

(a) Die rechte Seite ist ein alter Bekannter aus Beispiel 13.23. Ver-
suchen wir es also analog durch eine Approximation der Integrale durch Rie-
mannsummen. FErsetzt man auf beiden Seiten das Integral durch die n-te
Riemannsumme, erhélt man die Ungleichung

n n—1

1 1 1
W—FE—F...—F—“%)

Der Einfachheit halber schreiben wir x; fiir f (%), betrachten also die
Ungleichung

< AMUO). At V FOS) S ()

n

n
Ly 4+
xo

Tn—1

< ¥Yxgy..Tp_q

mit zg,...,r,—1 > 0. Wir machen nun ein paar vereinfachende Umfor-
mungen. Bringt man die Summe von Briichen im Nenner links auf den
Hauptnenner xg...x,_1 und 16st den Doppelbruch auf, kommt

nrg...Tp—1 S o/ To T,

Tg...Tpn—2 + 20..Tp—3Tn—1 + ... + T1...00n_1
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Multiplikation mit dem Nenner der linken Seite und Division durch {/zq...x,,_1
liefert

n—1

n(xo..Tp_1) » < Tg..Tp_og+ Toeo-Tp_3Tp—1 + ... + T1..Tpyq

bzw.

Zg...Tp—2 + X09...Tp—3Lp—1 + ... +T1...Tn_1
n .

-1
\/Zg...Tp-1 <

Wenden wir Beispiel 4.5 auf die rechte Seite an, erhalten wir
Y/ (xg...x_1)"" 1 (beachte, dass jedes x; in xq...x, 2 + To...Tp_3Tp_1 + ... +
Z1...Tn—1 in genau (n — 1) Summanden als Faktor vorkommt!). Das ist aber
gerade die linke Seite der letzten Ungleichung.

Damit ist die Ungleichung fiir die Riemannsummen bewiesen; durch Gren-
ziibergang folgt sie auch fiir die Integrale.

Bemerkung: Die Ungleichung, die wir oben gezeigt haben, heift harmonisch-
geometrische Mittelungleichung. Sie ist haufig niitzlich und es lohnt sich, sie
im Hinterkopf zu behalten.

T0.--Tn—2FT0---Tn—3Tpn—1+-.+T1.--Tn—1 >
n =

Aufgabe 13.11:

(a) Ist f'(z) = 0 fiir alle x € [a, b], so ist f konstant, wegen f(0) = 0 also
die Nullfunktion, und also ist fab f(z)dz = 0. Nehmen wir nun an, dass f" auf
[a, b] nicht verschwindet und f also nicht konstant ist. W&hle Schranken!
Da f nur nichtnegative Werte annimmt, nimmt f im Inneren von [a, b] also
mindestens einen positiven Wert an, sei etwa f(x) > 0, x € (a,b). Also
existieren €,&’ > 0 so, dass f(y) > ¢ fir y € [xr — €,z + ¢|. Damit folgt aber
fab fly)dy > f;j: f(y)dy > 2¢’e > 0, ein Widerspruch.

(b) Ist f™(z) = 0 fiir alle x € [a,b], so ist f*~ V) auf [a,b] konstant,
wegen ("~ (a) = 0 also konstant 0. Induktion liefert f(x) = 0 auf [a, b]
fir alle ¢ € {0,1,...,n}, insbesondere also verschwindet f auf [a,b] und also
auch das Integral.

Ist andererseits f™ nicht konstant 0 auf [a, b], so auch £~ nicht (denn
die Ableitung der Nullfunktion ist wieder die Nullfunktion), und induktiv ist
keine der Funktionen f@(z), i € {0,1,2,...,n} die konstante Nullfunktion auf
[a, b], insbesondere f selbst nicht. Nun folgt aber wie in (a), dass fab f(z)dz >
0.

Aufgabe 13.12:
Tipp: Wahle Schranken!

Aufgabe 13.13:
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Die Ungleichung macht zunéchst &hnlich hilflos wie die in Beispiel 13.23.
Dort war eine Approximation der Integrale durch Riemannsummen unsere
Rettung. Versuchen wir, ob das hier nicht ebenfalls hilft! Der Einfachheit
halber sei @ = 0, b = 1, dann sind die Vorfaktoren gleich 1. Ersetzt man
die Integrale jeweils durch die n-te Riemannsumme, so erhalt man die Un-
gleichung

() E

n n n n

n—1

).

Der Einfachheit halber schreiben wir @; statt f(%) und erhalten die Be-
hauptung, dass

Loy o Lzl 1
i+ ey

\/x% + o2 - %o + o+ Th

n n

fir zo,...,xp_1 > 0. Quadrieren und Multiplikation mit n? liefert die
aquivalente Ungleichung

n(x% —f- .+ J]i_l) Z ZE% 4+ ...+ xi—l —|— 220§i<j§n—1xil‘j

bzw.
(n — 1)($g + ...+ l’ifl) Z 220§¢<j§n_1ximj.
2 2
Nun ist nach Beispiel 4.5: 2z;2; = 2 xfx? < 2% =22 + :1:3 Damit

ist also 220§i<j§n—lxi-rj = 20§i<j§n_12xil‘j S EO§i<j§n—l(x? + .CE?) In der
letzten Summe kommt nun aber jeder Summand z? in genau (n — 1) Sum-
manden vor, d.h. die letzte Summe ist gleich (n — 1)(23 + ... + 22_,) — und
damit sind wir fertig.

Also ist die Ungleichung fiir die Riemannsummen bewiesen; durch Gren-
ziibergang folgt sie auch fiir die Integrale.

Bemerkung: Die Ungleichung, die wir oben gezeigt haben, heifsit quadratisch-
arithmetische Mittelungleichung. Sie ist haufig niitzlich und es lohnt sich, sie
im Hinterkopf zu behalten.

Aufgabe 13.14: Tipp: Approximiere v/2 beliebig genau durch rationale
Zahlen.

Aufgabe 13.15:
Betrachte Differenzen! — und benutze den Zwischenwertsatz.

Aufgabe 13.16:

52



(a) Sei p das fragliche Polynom; OBdA haben p den fithrenden Koeffizien-
ten 1. Fiir hinreichend grofe X ist p(X) dann positiv und p(—X) negativ.
Die Behauptung folgt also aus dem Zwischenwertsatz.

(b) Sei S € R* so, dass —S < g(z) < S fiir alle x € R. [ nimmt
nach Annahme beliebig grofe und beliebig kleine Werte an, insbesondere
existieren z,y € R mit f(x) < =S und f(y) > S, also f(z) + g(z) < 0 und
f(y) +g(y) > 0. Als Summe stetiger Funktionen ist f + g stetig. Nach dem
Zwischenwertsatz nimmt f + g also zwischen x und y den Wert 0 an.

(c) Wie in (b) garantiert die Abschétzung, dass f+g¢ positive und negative
Werte annimmt.

Aufgabe 13.17:

Angenommen nicht, und f ist ein Gegenbeispiel. Wahle Schranken!
Es sei p € R = sup{f(z) : « € R}. Wir nchmen OBdA an, dass ein
x € R so existiert, dass f(x) = p — 1 (mit einem beliebigen positiven Wert
anstelle von 1 funktioniert es ebenso, nur weniger iibersichtlich). Da p das
Supremum von f ist, existiert ein y € R so, dass f(y) > p — %; sei etwa
y = x + d. Wir betrachten nun den Wert f(z) mit 2z = y+d = = + 2d.
Wegen der Konvexitit von f ist f(y) = f(3z 4+ 22) < $f(z) + 5 f(2). Also
folgt p—3 < f(y) < 5(p—1)+ 3 f(2) oder p+ % < f(2). f nimmt also einen
Wert oberhalb von p an, wihrend p doch das Supremum der Werte von f
sein sollte! Ein Widerspruch.

Aufgabe 13.18: Sei [a,b] das fragliche Intervall, a < b. Was konnte
das ‘Bildintervall’ fiir Grenzen haben? (Sicherlich kann man nicht einfach
[f(a), f(b)] betrachten, wie etwas das Beispiel f(z) = 2%, a = -1, b =1
zeigt.) Das Extremalprinzip garantiert uns immerhin, dass f in [a, b] ein Max-
imum M und ein Minimum g annimmt. Alle Werte von f(z) fiir z € [a, b
werden also im Intervall [u, M] liegen.

Werden diese Werte auch alle angenommen? Allerdings, und zwar wegen
des Zwischenwertsatzes: Sind x,y € [a,b] so, dass f(x) = p und f(y) = M
und ist p < ¢ < M, so existiert nach dem Zwischenwertsatz ein z € [z, y] so,
dass f(z) = c¢. Damit ist das Intervall [, M] also wie gewiinscht.

Aufgabe 13.19: Verfahre analog zu Beispiel 13.8.

Aufgabe 13.20:

Zwischen zwei Nullstellen von f ist die Funktion f’ entweder konstant 0
oder sie wechselt das Vorzeichen und hat also nach dem Zwischenwertsatz
eine Nullstelle. Benutze nun Induktion tber <.

Aufgabe 13.21:
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(a) Lege zunéchst eine beliebige Gerade g durch P. Ist g schon wie
gewiinscht, sind wir fertig. Andernfalls liegen auf einer Seite, etwa auf der
rechten Seite, von g mehr blaue als gelbe Punkte und auf der anderen, der
linken, weniger. Wir drehen nun ¢ um 180° um P. Zum Schluss liegen
rechts mehr gelbe als blaue Punkte und links mehr blaue als gelbe. Nach
Annahme wechselt wihrend des Drehvorgangs hochstens ein Punkt die Seite;
die Differenz zwischen der Zahl der gelben und der Zahl der blauen Punkte
rechts von ¢ édndert sich also um héchstens 1. Zu Beginn ist sie negativ, zum
Schluss positiv; also muss sie zwischendurch 0 gewesen sein, und zu diesem
Zeitpunkt lagen gleich viele gelbe wie blaue Punkte auf der rechten (und also
auch auf der linken) Seite von G.

(b) Analog.

Aufgabe 13.22: Da p; nur eine Variable X; hat, hat p; auch nur endlich
viele Nullstellen, etwa x11, 19, ..., Z1,,. Wenn pi(X7) und po(Xi, Xo) gle-
ichzeitig verschwinden sollen, muss insbesondere X € {1, ..., x1,, } gelten.
Setzt man in p, fiir X, eine dieser Zahlen ein, erhélt man ein Polynom mit
einer Variablen, das wiederum nur endlich viele Nullstellen hat.

Diese Betrachtung legt es nahe, das Konigsche Lemma anzusetzen. Wir
betrachten folgenden Baum B: Die Wurzel von B ist die leere Folge, anson-
sten besteht B aus endlichen Folgen reeller Zahlen, wobei (1, s, .., .x,) € B,
falls p1(z1) = po(x1, 22) = ps(x1, T2, 23) = ... = pu(21,...,x,) = 0. Dass diese
Menge tatséchlich ein Baum ist (also unter Anfangsstiicken abgeschlossen),
ist leicht zu sehen. Da nach Annahme jede endliche Menge der Polynome
eine gemeinsame Nullstelle hat, ist B auferdem unendlich. Schlieflich: Ist
(1, ...,x,) € Bund (x1, ..., T,, T,y1) ein direkter Nachfolger, so ist z,; eine
Nullstelle von p,41(x1, ..., s, Xy11), einem reellen Polynom mit einer Vari-
ablen, das also nur endlich viele Nullstellen hat (wir ignorieren hier den Son-
derfall, dass p,1(x1, ..., Tp, X;41) das Nullpolynom ist und iiberlassen seine
Behandlung dem Leser bzw. der Leserin). Also ist B endlich verzweigt und
hat nach dem Konigschen Lemma also einen unendlichen Zweig (z; : i € N).
Dieser Zweig ist aber offenbar wie gewiinscht.

Aufgabe 13.23:

Im Unterschied zu Beispiel 13.11 haben wir es hier nicht mehr mit einer
abzahlbaren Menge von Intervallen zu tun, die man mit den natiirlichen
Zahlen indizieren konnte. Wir miissen den Baum also irgendwie anders auf-
bauen. Die neue Idee ist: Bilde wie in 13.11 einen Baum, dessen Ecken Teilin-
tervalle von [0, 1] sind, die durch fortgesetztes Halbieren entstehen, und zwar
diejenigen, die sich nicht durch eine endliche Teilmenge der I, tiberdecken
lassen. Dann funktioniert der Beweis genauso.
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Aufgabe 13.24: Keine Losung.
Aufgabe 13.25: Keine Losung.

Aufgabe 13.26: Wir konstruieren einen Baum, bestehend aus den Inter-
vallen I* wie im Beispiel 13.11, wobei nur diejenigen Intervalle zu Knoten
des Baumes werden, in denen unendlich viele Folgenglieder liegen. Das In-
tervall I” ist dabei direkter Nachfolger des Intervalles I, wenn I’ halb so lang
ist wie I und I’ C I. Dieser Baum ist sicherlich endlich verzweigt (jeder
Knoten hat hochstens zwei direkte Nachfolger) und unendlich (auf dem k-
ten Level liegen nur endlich viele Intervalle, wenigstens eines davon muss
unendlich viele Folgenglieder enthalten und also zum Baum gehoren). Nach
dem Konigschen Lemma besitzt der Baum also einen unendlichen Zweig;
wahlt man aus jedem dazugehorigen Intervall ein Folgenglied, erhalt man die
gewiinschte Teilfolge.

Aufgabe 13.27: Keine Losung.

Aufgabe 13.28:

Betrachte Differenzen!, um die Behauptung in eine dquivalente Be-
hauptung iiber die Existenz komplexer Nullstellen von nichtkonstanten kom-
plexen Polynomen zu verwandeln. Verwende dann den Fundamentalsatz der

Algebra.

Aufgabe 13.29:

Tipp: Verfahre analog zu Beispiel 13.26.

Zusatz: Zeige: Auch drei Polyeder lassen sich gleichzeitig durch eine
Ebene halbieren.

Aufgabe 13.30: Tipp: Zwischenwertsatz.
Aufgabe 13.31: Gehe analog zu Beispiel 13.4 vor.

Aufgabe 13.32:

Beachte, dass hier im Unterschied zum Leitprinzip von Abschnitt 13.5.2
(‘Wéhle Schranken’) gefordert ist, dass die untere Schranke und der Abstand
von xg, in dem sie giiltig ist, die gleiche Zahl sind. Tatséchlich ist dieser
Zusatz aber nicht schwer zu erreichen. Gemaéfs 13.5.2 existieren zunéchst
e,e' > 0so, dass f(x) > ¢ fir z € [xg— &', 29+ &']. Ist &’ = ¢, sind wir fertig.
Ist ¢ < &, ersetzen wir &’ durch ¢, also das Intervall [xg — &', 29 + ¢'] durch
das darin echt enthaltene Intervall [xy — ¢,z + €], in dem die Ungleichung
f(z) > € natiirlich weiterhin gilt. Ist andererseits £ > £, so ersetzen wir ¢
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durch ¢, machen die untere Schranke also kleiner, wodurch die Ungleichung
natiirlich richtig bleibt.

Aufgabe 13.34:

(a) Folge dem Tipp.

(b) Benutze die Idee aus (a): Mit ausreichend kleiner Schrittweite muss
man schliefslich in jedem noch so kleinen Intervall landen...

Aufgabe 13.35: Tipp: Zwischenwertsatz.

Aufgabe 13.36: Keine Losung.
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14  Kapitel 14

Aufgabe 14.1:Verfahre wie in Beispiel 14.3, betrachte aber nur die linear
unabhéingigen Mengen, die die gegebene linear unabhéngige Teilmenge er-
weitern.

Aufgabe 14.2:Verfahre wie in Beispiel 14.3, betrachte aber nur die linear
unabhéangigen Mengen, die in der gegegebenen erzeugenden Menge als Teil-
mengen enthalten sind.

Aufgabe 14.3:

Die Maximalitétsbedingung ist hier offensichtlich; unsere partielle Ord-
nung P besteht also aus allen echten Untergruppen von G, die H als Unter-
gruppe enthalten, geordnet durch C. Das sieht nach der speziellen Form des
Zornschen Lemmas aus. Sicherlich ist ein maximales Element dieser Ordnung
wie gewiinscht. Sind die Voraussetzungen des speziellen Zornschen Lemmas
erfiillt? Sei K eine durch C linear geordnete Teilmenge von P. Wir wollen
zeigen, dass U := |J K zu P gehort. Sicherlich ist eine aufsteigende Vereini-
gung von Untergruppen wieder eine Untergruppe, und sicherlich ist H C U.
Ist U aber auch eine echte Untergruppe? Das ist nicht offensichtlich, denn
eine aufsteigende Vereinigung echter Teilmengen muss ja keine echte Teil-
menge mehr sein, wie etwa das Beispiel | J,cy11,2,...,n} = N zeigt.

Nun haben wir bisher die Bedingung ‘endlich erzeugt’ noch nicht benutzt.
Vermutlich wird es Zeit, sie einzusetzen. Aber wie? Mache die Daten so
konkret wie moglich! G ist endlich erzeugt. Also existiert eine endliche
Teilmenge X = {xy,...,x,} von G so, dass G die kleinste Untergruppe von
G ist, die X als Teilmenge enthélt. Damit konnen wir die Bedingung ‘echte
Untergruppe’ auch so charakterisieren: Es existiert ein z; so, dass z; ¢ U.
Falls nicht, existiert zu jedem i € {1,2,..,.n} ein H; € K so, dass x; € H;.
Unter den endlich vielen H;, die durch C linear geordnet sind, muss eine
maximal sein, etwa Hy. Dann ist aber X C Hy, also H, = G, im Widerspruch
zur Annahme, dass Hj, als Element von K eine echte Untergruppe von G ist.

Also sind die Voraussetzungen fiir die spezielle Form des Zornschen Lem-
mas erfiillt und das Argument funktioniert.

Aufgabe 14.4:

Hier ist die ‘Maximalitatsbedingung’, dass f auf ganz N definiert sein
soll, die ‘Restbedingung’ dagegen ‘Injektion nach X’. Wir konnten also als
partielle Ordnung die injektiven Abbildungen von Teilmengen von N nach
X betrachten, geordnet durch die Teilmengenrelation. Die Bedingungen des
Zornschen Lemmas sind dann erfiillt, und wir erhalten die Existenz eines
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maximalen Elementes F. Leider gibt es keine Garantie, dass F' auf ganz N
definiert ist - I’ konnte z.B. eine Bijektion zwischen X und der Menge der
geraden Zahlen sein. Klar ist allerdings, dass der Definitionsbereich D von
[ nicht endlich sein kann, denn sonst hétte D ein maximales Element n und
die Funktion F’ : {1,2,...,n} — X, gegeben durch F'(i) = F(i) fur i € D
und F’(i) = = € X beliebig fiir ¢ ¢ D wiére eine Surjektion von {1,2,...,n}
nach X, im Widerspruch zur Annahme. F wird also eine Injektion von
einer unendlichen Teilmenge von N nach X sein, und es ist nun nicht mehr
schwierig, daraus eine Injektion F von N nach X zu erhalten, indem man etwa
k; fiir alle i € N als die it-grofte Zahl in D definiert und dann F/(i) = F(k;)
setzt.

Aber mit einer etwas geschickteren Wahl der Annéherungen geht es di-
rekter: Eine Menge S C N heifst ‘nach unten abgeschlossen’, falls S mit einer
natiirlichen Zahl n stets auch alle natiirlichen Zahlen < n enthélt. Die nach
unten abgeschlossenen Teilmengen von N sind also (), die Mengen der Form
{1,2,...,n} mit n € N und N selbst. Betrachten wir nun die injektiven Funk-
tionen von nach unten abgeschlossenen Teilmengen von N nach X, geordnet
durch die Teilmengenrelation, als partielle Ordnung, so sind wiederum die Be-
dingungen des Zornschen Lemmas erfiillt, und das maximale Element dieser
Ordnung ist sofort eine Injektion von N nach X.

Aufgabe 14.5:

Die ‘Maximalitatsbedingung’ ist hier ‘total’, die ‘Restbedingung’ ist ‘par-
tielle Ordnung auf X, die <x respektiert’. Als Ordnung benutzen wir die
Teilmengenrelation. In diesem Fall ist es leicht, zu zeigen, dass die Bedin-
gungen der speziellen Form des Zornschen Lemmas erfiillt sind (anders als
bei Beispiel 14.4 gibt es hier kein Problem mit Erweiterungen ‘nach links’, da
hier ja keine Wohlfundiertheit verlangt wird). Wie in Beispiel 14.4 zeigt man
dann, dass maximale Elemente der Ordnung totale Ordnungen sein miissen:
Andernfalls fiigt man ein fehlendes Element einfach an beliebiger Stelle in
die Ordnung ein, um sie echt zu erweitern und zu einem Widerspruch zu
gelangen.

Aufgabe 14.6:

Y C X ist eine nach ‘nach unten abgeschlossene Teilmenge’ von X falls
fir x,y € X aus ¢ <x y € Y schon € Y folgt. Kombiniere nun die Ideen
aus Aufgabe 14.5 und Beispiel 14.4, betrachte also partielle wohlfundierte
Ordnungen auf nach unten abgeschlossenen Teilmengen von X, die <y re-
spektieren. Sind (Yp, <o) und (Y7, <;) zwei solche Ordnungen, so setze
(Yo, <o) < (Y1, <y), falls Yy C V), <4 eine Erweiterung von <q ist und fiir
y1 € Y1\ Yo, yo € Y niemals y; <y yp gilt.
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Aufgabe 14.7:

Die ‘Maximalitdtsbedingung’ ist die Forderung, dass f auf ganz F definiert
ist, die ‘Restbedingung’, dass f eine partielle Funktion von F nach |JF so
ist, dass f(x) € x fiir alle z € F.

Aufgabe 14.8:Benutze die spezielle Form des Zornschen Lemmas: Betrachte
F, geordnet durch C. Ist K C F eine durch C linear geordnete Teilmenge,
so wollen wir zeigen, dass | J K € F. Da F endlichen Charakter hat, geniigt
es, zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge von |JK in F liegt. Sei also
X ={x1,...,2,} C|JK endlich. Dann existiert zu jedem i € {1,2,...,n} ein
M,; € K so, dass x; € M;. Nun ist {M; : 1 < i < n} eine durch C linear
geordnete endliche Menge, besitzt also ein C-maximales Element M;. Dann
ist aber X C M; C |J K, was wir zeigen wollten.

Aufgabe 14.9: Tipp: Die linear unabhéngigen Teilmenge eines Vektor-
raumes bilden eine Familie von endlichem Charakter.

Aufgabe 14.10: Tipp: Es sei (P, <p) eine partielle Ordnung, die der Vo-
raussetzung des Zornschen Lemmas gentigt. Nun sei F die Menge aller durch
<p linear geordneten Teilmengen von P. Zeige, dass F endlichen Charakter
hat, benutze Tukeys Lemma, um ein maximales Element M von F zu er-
halten und zeige, dass das durch die Annahme iiber P garantierte Element
m von P, das in <p mindestens so grof ist wie alle Elemente von M, ein
maximales Element von (P, <p) ist.

Aufgabe 14.11: Hier sind Maximalitdts- und Restbedingung offensichtlich.

Aufgabe 14.12:
Tipp: Die Maximalitdtsbedingung ist ‘aufspannend’; die Restbedingung
‘Teilbaum von G’, die Ordnung die Teilmengenrelation.

Aufgabe 14.13:

(a) Hier darf man sich von der Form der Aufgabe nicht in die Falle locken
lassen, denn natiirlich braucht man das Zornsche Lemma nicht: Schlieflich
ist jede Kante selbst schon ein Pfad!

(b) Hier ist man durch den endlichen Fall vielleicht versucht, es mit einer
Induktion zu versuchen: Hat G keinen Kreis, ist man fertig. Gibt es noch
einen Kreis in GG, entfernt man alle seine Kanten und erhélt einen Graphen
mit weniger Kanten, auf den man die Induktionsannahme anwenden kann.
Fiir endliche Graphen (bzw. solche mit nur endlich vielen Kanten) funk-
tioniert dieses Argument. Enthélt der Graph aber unendlich viele Kanten,
klappt es so nicht mehr: Ein Kreis hat nur endlich viele Kanten, und wenn
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man die aus der unendlichen Kantenmenge entfernt, werden es leider nicht
‘weniger’.

Also versuchen wir es mit dem Zornschen Lemma. Gesucht ist eine Menge
X, bestehend aus disjunkten Kreisen von G so, dass die G = (V, E') keinen
Kreis mehr enthélt, wenn man alle Kanten in [ X aus G entfernt. Als Max-
imalitdtsbedingung bietet sich hier die Eigenschaft an, dass (V. E \ |JX)
keinen Kreis mehr enthilt, als Restbedingung entsprechend ‘Menge von dis-
junkten Kreisen’, als Ordnungsrelation C. Die Bedingungen des Zornschen
Lemmas sind dann erfiillt, und wir erhalten somit die Existenz einer C-
maximalen Menge Y, die die Restbedingung erfiillt. Enthélt nun (V, E\JY)
noch einen Kreis K, so erfiillt auch Y U {K} die Restbedingung, was der
Maximalitdt von Y widerspricht. Also ist Y wie gewiinscht.

Aufgabe 14.14:
Verfahre analog zu Beispiel 14.1, betrachte aber nur diejenigen echten
Ideale von R, die J erweitern.

Aufgabe 14.15:Modifiziere die Losung von Aufgabe 14.12 geeignet.

Aufgabe 14.16:

(a) Verfahre analog zu Beispiel 14.2, betrachte aber nur diejenigen Représen-
tantensysteme, die Y erweitern.

(b) Verfahre analog zu Aufgabe 14.7, betrachte aber nur diejigen par-
tiellen Auswahlfunktionen, die f erweitern.

Aufgabe 14.17:

(a) Die Behauptung, dass [),c; U, stets eine obere Schranke der Kette
(U, : v € 1) ist, ist leider falsch, selbst dann, wenn F nur eine einzige Menge
enthdlt. Sei etwa F = {N} und U; = {k € N: k > i} fiir ¢ € N. Dann ist
Uy DUy D2 U;s D ..., alsoist (U; : i € N) durch DO aufsteigend geordnet; aber
(Nien Ui ist leer, also sicherlich kein Uberreprisentantensystem fiir 7. Daher
schldgt der Beweis leider fehl, dhnlich dem nach Beispiel 14.3 beschriebenen
Versuch zum Beweis, dass jeder Vektorraum eine Basis hat.

(b) Wir definieren die Ordnung wie in Aufgabenteil (a) beschrieben und
versuchen, zu zeigen, dass die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas erfiillt
sind. Sei (U, : ¢ € I) eine aufsteigende Kette in (U, <), S = (), U,. Falls S
kein Uberreprisentantensystem von F ist, existiert X € F mit SN X = (.
Das heifst aber, dass zu jedem = € X ein «(x) so existiert, dass « ¢ U,). Nun
existiert unter den endlich vielen ¢(z) mit z € X ein Maximum beziiglich <,
etwa i. Da die U, durch O aufsteigend geordnet sind, ist U,,) 2 U; fir
alle v € X, also z ¢ U; fir alle z € z, dh. U;N X = (), was aber der
Annahme widerspricht, U; sei ein Uberreprisentantensystem von F. Also
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sind die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas erfiillt. Sei U € U maximal
beziiglich <. Nun zeigt, das in Aufgabenteil (a) gegebene Argument in der
Tat, das U ein Reprasentantensystem fiir F ist.

61



Vor- und Nachtest sowie weltere
Aufgaben
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1  Vortest

Die folgenden Aufgaben sollen dazu dienen, deine Beherrschung einiger wichtiger
Losungsstrategien zu erfassen. Bearbeite sie also vor der Lektiire des Buches.
Lasse dir Zeit - es kann sehr ergiebig sein, eine oder zwei Stunden iiber eine
Aufgabe nachzudenken. Notiere dir die Anzahl der Aufgaben, die du lésen
konntest. Nach Lektiire des Buches kannst du sie mit dem Ergebnis des
Nachtests vergleichen, um deinen Lernfortschritt einzuschitzen. Markiere
dir die Aufgaben, die du nicht 16sen kannst, besonders die, bei denen du
keinen Ansatz findest. Komme wéahrend und nach Lektiire des Buches auf
sie zurlick. Kennst du inzwischen eine Strategie, mit der man sie angehen
konnte?

Aufgabe 1: Die Ebene wird durch 3 Ellipsen und 4 Quadrate in nicht weiter
unterteilte Teilflachen zerlegt. Wie viele Flachen konnen dabei hochstens
entstehen?

Aufgabe 2: Essein € Nund f:{1,2,....n} = {1,2,...,n} eine Funktion.
Zeige: Es existiert eine nichtleere Teilmenge X C {1,2,...,n} so, dass f[X]| =
X.

Aufgabe 3: Auf der kreisrunden Geburtstagstorte des fairen Fritz befinden
sich 102 punktformige Kirschen, davon keine zwei auf einem Radius (also
einer Verbindung vom Mittelpunkt zum Rand des Kreises). Fritz mochte
nun fiir sich ein keilférmiges Tortenstiick mit Mittelpunktswinkel 60° her-
ausschneiden, auf dem genau 17 Kirschen liegen. Zeige, dass das immer
moglich ist.

Aufgabe 4: Sieben leuchtfihige Knopfe sind in einem Kreis angeordnet;
driickt man auf einen der Knopfe, wechseln seine beiden Nachbarn ihren
Zustand von ‘leuchtend’ zu ‘nicht leuchtend” bzw. von ‘nicht leuchtend’ zu
‘leuchtend’. Anfangs liegt eine gewisse Konfiguration K leuchtender Knépfe
vor.

(a) Zeige: Kann man durch eine Reihe von Knopfbetétigungen von einer
Konfiguration K in eine Konfiguration K’ gelangen, so auch von K’ nach K.

(b) Bestimme ein Verfahren, mit dem man jede Konfiguration durch eine
Reihe von Knopfbetitigungen in eine Konfiguration iiberfithren kann, in der
nur noch hochstens ein Knopf leuchtet.

(c) Es sei Ky die Konfiguration, in der kein Knopf leuchtet und K die
Konfiguration, in der alle Knopfe leuchten. Zeige, dass man aus Ky nicht
nach K gelangen kann.
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Aufgabe 5: Die natiirlichen Zahlen a,b,c,d haben keinen gemeinsamen
Primfaktor. Zeige: Es existieren p, q,r,l € Z so, dass ap + bq + cr + dl = 1.

Aufgabe 6: Es sei P die Menge der Primzahlen. Zeige: Es existiert eine
unendliche Teilmenge X C P so, dass p, — p; fiir alle p1, ps € X mit p; < po
durch 11111 teilbar ist.

1 o\ 1000
Aufgabe 7: Bestimme (O 1) .

Aufgabe 8: Es seien xy,...,71; € RT so, dass ¥/, x; = 1. Zeige: Es ex-

istieren verschiedene 7,5 € {1,2,...,11} so, dass z; + x; < }1.

Aufgabe 9: Es sei n > 5. Aus dem vollstdndigen Graphen K, mit n Ecken
werden alle Kanten eines kreisfreien Teilgraphen entfernt. Zeige, dass der
Restgraph einen Kreis enthélt. Zeige weiter, dass der Restgraph einen Kreis
der Lange 3 enthalt.

Aufgabe 10: Zeige: Sind x1, ..., x5 > 0, soist (x1+...+:1:5)($—11+...+z—15) > 25.

Aufgabe 11: Finde alle Paare (m,n) € N x N mit % =n.

Aufgabe 12: Es seien 9 natiirliche Zahlen gegeben, deren Primfaktoren alle
in {2,3,5} liegen. Zeige: Es sind darunter zwei verschiedene, deren Produkt
eine Quadratzahl ist. Wie viele solche Zahlen braucht man, damit darunter

sicher 3 verschiedene sind, deren Produkt eine dritte Potenz einer natiirlichen
Zahl ist?

Aufgabe 13: Es sei wieder P die Menge der Primzahlen.

(a) Zeige: Fiir unendlich viele p € P hat 2° — 2® = 2 eine Losung x in
Z7/pZ.

(b) Es sei n € N. Zeige: Fiir unendlich viele p € P hat 2 + y™ = 2" eine
Losung in Z/pZ mit x,y, z # 0.

Aufgabe 14: Es seien xy,...,x9 € R. Zeige: Es sind darunter 3, deren
paarweise Differenzen alle rational sind, oder 5, deren paarweise Differenzen
alle irrational sind.

Aufgabe 15:

(a) Es seien z,y € N so, dass & + y ein Teiler von z® ist. Zeige: x + y ist
ein Teiler von g3.

(b) Es seien z,y € N so, dass x — y ein Teiler von x® ist. Zeige: z — y ist
ein Teiler von 3°.
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Aufgabe 16: Gegeben ist eine endliche Menge M von Fliesentypen; eine
Fliese hat die Form eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenldnge 1, dessen
Seiten mit einer von endlich vielen Farben gefarbt sind. Von jedem Typ in M
steht ein beliebiger Vorrat an Fliesen zur Verfiigung. Bei einer Kachelung mit
diesen Fliesen diirfen zwei Fliesen nur dann am Rand zusammenstofien, wenn
sie dort die gleiche Farbe haben. Wir nehmen an, dass sich jedes gleichseitige
Dreieck mit ganzzahliger Seitenldnge komplett mit den gegebenen Fliesen
kacheln lafst. Zeige, dass sich dann die ganze Ebene so kacheln l&ft.

Aufgabe 17: Es sei A = ! 2), ferner schreiben wir A™ = (a" b").

2 1 Cn dp
Zeige: Fiir alle n > 1 ist agn > bon.

Aufgabe 18: In Cantors Paradies gibt es jeweils unendlich viele Herren und
Damen und alle Sympathien beruhen dort auf Gegenseitigkeit. Aufterdem
findet jede Dame genau zwei Herren und jeder Herr genau zwei Damen sym-
pathisch. Beim grofsen Sylvesterball sollen sich alle Damen und Herren in
(zweigeschlechtlichen) Tanzpaaren zusammenfinden, wobei die Tanzpartner
sich jeweils sympathisch sein sollen. Zeige, dass eine solche Tanzordnung
moglich ist.

Aufgabe 19: Es sei K C R? konvex und kompakt, n > 2 eine natiirliche
Zahl. Zeige, dass man K nicht durch n Kreisscheiben iiberdecken kann, die
einander hochstens am Rand beriihren.

Aufgabe 20: Es sei ag = 0 und a4, = 3F — a fir £ > 0. Finde eine
explizite Vorschrift fiir a; in Abhéngigkeit von k.

Aufgabe 21: Es sei f eine stetige Funktion so, dass fol f(z)eP@dy = 0 fiir
jedes Polynom p € R[X]. Zeige: Es ist f(z) = 0 fiir alle z € [0, 1].
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2 Nachtest

Die folgenden Aufgaben sollen dazu dienen, deine Beherrschung einiger wichtiger
Losungsstrategien nach der Lektiire des Buches zu erfassen. Wiederum:
Lasse dir Zeit - es kann sehr ergiebig sein, eine oder zwei Stunden iiber eine
Aufgabe nachzudenken. Vergleiche die Aufgaben mit den im Buch vermit-
telten Losungsstrategien. Welche konnten geeignet sein? Welche eher nicht?
Kennst du inzwischen dhnliche Aufgaben?

Notiere dir die Anzahl der Aufgaben, die du l6sen konntest und vergleiche
mit dem Ergebnis im Vortest.

Aufgabe 1: Es sei G ein zusammenhéngender, abzahlbarer Graph ohne
Kreise. Eine ‘perfekte Kanteniiberdeckung’ von G ist eine Menge X von
Ecken von G so, dass fiir jede Kante k von GG genau eine Ecke von k in X
liegt. Zeige, dass G eine perfekte Kanteniiberdeckung besitzt.

Aufgabe 2: Essei k € N. Eine Folge s von Elementen der Menge {1,2,...,n}
heifst ‘k-stotterfrei’, falls in s keine Teilfolge k£ mal direkt hintereinander
auftritt. So ist z.B. 10010110 3-stotterfrei, 110101011010 aber nicht, weil hier
die Teilfolge 101010 auftritt, die aus drei Wiederholungen von 10 besteht.

Zeige: Gibt es zu k,n € N k-stotterfreie Folgen von Elementen der Menge
{1,2,...,n} in jeder endlichen Lénge, so existiert eine solche Folge unendlicher
Lange.

Aufgabe 3: Eine positive Treppenfunktion ist eine Funktion ¢ : [0,1] — R*
so, dass endlich viele disjunkte halboffene Intervalle Iy, ..., I,, mit |J_, I; =
[0,1) derart existieren, dass mit I; = [a;,b;) und j < n stets aj41 = b;
gilt und ¢ auf jedem dieser Intervalle konstant ist; ferner sei ¢(1) = t(a,).
Es sei nun f : [0,1] — R stetig so, dass f01 f(z)t(x) = 0 fiir jede positive
Treppenfunktion ¢. Zeige: Es ist f(x) = 0 fiir alle z € [0, 1].

Aufgabe 4: Es seien m,n € Z, (m,n) # (0,0) und k£ € N. Wir betrachten
Summen der Form Y2#7¢,0;, wobei &; € {—1,1} und v; € {(7:) : (Z)} fiir
i€{l1,2,...,(2k + 1)}. Kann solch eine Summe gleich 0 sein?

Aufgabe 5: Bestimme die 2017te Ableitung der Funktion f(z) = e*".

Aufgabe 6: Zeige: Die Gleichung a* + b* + ¢* + d* = 5abed hat keine
ganzzahligen Losungen aufser (0,0,0,0).

Aufgabe 7: Bestimme die Summe Zzzlm in Abhéngigkeit von
n.
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Aufgabe 8: Es sei @ = [0,1] x [0, 1] das Einheitsquadrat und f : @ — R
differenzierbar; aufserdem sei f auf dem Rand von @) iiberall positiv. Mit f,
bzw. f, bezeichnen wir die Ableitung von f nach z bzw. nach y. Angenom-
men, es ist f(a,b) + fu(a,b) + f,(a,b) > 0 fiir alle (a,b) € Q. Zeige: Dann
ist f(a,b) > 0 fiir alle (a,b) € Q.

Aufgabe 9: Vier punktférmige Raumschiffe liegen trige im R® herum. Ab
und zu bewegt sich eines, wahrend die anderen stillstehen, und zwar paral-
lel zu der Ebene durch die anderen drei. Anfangs liegen die Raumschiffe auf
den Koordinaten (0, 0,0), (0,0, 1), (0, 1,0), (1,0,0). Koénnen sie schlieklich (in
beliebiger Reihenfolge) die Positionen (0,0,0),(0,0,2),(0,2,0),(2,0,0) ein-
nehmen?

Aufgabe 10: Es seien f,g : [0,1] — [0, 1] monoton wachsende, stetig dif-
ferenzierbare Funktionen mit f(0) = ¢(0) = 0 und f(1) = g(1) = 1. Zeige:
Es existiert ein x € [0, 1] mit f'(x) = ¢'(z).

) =
) =

Aufgabe 11: Bestimme die 2017te Ableitung der Funktion f(z) = e*cos(z).

Aufgabe 12: Es sei p = X7 ,a; X’ ein Polynom mit Koeffizienten im zweiele-
mentigen Korper Fy und ag = 1. Zeige: Es existiert ein n € N so, dass p(x)
ein Teiler von X" — 1 ist.

Z so, dass fiir jedes n € N
alle Eintrige von A™ aus der Menge {0, 1} U P kommen, wobei P die Menge
der Primzahlen bezeichnet.

Aufgabe 13: Bestimme alle Matrizen A = (Z

Aufgabe 14: Zeige: Unter 82 Punkten in einem Wiirfel mit lem Kangen-
lange befinden sich stets vier, die ein Tetraeder mit Volumen < 2% bilden.

Aufgabe 15: Gegeben sind n Punkte in der Ebene, keine drei auf einer
Geraden. Zeige: Unter den von diesen Punkten gebildeten (nicht notwendi-
gerweise konvexen) Siebenecken ist eines, das keinen weiteren der Punkte
enthalt.

Aufgabe 16: Es sei f : [0,1] — R stetig so, dass f01f(x)dx = 0, ferner
e > 0. Zeige: Es existiert ein x € [0,1 — €] so, dass f;% f(z)dz = 0.

Aufgabe 17: Es sei W; der 7-dimensionale Einheitswiirfel, dessen Fck-
punkte die Elemente von {0,1}7 sind. Was ist der maximale Abstand zweier
Eckpunkte des W7;? Wie viele Paare von Eckpunkten des W7 haben diesen
maximalen Abstand?
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Aufgabe 18: Zeige: Fiir jedes k € N ist 7 ein Teiler von 29" _ 1.

Aufgabe 19: Es sei (F; : i € N) die Fibonaccifolge, gegeben durch F; = 1,
F2 = ]_7 Fn+2 = Fn+1 —+ Fn Fir n € NO sei Po = 1, Pn+r1 = (X — Fn)pn
Zeige: Fiir jedes n € N ist zf eine reelle Linearkombination der Polynome

{pi 11 € No}

Aufgabe 20:

(a) Zeige durch kombinatorische Interpretation: Fiir alle n € Nist (*") =
Sivj=n(7) ()

(b) Zeige: Fiir alle n € Nist (*") = S ;4520 (") (?) (7).

(c) Bestimme X j4k1i—n (’;‘) (’;) (Z) (’l‘) in Abhéngigkeit von n € N.

(d) Verallgemeinere.

) Zeige: Fiir alle m,n € N mit m < n ist ggT(2™,2") = ggT(2™,2"™).
) Zeige: Fiir alle m,n € N ist ggT(27,2") = 288T(mn),

) Zeige: Fiir alle m,n € N ist ggT(22",22") = o28ET(mom)

) Verallgemeinere.
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3 Weitere Aufgaben

Eine Reihe von Aufgaben hat es nicht mehr ins Buch geschafft; als zusat-
zliche Ubungsaufgaben sind sie dennoch geeignet. Wir stellen hier noch eine
gemischte Auswahl zur Verfiigung.

Aufgabe 1: Es sei K der Einheitskreis. Fir 0 < ¢ < 1 und z auf K
bezeichnen wir mit K (z,c) den Abschnitt auf K von dem Punkt, der entlang
von K um ¢ links von z liegt zu dem Punkte, der entlang von K um ¢ rechts
von x liegt. Es sei nun f: K — R stetig, 0 < ¢ < 1 fest. Fiir jedes x € K

sei f(x) = fk(x o f(y)dy. Zeige: f ist konstant.

Aufgabe 2: Es seien a,n € N. Eine a-Folge ist eine Folge von Elementen
der Menge {1,2,...,a}.

(a) Zeige: Es gibt genau a" *(a — 1) a-Folgen der Linge n, bei denen die
letzten k, aber nicht die letzten (k + 1) Glieder alle gleich sind.

(b) Zeige mit kombinatorischer Interpretation: (a —1)X7_ja* = "1 —1.

Aufgabe 3: Gegeben sind n punktférmige Brunnen und n punktférmige
Héuser in der Ebene, wobei folgendes gilt: Sind P, Q) zwei der Punkte, und
ist K der Kreis mit Durchmesser PQ), so liegt kein weiterer Punkt der Menge
auf K. Zeige, dass man je einen Brunnen mit je einem Haus iiber eine
halbkreistérmige Leitung so verbinden kann, dass keine zwei Leitungen sich
kreuzen.

Aufgabe 4: Ein ebener Gitterpunkt ist ein Punkt im R?, dessen beide
Koordinaten ganze Zahlen sind.

(a) Zeige: Unter 5 ebenen Gitterpunkten gibt es zwei, auf deren Verbindungslinie
ein weiterer ebener Gitterpunkt liegt.

(b) Zeige: Unter 17 ebenen Gitterpunkten gibt es zwei, auf deren Verbindungslinie
drei weitere ebene Gitterpunkte liegen.

(c) Wie viele ebene Gitterpunkte braucht man, damit darunter sicher zwei
sind, auf deren Verbindungslinie 7 weitere ebene Gitterpunkte liegen?

(d) Es sei k& € N. Wie viele ebene Gitterpunkte braucht man, damit
darunter sicher zwei sind, auf deren Verbindungslinie k weitere Gitterpunkte
liegen?

(e) Es sei k € N. Wir betrachten nun Gitterpunkte (also Punkte mit
ganzzahligen Koordinaten) im R3. Wie viele davon braucht man, damit
darunter sicher zwei sind, auf deren Verbindungslinie k weitere Gitterpunkte
liegen?

(f) Verallgemeinere auf htherdimensionale Raume.

69



Aufgabe 5: In einer Gruppe von n Agenten ist jeder Agent mit héchstens
drei weiteren Agenten verschworen. Verschworenheit ist symmetrisch, und
niemand ist mit sich selbst verschworen.

(a) Eine ‘Triade’ ist eine Menge {a, as, as} von drei Agenten, von denen
je zwei miteinander verschworen sind. Zeige, dass man die Agenten in zwei
Teilgruppen aufteilen kann, die beide frei von Triaden sind.

(b) Ein ‘Verschworerkreis’ ist eine Folge (ay, ..., a;) von mindestens drei
Agenten so, dass a; mit as, as mit as, ... , ax mit a; verschworen ist. Zeige,
dass man die Agenten in zwei Teilgruppen aufteilen kann, so dass es in keiner
von beiden einen Verschworerkreis gibt.

Aufgabe 6: Bestimme die Summe X}

L ; in Abhéingigkeit von n €
N.

=1%(k+1)(k+2

Aufgabe 7: Eine ‘perfekte Kanteniiberdeckung’ fiir einen (endlichen oder
unendlichen) Graphen G ist eine Menge X von Ecken von G, so dass jede
Kante von G genau eine Endecke in X hat. Es sei G ein abzéhlbarer Graph,
so dass jeder endliche Teilgraph von G eine perfekte Kanteniiberdeckung
besitzt. Zeige, dass auch G selbst eine perfekte Kanteniiberdeckung besitzt.

Aufgabe 8: Zeige: Unter 351 2 x 2-Matrizen mit Eintrédgen aus F5 befinden
sich zwei, die miteinander kommutieren.

Aufgabe 9: Bestimme fiir jede der folgenden Funktionen die 2017te Ableitung:

(a) ze®

(b) xsin(x)

(c) z%e”
Aufgabe 10: Eine Kanteniiberdeckung eines Graphen G ist eine Menge
X von Ecken von G so, dass jede Kante von G wenigstens eine Ecke in GG
hat. FEine Kanteniiberdeckung X von G heifst ‘minimal’; falls keine echte
Teilmenge von X ebenfalls eine Kanteniiberdeckung von G ist. Zeige: Jeder
Graph (endlich oder unendlich) besitzt eine minimale Kantentiberdeckung.

Aufgabe 11: Beweise oder widerlege: Es existiert eine Menge X C Q so,
dass jedes ¢ € Q auf genau eine Weise in der Form ¢ = ¥, xn,z darstellbar
ist, wobei n, € Z fiir alle x € X und alle bis auf endlich viele n, gleich 0
sind.

Aufgabe 12:
(a) Zeige: Unter (n + 1) positiven reellen Zahlen < n? gibt zwei, a und b,

so, dass |v/a — Vb| < 1.
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(b) Zeige: Unter (n+ 1) positiven reellen Zahlen < n? gibt es zwei, a und
b, so, dass |/a — v/b| < 1.

(c) Verallgemeinere (a) und (b).

(d) Wie reelle Zahlen zwischen 1 und < 2" braucht man, damit darunter
sicher zwei sind, @ und b, die |ld(a) — 1d(b)| < 1 erfiillen?

Aufgabe 13:

(a) Es sei 3 <n € N. Gegeben sind 2[%] + 1 natiirliche Zahlen unterhalb
von n. Zeige, dass darunter zwei (verschiedene) sind, deren Quotient eine
Potenz von 3 ist. (Hier bezeichnet [z] die kleinste ganze Zahl > x.)

(b) Es sei 5 < n € N. Finde eine moglichst kleine ganze Zahl z(n) in
Abhéngigkeit von n so, dass sich unter z(n) natiirlichen Zahlen unterhalb
von n mindestens zwei (verschiedene) sind, deren Quotient eine Potenz von
5 ist.

(c) Verallgemeinere.

Aufgabe 14: An einer Tafel stehen die Polynome p(X) = 5X? + 3X + 1
und ¢(X) = 7X3 +2X? + X + 2. In einem Schritt darf zwei Polynome py, p;
nehmen, die bereits an der Tafel stehen, und das Polynom pg(p;(X)) an die
Tafel schreiben. Kann auf diese Weise das Polynom ¥2°7i X" an die Tafel
kommen?

Aufgabe 15: Es sei n € N. Fiir eine reelle n x n-Matrix A sei A die

a b c
‘um 90° nach links’ gedrehte Matrix A. Ist A = [d e f |, so ist also
g h i
c f 1
A=1|b e h
a d g

(a) Gib den (k,1)-ten Eintrag von A in Abhingigkeit von den Eintrigen
A;; von A an.

(b) Finde fiir jedes n € N alle reellen n x n-Matrizen A so, dass AX = XA
fiir alle X € Mat,,»,(R).

Aufgabe 16: Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck der Seitenldnge 100, das

in kleinere gleichseitige Dreiecke der Seitenléinge 1 aufgeteilt wird, wie in
folgendem Bild angedeutet:
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Wir denken uns die Linien nun als Wéande. Im Teildreieck an der Spitze
steht eine Springmaus. Pro Minute kann sie {iber genau eine Wand von
einem Dreieck in ein benachbartes Dreieck springen (also eines, das mit dem
aktuellen eine gemeinsame Grenzlinie hat). Die Maus mo6chte gerne in das
30te Teildreieck von links in der 100ten Zeile, wo es Eierkuchen gibt. Wie
lange braucht sie dafiir mindestens?

Aufgabe 17:
(a) Bestimme 232 (5) L.
(b) Bestimme Eiio%?-

Aufgabe 18: Es sei GG ein abzdhlbarer gerichteter Graph, wobei bei jeder
Ecke der Ingrad endlich und gleich dem Ausgrad sei; aufserdem sei der Graph,
der aus G entsteht, wenn man die gerichteten durch ungerichtete Kanten

ersetzt, zusammenhédngend. Zeige: Es existiert ein unendlicher gerichteter
Pfad in G.

Aufgabe 19: Es sei n € N und A, B € Mat,«,(R) so, dass die Matrix
A% + AB — 2BA — 2B? invertierbar ist. Zeige, dass (A — 2B) ebenfalls

invertierbar ist.

Aufgabe 20: Existiert eine natiirliche Zahl z so, dass in der Dezimaldarstel-
lung von 2? alle Ziffern durch 3 teilbar sind? Beweise deine Antwort.

Aufgabe 21: Zeige durch kombinatorische Interpretation: Ist p eine Primzahl
und 1 < k < p, so ist (Z) durch p teilbar. Stelle dir dazu die Elemente
von {1,2,...,p} als im Kreis angeordnete Glithbirnen vor und eine nichtleere,
echte Teilmenge X von {1,2, ..., p} dadurch ausgewéhlt, dass die Glithbirnen
leuchten, die zu Elementen von X gehoren. Drehe nun X im Uhrzeigersinn
weiter und zeige, dass dadurch eine Aufteilung der k-elementigen Teilmengen

von {1,2,...,n} in disjunkte Portionen mit je p Elementen erzeugt wird.

Aufgabe 22: Es sei p eine Primzahl. Welchen Rest lafst (p—1)! bei Division
durch p? Betrachte zunédchst die Falle p = 2,3,5,7, stelle eine Vermutung
auf, priife sie durch Betrachtung weiterer Félle und versuche dann, sie zu
beweisen.

Aufgabe 23:

(a) Zeige durch kombinatorische Interpretation: Ist n € N und k unger-
ade mit 1 < k < 2", so ist (2,: ) eine gerade Zahl. Betrachte dazu die bi-
jektive Abbildung f, die die k-elementige Teilmenge A = {ay, as, ..., a;} von
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{1,2,...,2"} auf f(A) = {2" —ay,2" —as, ..., 2" —ay } abbildet und zeige, dass
f(f(A)) = A fir jede Teilmenge A gilt und dass f keine Fixpunkte besitzt.

(b) Wir wollen nun noch den Fall betrachten, dass k gerade ist. Wir
nehmen induktiv an, dass (271) fir jedes 1 < I < 27! gerade ist und
betrachten die Abbildung f aus Teil (a). Zeige, dass f eine gerade Anzahl
von Fixpunkten besitzt und verfahre wie in (a).

Aufgabe 24: Die Ebene wird durch 7 Parabeln in nicht weiter unterteilte
Teilflachen zerlegt, wobei die Parabeln beliebig gedreht sein diirfen. Wie
viele Teilflachen kénnen dadurch maximal entstehen?

Aufgabe 25:

(a) Die natiirlichen Zahlen von 1 bis N sind mit zwei Farben gefarbt.
Zeige: Es ist moglich, N so grofs zu wéhlen, dass mit Sicherheit fiinf gleich-
farbige und paarweise verschiedene darunter sind, etwa aq, as, as, a4, as so,
dass a; + as + az = a4 + as.

(b) Es seien k,l € N. Die natiirlichen Zahlen von 1 bis N(k,!) sind mit
2 Farben gefirbt. Zeige, dass es moglich ist, N(k,1) so grok zu wéhlen, dass
mit Sicherheit k£ + [ gleichfarbige und paarweise verschiedene darunter sind,
etwa aq, as, ..., ax, by, ..., by so, dass a;j... + ar = by + ... + by.

(c) Verallgemeinere auf eine beliebige endliche Anzahl von Farben.

Aufgabe 26:

(a) Die positiven reellen Zahlen sind in zwei Farben gefiarbt. Zeige, dass es
drei verschiedene, gleichfarbige positive reelle Zahlen xq, x5, x3 so gibt, dass
T1T9 = I3.

(b) Die positiven rationalen Zahlen sind mit zwei Farben gefiarbt. Zeige,
dass drei verschiedene, gleichfarbige positive rationale Zahlen ¢y, ¢2, q3 so gibt,

dass q1q2 = g3.
(c) Verallgemeinere auf andere Anzahlen von Farben und von Faktoren.

Aufgabe 27: Gegeben ist eine endliche Menge X = { Py, ..., P,,} von Punkten
in der Ebene. Zeige, dass es darunter zwei, etwa F; und P; mit folgender
Eigenschaft gibt: Die Kreisscheibe mit Mittelpunkt P;, auf deren Rand P;
liegt, enthélt alle Elemente von X.

Aufgabe 28: Eine natiirliche Zahl heiftt ‘Quadratsumme’, falls sie die Summe
von zwei Quadratzahlen, also Quadraten ganzer Zahlen (einschlieflich 0), ist.
Zeige: Jede natiirliche Zahl ist die Differenz zweier Quadratsummen.

Aufgabe 29: In einer kreisférmigen Zirkusmanege wurden n undurchsichtige
Stellwande aufgestellt, die einander nirgends durchdringen. Wie viele Per-
sonen braucht man mindestens, um sie so in der Manege positionieren zu
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kénnen, dass jeder Punkt der Manege von mindestens einer Person gesehen
wird?

Aufgabe 30: n Studierende haben an einer Ersti-Ralley teilgenommen und
jeweils sowohl die zuriickgelegten Kilometer (als ganze Zahl) als auch die
Anzahl der eingesammelten Telefonnummern erfasst. Keine dieser Zahlen
war grofser als 30, und fiir keine zwei Studierende hat der eine in beiden
Komponenten mindestens so hohe Werte wie der andere. Wie grofs kann n
héchstens sein?

Aufgabe 31: Eine hiibsche Art, den Wert der geometrischen Reihe 1+ 2! +
2% + ...+ 2" in Abhéngigkeit von z und n zu bestimmen, ist folgende: Setze
g=1+a'+22+ ...+ 2" Dannist gqv = ' + 2% + ... + 2" und also
qr —q = x"" — 1 oder ¢(x — 1) = 2™ — 1. Damit folgt ¢ = %

(a) Verfahre analog, um ¢ = Fy+ Fiz' + Fox? + ...+ F,2™ in Abhéngigkeit
von x und n zu bestimmen. Hier bezeichnet F; die i-te Fibonaccizahl, also
Fhb=F =1 F,o=F,1+F,.

(b) Benutze (a), um X7 iF; zu bestimmen.

(c) Benutze (a), um X7_,i*F; zu bestimmen.

(d) Benutze (a), um X7 ;£ zu bestimmen.

Aufgabe 32: Es seien m,n € N. In einer m x n-Tabelle stehen positive reelle
Zahlen. In einem Zug darf man eine Zeile oder Spalte auswéhlen und von
allen Eintragen den Kehrwert bilden. Zeige, dass man durch solche Ziige eine
Tabelle erreichen kann, in der jede Zeilensumme < % und jede Spaltensumme
< ist.

Aufgabe 33: Bestimme die 2017te Ableitung von (sin(x))%!".

Aufgabe 34: Es sei n € N. Gegeben sind n leuchtfahige Knopfe K, ..., K,
von denen einige mit anderen verbunden sind. Driickt man einen der Knopfe,
so wechseln alle mit ihm verbundenen Knopfe ihren Zustand (fangen also an
zu leuchten, wenn sie derzeit nicht leuchten bzw. hoéren auf zu leuchten,
wenn sie derzeit leuchten). Anfangs leuchtet keiner der Knépfe. Driickt
man einige (d.h. mindestens einen) der Knopfe, so wird anschliefiend immer
mindestens einer davon leuchten. Zeige: Es gibt eine Auswahl von Knépfen,
deren Betétigung alle Knopfe leuchten lafst.

Aufgabe 35: Es sei A = (a; : i € N) eine Folge natiirlicher Zahlen, in der
kein Wert doppelt auftritt. Zeige, dass A eine unendliche streng monoton
wachsende Teilfolge enthalt.
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Aufgabe 36: Es sei p € R[X] ein Polynom so, dass 2p(x)5—5p(x)*—8p(x)3+
7p(z)? + 5p(x) — 3 keine reellen Nullstellen besitzt. Zeige, dass dann auch
2p(x)? + p(z) — 1 keine reellen Nullstellen besitzt.

Aufgabe 37: Es sei K eine kompakte und zusammenhéngende Teilmenge
des R3; schneidet man K mit einer Ebene, die parallel zu einer der Koordi-
natenebenen liegt, so erhélt man stets ein Quadrat. Zeige, dass K ein Wiirfel
ist.

Aufgabe 38:

(a) Die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks werden je mit einer von n Far-
ben gefiarbt. Zwei Farbungen gelten als gleich, wenn die eine durch Drehung
aus der anderen hervorgeht. Wie viele verschiedene Farbungen gibt es (ab-
héngig von n)?

(b) Betrachte (a) mit Fiinf- und Siebenecken anstelle von Dreiecken.

(c) Verallgemeinere.

Aufgabe 39:

(a) Ein ,Zogerweg* von 0 nach m € Ny der Linge n € N ist eine Folge
(ay,...,a,) mit a; € {0,1} fir i € {1,2,...,n} und ¥ ;a; = m. Finde die
Anzahl der Zoégerwege von 0 nach m der Lange n in Abhéngigkeit von m und
n.

(b) Ein ,Zauderweg“ von 0 nach z € Z der Lénge n ist eine Folge
(ay,...,an) mit a; € {—1,0,1} fir ¢ € {1,2,...,n} und X! a, = 2. Wir
betrachten folgende Variante des Pascalschen Dreieckes:

1
11 1
1 2 3 2 1
1 3 6 7 6 3 1
1 4 10 16 19 16 10 4 1

Hier entsteht jede Zahl durch Addition der dariiberliegenden Zahl und
ihrer rechten und linken Nachbarn (wobei nicht explizit eingetragene Zahlen
gleich 0 sind). Wir betrachten die mittlere Spalte als die 0-te Spalte und

k
4 5 . . .
[ } = 6 und [ 9 } = 10. Zeige: Die Anzahl der Zauderwege der Lénge

bezeichnen den k-ten Eintrag der n-ten Zeile mit [ " Es ist also z.B.

1

n von 0 nach z € 7Z ist gleich Z

Aufgabe 40: Wir verwenden die Bezeichnung [ Z } wie in Aufgabe 40.
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Zeige durch Verwendung der in Aufgabe 40(b) aufgezeigten kombinatorischen
Interpretation:

(a) [ 8 } ist fiir jedes n € N eine ungerade Zahl.

(b) Fiir alle n € N, z € Z ist [Z}:[ " }

—Z

(c) Fiir alle n € N und alle z € Ny ist { Z } =37_0(1) (Z;llz)
Aufgabe 41: Hans steht mit einem Laserpointer in seinem Zimmer. Im Zim-
mer seines Freundes Fritz einige Strafen weiter steht eine quadratische Buch-
stabentafel. Dazwischen haben Hans und Fritz eine Kette von quadratischen
Spiegeln aufgebaut, die den Strahl des Laserpointers von Hans Zimmer auf die
Buchstabentafel lenken. Uber die Spiegel kann Fritz die vier Eckpunkte der
Buchstabentafel anleuchten. Zeige, dass er jeden Punkt der Buchstabentafel
anleuchten kann.

Aufgabe 42: Es sei n € N und A € Mat, «,(R). Bestimme fiir 1 <i,j <n
den (1, j)-ten Eintrag B;; in Abhéngigkeit von den Eintrégen Ay von A, wenn
B aus A dadurch entsteht, dass...

1 2 3
(a) A ‘um 90° nach rechts gedreht wird’, also etwa aus A= |4 5 6
789
7 4 1
die Matrix B= (8 5 2| wird.
9 6 3
1 2 3
(b) A ‘um 180° gedreht wird’, also etwa aus A= |4 5 6| die Matrix
78 9
9 8 7
B=16 5 4| wird.
(3 2 1

(c) A ‘an einer horizontalen Achse gespiegelt wird’, also etwa aus A =
1 23 789
(4 5 6| die Matrix B= |4 5 6| wird.

7 89 1 2 3

(d) A ‘an einer vertikalen Achse gespiegelt wird’, also etwa aus A =
1 2 3 3 2 1

4 5 6| die Matrix B= |6 5 4| wird.

78 9 9 8 7
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(e) A ‘an der Hauptdiagonalen gespiegelt wird’, also etwaaus A= |4 5 6
78 9
147
die Matrix B= |2 5 8| wird.
3 6 9
1 2 3
(f) A ‘an der Nebendiagonalen gespiegelt wird’, also etwaaus A= (4 5 6
78 9
9 6 3
die Matrix B= |8 5 2| wird.
7T 41

Aufgabe 43: Es seien a,b € R", 2g = a, 11 = b, 40 = Tppq +axyp, fiir k > 2.

Bestimme Zyzom;“ in Abhéngigkeit von n, a und b.

Aufgabe 44: Gegeben ist ein in Teilwiirfel mit Kantenldnge 1 zerlegter
Wiirfel mit Kantenldnge 2. Einer der 8 mittleren Teilwiirfel wurde entfernt.
Zeige, dass der Rest sich aus ‘Minuswiirfeln’ zusammensetzen laft, wobei ein
‘Minuswiirfel” ein 2 x 2 x 2-Wiirfel ist, bei dem ein Teilwiirfel entfernt wurde.

Aufgabe 45: Fiir n € Nj bezeichne P, das Produkt der ersten n Primzahlen.
Es ist also etwa Py =1, P, =2, P, =2-3=6und P =2-3-5 = 30.
Ferner sei P := {P, : i € Ny}. Zeige: Jede natiirliche Zahl n ist als Bruch g
darstellbar, wobei @ und b Produkte von Elementen aus P sind.

Aufgabe 46: Wir verwenden die Bezeichnung { Z 1 wie in Aufgabe 40.

1=—Nn

(a) Bestimme X" [ 7; } in Abhéngigkeit von n.

(b) Bestimme [ ] in Abhéngigkeit von n.

n

3—n
(c) Zeige durch vollstéindige Induktion: Fiir allen € Ny ist (z+1+271)" =
(d) Zeige (c) erneut, diesmal durch kombinatorische Interpretation.

Aufgabe 47:

(a) Zeige: Es gibt eine natiirliche Zahl k, fiir die folgendes gilt: Jede
natiirliche Zahl n ist in der Form a — b darstellbar, wobei a und b Summen
von hochstens & Kubikzahlen (einschliefslich 0) sind.
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(b) Verallgemeinere (a) von Kubikzahlen auf beliebige Potenzen natiir-
licher Zahlen.

Aufgabe 48:

(a) Wir fithren folgendes Verfahren mit den natiirlichen Zahlen durch:
Erst streichen wir die 1. Die kleinste verbliebene Zahl ist 2. Wir streichen
nun alle Zahlen, die grofer als 2 und Vielfache von 2 sind. Die néchstgrofiere
verbliebene Zahl nach 2 ist 3. Wir streichen nun alle Zahlen, die grofser als
3 und Vielfache von 3 sind. So verfahren wir weiter, indem wir jeweils die
néchstgrofere verbliebene Zahl k betrachten und alle Zahlen streichen, die
echt grofer als k£ und Vielfache von k sind. Welche Zahlen bleiben auf diese
Weise iibrig?

(b) Wir modifizieren das Verfahren aus (a), indem wir nun (bei 1 begin-
nend) jeweils alle Zahlen streichen, die grofer sind als £ und keine Vielfachen
von k sind. Welche Zahlen bleiben nun iibrig?

Aufgabe 49: Bestimme in Abhéngigkeit von n € N die kleinste Zahl k(n),
fir die folgende Aussage gilt: Unter k(n) Teilmengen einer n-elementigen
Menge befinden sich stets zwei, die einen nichtleeren Schnitt haben.

Aufgabe 50: Wir kommen noch einmal auf Beispiel 5.3 zuriick. Es sei
1 < m, B; der i-te Ball von links. Bestimme in Abhéngigkeit von m, n und
1, wie oft B; die Richtung wechselt.

Aufgabe 51: 7 Biemen sitzen in einem regelméfigen Sechseck mit Seiten-
linge 10cm. Im Gegensatz zu ihren entfernten Verwandten, den Bienen, sind
Biemen &ufserst ungesellig und fangen sofort Streit an, sobald zwei sich naher
als 11cm kommen. Kann es im Sechseck friedlich bleiben?

Aufgabe 52:

(a) Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum. Eine Menge B C V' heift
‘Biasis” von V, falls jedes v € V sich auf genau zwei Weisen in der Form
v = Ypepkyb darstellen lafst, wobei die k, aus K stammen und alle bis auf
endlich viele gleich 0 sind. Finde alle Vektorraume, die eine Biasis besitzen.

(b) Eine ‘Triasis’ ist &hnlich definiert wie eine Biasis, nun soll aber jedes
Element genau drei Darstellungen haben. Finde alle Vektorrdume, die eine
Triasis haben.

Aufgabe 53: Lose Beispiel 5.11 bzw. Aufgabe 5.10 erneut, diesmal unter
Benutzung des Extremalprinzips.

Aufgabe 54: Es sei n € N, ferner sei p; < py < ... < p, die Folge der

Primzahlen < n. Bestimme X7 ((—1)'Y1<j,<jo<..<ji<k [m]
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(Tipp: Benutze das PIE, um den Term zu interpretieren.)

Aufgabe 55: Eine natiirliche Zahl n heifst ‘quadratfrei’, falls sie durch keine
Quadratzahl aufler 1 teilbar ist.

(a) Zeige: Eine Zahl ist genau dann quadratfrei, wenn sie nicht durch das
Quadrat einer Primzahl teilbar ist.

(b) Zeige: Die Anzahl der quadratfreien Zahlen < n ist
n

S0 (1) 1< <o ik 5 |-
0 SRS (pjlij‘“pji>2

(Tipp: Benutze das PIE. Beachte auch Aufgabe 54.)

Aufgabe 56: Es sei k € N. Zeige: Es existiert ein n € N, fiir das folgendes
gilt: Ist GG ein gerichteter Graph mit n Ecken, wobei je zwei Ecken durch eine
gerichtete Kante verbunden sind, und werden die Kanten von G mit zwei
Farben gefiarbt, so existiert in GG ein gerichteter Pfad der Lange k, dessen
Kanten alle die gleiche Farbe haben.

Aufgabe 57: In einem endlichen Graphen GG habe jede Ecke einen geraden
Grad. Zeige: Es ist moglich, jeder Kante von G eine Orientierung zu geben
(also aus der ungerichteten eine gerichtete Kante zu machen) so, dass im
entstehenden Graphen fiir jede Ecke der Ingrad gleich dem Ausgrad ist.

Aufgabe 58: Bestimme Zf‘zom in Abhéngigkeit von n € N, wobei F;

die i-te Fibonaccizahl bezeichnet.

Aufgabe 59: Es sei k € N. Bestimme lim (715 + 715 + . + z;) in
Abhéngigkeit von k.

Aufgabe 60: Es sci c € [0,1], f:]0,1] — R stetig.
(a) Zeige: Es existiert ein a € [0,1] so, dass [ f(z)dx = cfal f(x)dz.
(b) Zeige: Es existiert ein a € [0, 1] so, dass f(a) = cfol f(z)dz.

Aufgabe 61: Es seien 1 < k € N und ¢y, ..., grny1 positive rationale Zahlen.
Entfernt man eine beliebige dieser Zahlen, lassen die iibrigen sich in &k Teil-
mengen mit je n Elementen aufteilen, so dass die Elementsumme fiir jede
dieser Teilmengen die gleiche ist. Zeige, dass alle diese Zahlen gleich sein
miissen.

Aufgabe 62: Wir kommen noch einmal auf den Aspekt der ,,Kontrolle®
(im Sinne der Einleitung) zuriick. Kontrollstrategien dienen der Auswahl
geeigneter Ansétze und der Steuerung des Losungsversuchs: Was probiert

79



man aus? Wie lange? Was tut man, wenn ein Ansatz (auf eine gewisse
Weise) nicht funktioniert?

Kontrollstrategien sind fiir das erfolgreiche Aufgabenlésen ebenso wichtig
wie ein Vorrat an heuristischen Strategien. Tatséchlich kénnen sie bisweilen
sogar bei fast volliger Unkenntnis passender Heuristiken zum Ziel fﬁhrenﬂ
Fiir den Aufbau von Kontrollstrategien ist es wichtig, sich die eigene Vorge-
hensweise immer wieder zu vergegenwértigen und gezielt iiber Verbesserun-
gen nachzudenken. Dabei soll diese Aufgabe helfen.

(a) Konstruiere ein Flussdiagramm, das die in diesem Buch besprochenen
Varianten des Induktionsprinzips beschreibt sowie die Situationen, in denen
man es ausprobieren sollte. Konstruiere entsprechende Flussdiagramme fiir
die Kapitel 3 sowie 5-8.

(b) Konstruiere nun ein grofes Flussdiagramm fiir die Kapitel 2-8. Lasse
dir ruhig ein paar Tage oder Wochen Zeit und gehe sorgfaltig vor — das Ergeb-
nis kann dir in Zukunft beim Aufgabenlosen und der Entwicklung deiner
Kontrollstrategien von grofem Nutzen sein!

(c) Behalte das Ergebnis aus (b). Wann immer du eine neue Losungsstrate-
gie lernst, baue sie ein, ebenso, wenn du eine neue Kontrollstrategie lernst.

(d) Wenn du eine Aufgabe nicht selbst 16sen, ihre Losung aber in Er-
fahrung bringen kannst, arbeite zunéchst eine heuristische Rekonstruktion
der Losung aus. Dann vergleiche mit deinem aktuellen Flussdiagramm: Was
hat den Einsatz der richtigen Strategie oder den Erfolg des Einsatzes verhin-
dert? Welche Anzeichen gab es dafiir, dass sie hilfreich sein kénnte? Oder
fehlt noch eine Strategie? Was miisstest du im Flussdiagramm &ndern, um
den Fehler in Zukunft zu vermeiden?

1Siehe dazu etwa S. 121 ff im Schoenfelds ‘Mathematical Problem Solving’.
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