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§ 2 Grenzwerte. Stetigkeit

In diesem Paragraphen wird der Begriff der Konvergenz von Punkt-Folgen und die
Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen oder toplogischen Riumen einge-
fiihrt. Dies verallgemeinert entsprechende Begriffsbildungen fiir Folgen reeller Zahlen
und reelle Funktionen einer Veridnderlichen.

Definition (Konvergenz von Folgen). Sei X ein topologischer Raum und
() ken eine Folge von Punkten aus X . Die Folge (z},) heifit konvergent gegen
den Punkt a € X, in Zeichen

lim z, = a,
k—o0

wenn gilt: Zu jeder Umgebung U von a existiert ein N € N, so dass
r, €U flrallek > N.

Ist X speziell ein metrischer Raum mit Metrik dx, so ist dies gleichbedeutend
mit folgender Bedingung: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein N € N, so dass

dx(zg,a) <e furalle k> N.

Die Konvergenz von Punktfolgen im R™ kann einfach auf die Konvergenz von
Folgen reeller Zahlen zuriickgefiihrt werden, wie folgender Satz zeigt:

Satz 1. Sei (zy)ken eine Folge von Punkten im R™,
Ty = (Ikl7zk27"'7xkn)7 keN

Genau dann konvergiert die Folge (z1,) gegen den Punkt a = (a1, as, . .., a,) €
R™ wenn fiirv=1,2,...,ngilt

lim z1, = a,.
k—o0
Beweis. a) Es gelte limx;, = a. Dann gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein
N € N,sodass ||z —a|| < efiralle k > N. Daraus folgt firv =1,2,...,n
|2k —ay| < |lzg —al| <e fiur k> N.

Also ist limy o Ty = a,.
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b) Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass limy_. T, = a, firv = 1,...,n. Zu
vorgegebenem ¢ > 0 gibt es dann ein N,, € N, so dass

|t —a,| <€ = fiir alle k > N,,.

€
vn
Firalle k > N := max(Ny, ..., N,) gilt dann

- 2 12 !
||lk - CLH - (Z |xku - al/| ) < \/ng =E.

v=1

Also gilt klim Tk = a.

Mit Hilfe der Konvergenz von Folgen kann man auch die abgeschlossenen
Mengen charakterisieren.

Satz 2. Sei X ein metrischer Raum mit Metrik dx. Eine Teilmenge A C X
ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Fiir jede Folge (xy)xen von Punkten

xi € A, die gegen einen Punkt x € X konvergiert, liegt der Grenzwert x schon
in A.

Bemerkung. Dies ist eine Verallgemeinerung von Analysis 1, §4, Corollar zu
Satz 5.

Beweis. a) Sei zunéchst A als abgeschlossen vorausgesetztund z, € A, k € N,
eine Folge mitlim x;, = x. Angenommen, x l4ge nichtin A. Da X \ A offen ist,
ist dann X \ A eine Umgebung von z. Nach der Definition der Konvergenz
gibt es ein N € N, so dass x; € X ~ A fiir alle £ > N. Das ist aber ein
Widerspruch.

b) Zur Umkehrung. Das Folgenkriterium sei erfiillt; wir wollen zeigen, dass
dann A abgeschlossen, d.h. X \ A offen ist. Sei x € X ~ A ein beliebiger
Punkt.

Behauptung: Es gibt ein ¢ > 0 mit B.(z) C X ~ A. Wire dies nicht der Fall,
kénnten wir zu jedem k& > 0 ein z;, € A finden mit dx (zy, ) < 1/k. Dann
gilt aber limz, = = € A, was im Widerspruch zu x € X ~\ A steht. Die
Behauptung ist also richtig, was zeigt, dass X ~\ A offen ist.

Cauchyfolgen, Vollstindigkeit

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (2 )ren von Punkten
aus X heifit Cauchy-Folge, wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so
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dass
d(zg, z,) <e furalle k,m > N.

Bemerkung. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist ein Cauchy-
Folge.

Beweis. Sei lim z;, = . Dann gibt es zu vorgegebenem £ > 0 ein N € N, so
dass

d(zg,z) <e/2 firallek > N.
Daraus folgt mit der Dreiecks-Ungleichung fiir alle &, m > N
d(zg, Ty) < d(Tg, x) + d(z,2m) < /2+¢/2 =k, q.e.d.

Definition (Vollstandigkeit). Ein metrischer Raum heift volilstindig, wenn in
ihm jede Cauchy-Folge konvergiert.

Ein vollstandiger normierter Vektorraum heifit Banach-Raum.

Satz 3. Im R™ konvergiert jede Cauchy-Folge.
Beweis. Sei @, = (xg1, Tk, - - -, Tkn)s k € N, eine Cauchy-Folge in R". Da
|2y — | < |2 — T

ist fiir jedes v = 1,2,...,n die Folge (zx,)ren eine Cauchy-Folge in R, die
wegen der Vollstandigkeit von R konvergiert. Nach Satz 1 konvergiert dann
die Folge (xy)gen in R™.

Definition (Durchmesser). Fiir eine Teilmenge A eines metrischen Raumes
(X, dx) wird ihr Durchmesser definiert als

diam(A) := sup{dx(x,y) : z,y € A}.
Die Menge A heiBt beschrinkt, falls diam(A) < oo.

Offenbar ist A genau dann beschrankt, wenn A in einer geniigend grofien Ku-
gel enthalten ist, d.h. wenn ein Punkt ¢ € X und eine positive reelle Zahl r > 0
existiert, so dass A C B,(a). Es gilt

diam(B,(a)) < 2r,

wie aus der Dreiecksungleichung folgt.
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Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Intervallschachtelungs-Prin-
zips aus An. 1, §5.

Satz 4 (Schachtelungsprinzip). Sei X ein vollstindiger metrischer Raum und
Ay DAL DA DA D ...

eine absteigende Folge nichtleerer abgeschlossener Teilmengen mit
kli»rglo diam(Ag) = 0.

Dann gibt es genau einen Punkt x € X, der in allen Ay, liegt.

Beweis. Dass es nicht mehr als einen solchen Punkt geben kann, ist klar. Es
ist also nur die Existenz zu zeigen. Zu jedem n € N wahlen wir einen Punkt
T, € A,.Da

dx(zp, p) < diam(Ay) firn,m > N,

ist (,,)nen eine Cauchy-Folge, konvergiert also gegen einz € X. Dax,, € Ay
fiir alle n > k, folgt aus Satz 2, dass © € Ay, q.e.d.

Stetige Abbildungen

Definition (Stetigkeit). Seien X und Y metrische Rdume und f : X — Y eine
Abbildung. f heif}t stetig im Punkt ¢ € X, falls

lim f(z) = f(a);

d.h. wenn fiir jede Folge (,),en von Punkten aus X mit lim z,, = a gilt
I f(z,) = f(a).

Die Abbildung f heifit stetig auf X, falls f in jedem Punkt a € X stetig ist.

Satz 5 (Komposition stetiger Abbildungen). Seien X, Y, Z metrische Rdume
und

f: XY, g:Y — 7
Abbildungen. Ist f stetig im Punkt a € X und g stetiginb := f(a) € Y, so ist
gof: X —Z7

stetig in a.
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Beweis. Ist lim z,, = a, so folgt lim f(z,) = f(a) = b, da f in a stetig ist. Aus
der Stetigkeit von g in b folgt lim g(f(x,)) = g(b) = g(f(a)), also

lim (go f)(zn) = (9o f)(a),  qed.
Eine Abbildung f : X — R" mit Werten in R” wird durch n Komponenten-
Funktionen f, : X — R gegeben, die durch

flx)=(filz),..., fulz)) furallez € X

definiert sind.

Satz 6. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung
=01, fa): X —R"

ist genau dann stetig, wenn alle Komponenten f, : X — R, v =1,...,n,
stetig sind.

Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.

Satz 7. Folgende Abbildungen sind stetig:

a) add: RxR —R, (z,y) —z+y,
b) mul: RxR — R, (z,y) — zy,

c) quot: RxR*—R, (x,y) — xy~ L.

Beweis. Sei ((zx, Yx))ren eine Folge von Punkten aus R x R mit
Jim (2, ye) = (2, y)-

Nach Satz 1 gilt dann lim z;, = x und lim y;, = y. Daraus folgt
leH;O add(zg, yx) = lim(zr +yx) = +y

und
lim mult(zy, yx) = im(zryr) = zy.

Gilt zusitzlich (xy, yx) € R x R* fiir alle k¥ € Nund (z,y) € R x R*, so ist
auch

klim quot (zx, yx) = lim(zy;, ') = 2y~ "
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Daraus folgt die Stetigkeit von add, mult und quot.

Corollar. Sei X ein metrischer Raum und seien f,g : X — R stetige Funktio-
nen. Dann sind auch die Funktionen

f+g: X >R wund fg:X —R
stetig. Gilt aufSerdem g(z) # 0 fiir alle x € X, so ist auch

f
[Y
stetig.

Beweis. Nach Satz 6 ist die Abbildung
(fig): X — RxR

X —>R

stetig. Nun gilt

f+g=addo(fg),
fg = multo(f,g),
flg = auoto (f,g).
Aus Satz 7 und Satz 5 folgt nun die Behauptung.

(2.1) Beispiel. Ein Monom vom Grad r auf dem R" ist eine Funktion der
Gestalt

(mlv e '7171) = xlleQ ety

wobei ki, ..., k, natiirliche Zahlen mit k; + ... + k, = r sind. Eine Poly-
nomfunktion F' : R — R vom Grad < r ist eine Linearkombination von
Monomen vom Grad < r,

_ k1,.k2 k
F(zy,...,2,) = E Chyo kX1 XS o Ty
Eito. Ak <r

Ck,..k, € R. Da die Koordinatenfunktionen (z1,...,%,) — , und die kon-
stanten Funktionen stetig sind, folgt durch wiederholte Anwendung des Corol-
lars, dass alle Polynomfunktionen auf dem R" stetig sind.

Satz 8 (¢-6-Kriterium der Stetigkeit). Seien X, Y metrische Riume und a € X
ein Punkt. Eine Abbildung

f:X—=Y
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ist genau dann in a stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass

dy(f(x), f(a)) <e fiirallex € X mit dx(z,a) <.

(Dieser Satz verallgemeinert den analogen Satz aus An. 1, § 11.)
Beweis.
a) Wir setzen zunéchst voraus, dass f in a stetig ist, d.h. lim f(z) = f(a).

Annahme: Das e-§-Kriterium ist nicht erfiillt. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass
fiir jedes 6 > O ein z € X existiert mit

dx(z,a) <6 aber dy(f(zx),f(a))>e.

Insbesondere gibt es zu § = 1 ein z,, € X mit

n

dx(Tn,a) < flL und  dy(f(x,), f(a)) > . (%)

Also ist lim z,, = a, woraus folgt lim f(x,,) = f(a). Dies steht aber im Wider-
spruch zu (x). Also ist das e-9-Kriterium doch erfiillt.

b) Das e-0-Kriterium sei erfiillt.

Sei (z,,) eine Folge in X mit limz,, = a. Wir miissen zeigen lim f(x,) =
f(a).Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass

dx(v,a) <6 = dy(f(z), f(a)) <e.
Da x, — a, gibtes ein N € N mit dx(z,,a) < ¢ fir alle n > N. Dann ist
dy (f(zy), f(a)) < efirallen > N. Also ist lim f(x,) = f(a), q.e.d.
(2.2) Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum und 2y € X. Die Funktion
f : X — R sei definiert durch

f(x) :==d(x, x), (Abstand vom Punkt ).

Diese Funktion ist in jedem Punkt a € X stetig, denn es folgt aus der Drei-
ecksungleichung

|f(’L') - f(a)‘ = |d($€,1‘0) - d(a7 -TU[))| < d(x7a)7

d.h. |f(z)— f(a)| < efiird(z,a) < . Beim e-d-Kriterium kann man also hier
0 = ¢ wiahlen.
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Bemerkung. Das e-0-Kriterium aus Satz 8 fiir die Stetigkeit einer Abbildung
f+ X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen X, Y 1dsst sich auch so umfor-
mulieren: f istim Punkt a € X genau dann stetig, wenn zu jeder Umgebung V'
von f(a) € Y eine Umgebung U von a existiert mit f(U) C V. In dieser Form
ist es auch anwendbar zur Definition der Stetigkeit von Abbildungen zwischen
beliebigen topologischen Raumen.

Definition (Stetige Abbildungen von topologischen Raumen). Seien X, Y to-
pologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Die Abbildung f heif3t
stetig im Punkt @ € X, wenn zu jeder Umgebung V' von f(a) € Y eine Um-
gebung U von a existiert mit f(U) C V. Die Abbildung f heiBt stetig auf X
(oder stetig schlechthin), wenn sie in jedem Punkt x € X stetig ist.

Man konnte natiirlich auch daran denken, die Definition der Stetigkeit mittels
Folgen (siehe Seite 25) zu verallgemeinern.

Definition (Folgenstetigkeit). Seien X, Y topologische Rdume und f : X —
Y eine Abbildung. Die Abbildung f heifit folgenstetig im Punkt a € X,
wenn fiir jede Folge (z,,)neny von Punkten von X mit lim, ...z, = a gilt

lim,, . f(xn) = f((])

Es stellt sich jedoch heraus, dass im Allgemeinen eine folgenstetige Abbildung
nicht stetig ist. Wir betrachten dazu folgendes Beispiel.

(2.3) Sei X eine iiberabzihlbare Menge, z.B. X = R. Wir fiihren auf X zwei
Topologien 7; und 75 ein. Eine Menge U C X sei genau dann offen bzgl.
T, falls es eine abzéhlbare Teilmenge A C X gibt mit U = X ~ A. Es ist
leicht nachzupriifen, dass dies eine Topologie ist, vgl. auch die Bemerkung
im Anschluss an Beispiel (1.29). Die zweite Topologie sei definiert als 75 :=
PB(X), d.h. bzgl. T, ist jede Teilmenge von X offen. Wir betrachten nun die
identische Abbildung

(X)) — (X, %), z+ f(z):==x
1. Behauptung. Die Abbildung f ist in keinem Punkt a € X stetig.

Beweis. Da {a} offen in X bzgl. 75 ist, ist V' := {a} eine Umgebung von
f(a) = a. Es gibt aber keine Umgebung U von a bzgl. der Topologie 7; mit
f(U)=U CcV = {a}, da jede Umgebung von a bzgl. 7; aus unendlich vielen
Punkten besteht. Also ist f in @ nicht stetig.

2. Behauptung. Die Abbildung f ist folgenstetig in a.
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Beweis. Sei (x,,)nen eine Folge von Punkten, die bzgl. der Topologie 7; gegen
a konvergiert. Sei A die Menge aller Folgenglieder z,, mit x,, # a. Dann ist
U = X ~ A eine Umgebung von a (bzgl. 77), also existiert ein N € N, so
dass x,, € U fiir alle n > N. Nach Konstruktion von U folgt, dass z,, = a fiir
alle n > N. Dann ist auch f(x,) = z, = a = f(a) firallen > N, woraus
folgt, dass die Folge f(z,) gegen f(a) konvergiert (bzgl. 7T3). Also ist f in a
folgenstetig, q.e.d.

Unter geeigneten Abzahlbarkeits-Bedingungen sind die Begriffe stetig und fol-
genstetig jedoch dquivalent, wie folgender Satz zeigt.

Satz 9. Seien X, Y topologische Riume und f : X — Y eine Abbildung.
a) Ist f im Punkt a € X stetig, so ist f in a auch folgenstetig.

b) Besitzt der Punkt a € X eine abzihlbare Umgebungsbasis und ist f in a
folgenstetig, so ist f in a stetig.

Beweis. a) Wir setzen voraus, dass f in a stetig ist. Sei (x,,) eine Punktfolge
in X mit hm z, = a. Es ist zu zeigen, dass hm f(xn) = f(a). Sei V eine

beliebige Umgebung von f(a). Wegen der Stetlgkelt von f gibt es eine Um-
gebung U von a mit f(U) C V. Dalimz, = a, gibtes ein N € N, so dass
x, € U fir alle n > N. Daraus folgt aber f(z,) € V fiir alle n > N. Dies
beweist lim f(z,) = f(a).

b) Sei {U,, : n € N} ein abzdhlbare Umgebungsbasis von a. Wir diirfen an-
nehmen, dass U,, D U, fiir alle n € N. (Andernfalls ersetze man U,, durch
U, = ﬂkgn Uy.) Wir setzen voraus, dass f in a folgenstetig ist, und miissen
beweisen, dass f in a stetig ist.

Annahme. f istin a nicht stetig. Dann gibt es eine Umgebung V' von f(a), so
dass f(U,) ¢ V fiir alle n € N. Es gibt also firr jedes n € N einen Punkt
x, € U, mit f(z,) € V. Aus z,, € U, fiir alle n folgt limz,, = a, und
wegen der Folgenstetigkeit von f auch lim f(z,) = f(a). Dies steht aber im
Widerspruch zu f(z,) ¢ V fiir alle n. Daher ist die Annahme falsch und f in
a stetig.

Wegen Satz 9 sind also fiir topologische Raume, die dem 1. Abzahlbarkeitsaxi-
om geniigen (z.B. metrische Raume) die Begriffe stetig und folgenstetig aqui-
valent.
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Satz 10. Seien X, Y zwei topologische Riume. Eine Abbildung f - X — Y ist
genau dann auf ganz X stetig, wenn das Urbild f~1(V') jeder offenen Menge
V C Y offenin X ist.

Beweis. Sei zunachst f als stetig vorausgesetzt und sei V' offen in Y. Es ist
zu zeigen, dass (V) offen in X ist. Sei a € f~1(V) beliebig. Da V Um-
gebung von f(a) € V ist, gibt es wegen der Stetigkeit von f im Punkt a eine
Umgebung U von a mit f(U) C V. Daraus folgt aber U C f~(V). Deshalb
ist f~1(V') Umgebung von a. Daa € f~1(V) beliebig war, ist f~*(V) offen.

Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass das Urbild jeder offenen Menge offen ist
und sei a € X beliebig. Ist V eine Umgebung von f(a), so gibt es eine offene
Menge Vi mit f(a) € V) C V. Dannist U := f~(V}) offen. U enthilt den
Punkt a, ist also Umgebung von a, und es gilt f(U) C V. Alsoist f in a stetig,
g.e.d.

Bemerkung. Da die abgeschlossenen Mengen gerade die Komplemente der
offenen Mengen sind, gilt auch: Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann
stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist.

(2.4) Beispiel. Sei X ein topologischer Raum, f : X — R eine stetige Funkti-
on und ¢ € R. Dann ist die Menge
U={zeX: flzx)<c}
offen und die Menge
A={zeX: f(x)=c}
abgeschlossen. Dennees gilt U = f~!(]—o0, ¢[) und A = f~!({c}). Die Menge

]—00, ¢[ ist offen und die Menge {c} abgeschlossen in R.

Definition (Homoomorphismus). Seien X, Y topologische Raume. Eine bi-
jektive Abbildung f: X — Y heilt Homéomorphismus (oder topologische
Abbildung), wenn f stetig ist und die Umkehrabbildung f~!:Y — X eben-
falls stetig ist. Zwei topologische Raume heiflen homoomorph, wenn es einen
Homd&omorphismus f: X — Y gibt.

(2.5) Als Beispiel zeigen wir, dass der R™ zur offenen Einheitskugel
B:={zcR": |jz|] < 1}
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