2. Eine kurze Einfiihrung in Chiffriersysteme

2.1. Definition eines Chiffriersystems

Als Erstes sollte prazisiert werden, was genau unter einer Folge von Elementen einer Menge M
zu verstehen ist, denn solche Folgen sind Basisobjekte von Chiffriersystemen.

Eine Folge von Elementen einer beliebigen Menge M ist eine Abbildung f: N — M,
wobei N C N. Statt f(n) fir n € N wird gewohnlich f, geschrieben, oder die Folge
wird direkt mit ihren Folgegliedern als (fy, )nen bezeichnet.

Die Menge aller Folgen von Elementen einer Menge M wird mit Fp; bezeichnet, d.h.

Far ={(fu)nen | NCN A /\ fn €M}
neN

Die Menge N ist die Indexmenge, ihre Elemente sind die Indizes der Folge.

Bei einer endlichen Indexmenge N = {ni,...,nx} kann eine Folge auch so bezeichnet werden,
dafs man die Folgeglieder nebeneinander in einer Reihe anschreibt, zur besseren Abgrenzung oft
in Klammern gesetzt,

(fn17"'7fnk')

speziell bei N = {a,b, c,d} also als (fa, fv, fe, fa). Spielt die Indexmenge keine Rolle, kommt es
also nur auf die Reihenfolge der Folgenglieder an, kénnen die Indizes auch unterdriickt werden,
etwa in (o, p, ¢, 7). Das ist also so zu verstehen, dafs es eine Indexmenge N = {ny,ng,n3,na} C N
und eine Abbildung f: N — {o,p,q,r} gibt mit f, =o, f,, =p, f,, =qund f,, =r. Man
148t oftmals sogar die Kommata weg, wie in (o p ¢ 7).

In der Kryptographie betrachtet man gerne Folgen von Elementen von Zsg, dabei werden die
n € Zge mit den Grofbuchstaben des Alphabetes bezeichnet, meistens A = 0, B = 1 und so fort
bis Z = 25. Texte in Grofsbuchstaben kénnen dann als Folgen von Elementen aus Zsg aufgefasst
werden. Der besseren Lesbarkeit wegen empfiehlt es sich jedoch, zu Zsy7 iiberzugehen und mit dem
hinzugekommenen Element das Leerzeichen zu benennen, also , = 26. So wird beispielsweise der
Text (die Zeichenfolge)

EIN_KLARTEXT
zu der folgenden Folge von Elementen von Zay:
4813261011017194 2319

Diese Zahlenfolge représentiert eine unendliche Anzahl von endlichen Folgen der Lénge 12 von
Elementen von Za;. Eine dieser Folgen ist f:{2,3,...,12,13} — Zoy mit f, =4, f; = 8 usw.
bis f,5 = 19.

Heutzutage werden allerdings weniger alberne Botschaften wie ANGRIFF ,IM_MORGENGRAUEN ver-
schliisselt sondern unter Anderem auch ganze Computerdateien beliebigen Inhalts. Man hat es
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dann mit Folgen der kleinsten Einheit einer solchen Datei zu tun, also etwa mit Bytes oder
16-Bit-Worten, die als Elemente von Z§ bzw. Z1% interpretiert werden kénnen.

Moderne Verschliisselungsverfahren arbeiten nicht mehr mit Folgen von als Zahlen interpre-
tierten Zeichen (Buchstaben, Ziffern, Satzzeichen), sondern mit mathematischen Objekten. Dazu
zahlt natiirlich AES, das mit 4x4-Matrizen mit Koeffizienten im endlichen Korper Kys arbei-
tet, andere Systeme arbeiten mit sehr grofsen natiirlichen Zahlen. Diese systeminternen Klartexte
und Geheimtexte werden zum praktischen Gebrauch in externe Texte verwandelt oder aus ihnen
riickverwandelt.

Die Menge Fys aller Folgen mit Elementen in M ist fiir praktische Zwecke viel zu grofs, man
beschrankt sich deshalb auf die Menge aller endlichen Folgen:

Ev={f:N— M| NCN A #(N)<#(N)}
Es ist natiirlich €,y C Fps. Schlieklich sei noch fiir beliebige Mengen A und B
I(A, B)

die Menge aller injektiven Abbildungen ¢: A — B, also solcher Abbildungen mit der Eigen-
schaft, daf a = a aus ¢(a) = p(a) folgt.

Mit diesen Bezeichnungen kann nun ein Chiffriersystem prézise beschrieben werden. Mit der
nachfolgenden Definition werden praktisch alle existierenden Chiffriersysteme erfasst. Und zwar
besteht ein Chiffriersystem aus

(2) einem Klartextalphabet T
(i2) einem Klartextbereich T~ C &
(74¢) einem Geheimtextalphabet G
(iv) einem Geheimtextbereich G C &g

(v) einem Schliisselbereich K
(vi) einer Abbildung 2: K — I(T,G)
Jedem Schliissel k € IC ist also eine injektive Abbildung £2(k) vom Klartextbereich 7 in den
Geheimtextbereich G zugeordnet, ndmlich die Verschliisselungsabbildung oder Chiffrierab-
bildung des Schliissels k.
Die Umkehrfunktion von £2(k), also die Abbildung $2(k)~!: (k)[T] — T, ist die Entschliis-
selungsabbildung oder Dechiffrierungsabbildung.

Diese auf den ersten Blick moglicherweise etwas furchteinflofiende Definition ist tatséchlich
leicht zu verstehen, wie das folgende einfache Beispiel zeigt.

(3) T =29
(#) T =&z,
(i1) G = Zor
() G = &7
('U) K= Z27
(vi) Die Abbildung §2: Zoy — 1(&z,.,Ez,.) ist gegeben als 2(k)((t,)ven) = (b @ k)uven,

wobei N C N endlich und ¢t: N — Zso7 eine Folge von Elementen aus Zso7 ist. Ferner ist &
die Addition von Zso7.
Das Verfahren ersetzt jedes Zeichen t, einer Folge (t,),en durch das Zeichen ¢, @ k, oder um es
mit einem Fremdwort auszudriicken, t, @ k substituiert t,. Dieses Chiffriersystem heifft deshalb
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ein Chiffriersystem mit Substitutionsschliissel.

Ganz konkret im Falle k¥ = 1 wird also folgendermafien substituiert: Jeder Buchstabe von A
bis Y wird durch den rechten Nachbarbuchstaben im Alphabet ersetzt, d.h. A durch B, B durch C
usw. bis schlieflich Y durch Z. Weiter wird Z durch das Leerzeichen ., und endlich das Leerzeichen
selbst durch den Buchstaben A ersetzt. Dieses Verschliisselungssystem ist sehr alt, schon Julius
Caesar soll es mit £ = 3 eingesetzt haben.

Es ist allerdings noch nicht gezeigt worden, daf das beschriebene System tatséchlich ein Chif-
friersystem ist. Dazu ist zu bestétigen, daf fiir jedes k € Za; die Abbildung $2(k) injektiv ist. Es
seien also s = (s, )uem und t = (t,),en Folgen mit

(80 @ k)uem = 2(k) ((8,)penmr) = 2(k) ((t2)ven) = (b @ k)ven

Zwei Abbildungen, d.h. hier die beiden Folgen $2(k)(s): M — Zs7 und 2(k)(t): N — Zo7,
konnen nur dann gleich sein, wenn sie denselben Definitionsbereich besitzen. Aus obiger Annahme
folgt deshalb M = N. Weiter sind zwei Abbildungen (mit demselben Definitionsbereich) genau
dann gleich, wenn ihre Bilder gleich sind. Aus der Annahme folgt also weiter s, ® k = t, @ k. Die
Addition von —k = 27 — k bringt hier natiirlich das Gewtlinschte, ndmlich s, = t,.

Es bleibt noch zu bestimmen, wie in diesem System entschliisselt wird, d.h. es sind die Um-
kehrfunktionen der £2(k) anzugeben. Aber die £2(k) sind natiirlich surjektiv, denn zu gegebener
Folge (t,)ven ist

Q(k) ((tu S] k)l/EN) = (tl/)IJEN

womit auch die Umkehrabbildungen §2(k)~! gegeben sind, némlich als
n(k)_l ((tu)l/EN) = (tu © k)l/EN

Dabei ist u © v eine Abkiirzung von u & (—v).
Das soeben vorgestellte auf Za7 als Alphabet aufbauende Chiffriersystem mit Substitutions-
schliissel kann ganz allgemein formuliert werden. Es sei dazu fiir irgendeine Menge U

P ({U)

die Menge aller bijektiven Abbildungen oder Permutationen £&: U — U von U. Damit wird
durch das folgende Schema

(i) T = A mit einer endlichen Menge A

(it) T=Ea
(i) G=A
(iv) G=E4
(v) K=P(A)
(vi) Die Abbildung £2: P (A) — I(E€4, E4) ist gegeben als

26)((av)ven) = (€(@)) ey

wobei N C N endlich und a: N — A eine Folge von Elementen aus A ist.

ein Chiffriersystem mit Substitutionsschliissel definiert. Hier hat man im Wesentlichen zu zeigen,
daf a, = b, aus &(a,) = £(b,) folgt, aber das ist wegen der Bijektivitit von £ klar. Und es gilt
natiirlich die Gleichung £2(¢)~! = 2(¢71).
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Offensichtlich wird durch  — x @ k eine bijektive Abbildung Zs7; — Zs; definiert, d.h.
das Chiffriersystem mit Substitutionsschliissel ist tatséichlich eine Spezialisierung des eben vor-
gestellten Systems mit Permutationen. Es gibt noch viele solcher Spezialisierungen, wie es auch
noch viele andere mit Raffinesse ausgedachte Verschliisselungssysteme gibt, die heute allerdings
aus Griinden mangelnder Sicherheit héchstens noch historische Bedeutung haben. Manche setzen
mechanische Hilfsmittel ein, deren Spektrum sich vom simplen Streifen Papier bis zu ausgekliigel-
ten Zahnradmechaniken erstreckt. Ein diesbeziiglich leicht lesbares Buch mit vielen Illustrationen
ist [ASMW].

Die bisher betrachteten Verschliisselungssysteme chiffrieren und dechiffrieren die Zeichen so,
wie sie der Reihe nach anfallen (daher stream chipher genannt). Manche Systeme fassen jedoch
eine bestimmte Anzahl von Zeichen in einem Block zusammen und chiffrieren und dechiffrieren
diesen Block als eine Einheit (daher block chipher genannt). Zu diesem Typ zéhlen auch die im
Buch ausfiihrlich vorgestellten Systeme, also AES und das Rucksacksystem.

Um nun auch diese Verschliisselungssysteme in das obige Schema zu bringen wird aus der
Menge Fys aller Folgen mit Elementen in einer Menge M neben der Teilmenge aller endlichen
Folgen eine weitere Teilmenge ausgesondert:

Ef={f:N—M|NCNA #(N)=16}

Es ist also die Menge aller Folgen der Lénge 16, und natiirlich ist 8&? C &Epr. Weiterhin sei My
die Menge der 4x4-Matrizen mit Koeffizienten in der Menge M:

Moo ™Mo1 MMo2 Mo3
mio Mmi1 Miz2 M3
My = } My € M
M2o 21 M22 123
m3o M31 M32 M33

Schlieflich sei noch eine Abbildung A : £}f — My, definiert durch

f”[) fz/4 fl/g fl/12
A((f,,)yeN) = ;"1 ;"0 ]{”9 ;”13 mit N = {vg,v1,...,v15}1 und #(N) = 16
Fo, Tor Fonn Toss

Diese Abbildung ist offensichtlich eine Bijektion, die eine Folge der Linge 16 von Elementen aus
M zu einer 4x4-Matrix zusammenfasst (siche z.B. auch Abschnitt 4).

Bei den bisher vorgestellten Verschliisselungssystemen ist der Schliissel sowohl beim Sender als
auch beim Empfanger eines Textes streng geheim zu halten. Vor dem Empfang eines Textes mufs
der Schliissel also auf einem sicheren Wege zum Empfinger gelangen. Denn bei diesen Systemen
ist bei gegebenem Schliissel k € K sowohl die Verschliisselungsabbildung £2(k): T — G als
auch deren Umkehrung, die Entschliisselungsabbildung £2(k)~': G — T bekannt (hier wird die
Bijektivitdt von §2(k) angenommen). Ein verschliisselter Text g = $2(k)(t) kann also von jedem,
der den Schliissel k kennt, sofort als t = §2(k)~!(g) entschliisselt werden.

Betrachtet man jedoch die Verschliisselungssysteme genauer, dann fallt auf, daf der Zusam-
menhang zwischen £2(k) und §2(k)~! wie folgt beschrieben werden kann: Es gibt eine Abbildung
(: IK — K so, daf
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gilt. Im Chiffriersystem mit IC = Zy7 ist beispielsweise ((k) = —k, im System mit }C = P (A) ist
C(€) = &1, und (etwas vorgegriffen) im HiLLschen System ist ¢(K) = K™'. In diesen Beispielen
ist ¢(k) aus k leicht zu berechnen.

Aber einmal angenommen, es wire unmoglich oder zumindest praktisch unméglich, k = ¢ (k)
aus k zu bestimmen, ohne die Abbildung ¢ zu kennen. Dann kénnte doch die Chiffrierabbildung
£2(k) offentlich so zugénglich gemacht werden, etwa in einer Datenbank, daf jeder damit einen
Text verschliisseln kénnte. Entschliisseln konnte diesen Text nur derjenige, der die Abbildung ¢
und damit die Entschliisselungsabbildung £2(k)~' = §2({(k)) kennt. Bei Einsatz eciner solchen
Abbildung ( ist kein gesicherter Schliisseltransfer vom Empfénger an den Sender notwendig.

Nun hélt die Mathematik eine Reihe von Problemen bereit, die bei geeigneter Parameterwahl
praktisch unlésbar sind. Das bekannteste Problem ist wohl die Zerlegung einer natiirlichen Zahl in
ihre Primzahlkomponenten, die bei derzeitiger Rechentechnik bei einer geeignet gewéahlten Zahl
unmoglich zu berechnen ist.

Problematisch bei vielen dieser Probleme ist allerdings, daf nur vermutet wird, daf sie praktisch
unlésbar sind. Ein Verschliisselungssystem, das auf der angenommenen (praktischen) Unméglich-
keit der Losung eines Problems beruht, wird iiber Nacht wertlos, wenn doch eine Lésungsmog-
lichkeit gefunden wird. Ein Problem jedoch, das schon viele Jahrhunderte iiber traktiert wurde,
diirfte fiir die ndhere Zukunft als sicher gelten.

Eine bijektive Abbildung f: A — B, mit der b = f(a) einfach zu berechnen ist, mit der es
jedoch unméglich oder doch sehr schwer ist, a = f~1(b) zu berechnen, wird oft aus offensichtlichen
Griinden mit dem Namen Falltiirfunktion bezeichnet. Hier wire also £2(k) die Falltiirfunktion,
deren Inverse Q(§ (k)) ohne die Kenntnis der Abbildung ¢ unmdoglich zu bestimmen ist.

Ein bekanntes Beispiel ist die diskrete Exponentialfunktion. Nach Kapitel 10 gibt es zu jeder
Primzahlpotenz ¢ = p* ein a € {1,...,¢q — 1} so, dak es zu jedem u € {1,...,¢ — 1} genau ein
v €{0,...,q— 2} gibt mit v = a”. Durch

exp, (v) = a”

wird daher eine bijektive Abbildung exp, : {0,...,¢g—2} — {1,...,¢—1} definiert, die diskrete
Exponentialfunktion (zum primitiven Element a).

Die Bezeichnung Ezxponentialfunktion darf allerdings nicht dariiber hinwegtéuschen, daf exp,
nur eine Approximation der reellen Exponentialfunktion darstellt. Man kann nicht erwarten, dafs
die diskrete Exponentialfunktion alle Eigenschaften der reellen Funktion getreulich nachahmt.
Aus der Eigenschaft exp, () exp,(y) = exp,(z+y) der reellen Exponentialfunktion wird némlich

exp, (v) exp, (1) = exp, (0, 1 (v + 1))

Natiirlich gilt fiir das Potenzenprodukt auch a”a* = a”*#, fiir die Exponentialfunktion ist jedoch
v €{0,...,q— 2} gefordert, um exp, () bilden zu kénnen, d.h. der Exponent ist modulo g — 1
zu reduzieren. Jedenfalls ist exp, eine bijektive Abbildung, die eine Umkehrabbildung

log, : {1,...,¢ -1} —{0,...,¢ — 2}

besitzt, die entsprechend diskreter Logarithmus genannt wird. Auch die bekannte Eigenschaft
log, (zy) = log,(z)+log,(y) der reellen Logarithmusfunktion kann nur in approximativer Gestalt
erwartet werden:

10ga(VM) = Qq—l (loga(y) + loga (:u’))
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In diesem Zusammenhang ist es allerdings bedeutender, daf die diskrete Exponentialfunktion
eine Falltiirfunktion ist. Die Berechnung von exp,(v) ist sehr einfach auszufiihren fiir kleine
v €{0,...,¢—2} und es gibt schnelle und sehr schnelle Algorithmen fiir grofe v. Niemand kennt
jedoch einen schnellen Algorithmus zur Berechnung von log, (1) fir grofe p € {1,...,¢ — 1}.
In der Praxis ist ¢ eine Primzahl mit mindestens 100 Dezimalziffern, es ist also unmdéglich, alle
v €{0,...,q— 2} zu durchlaufen und zu priifen, ob exp,(v) = u gilt.

Diese Eigenschaft der diskreten Logarithmusfunktion, sehr schwierig berechenbar zu sein, wird
auch tatséchlich in einem Chiffriersystem genutzt, und zwar in dem System von ELGAMAL.

Es folgen noch zwei Beispiele von Verschliisselungssytemen. Das erste, das System von HILL,
ist vom Anwender her gesehen dem System AES ein wenig dhnlich, ist aber sehr viel einfacher
strukturiert und kann so als eine leicht verdauliche Einstimmung auf AES dienen. Das zweite
System ist RSA, das bekannteste aller Falltiirsysteme. Es ist vom Konzept her nicht sonderlich
schwierig und als ein Beispiel fiir ein Falltiirsystem gut geeignet.
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In diesem Abschnitt wird eine Abart des Chiffriersystems von HILL vorgestellt, die moglichst
dem System AES angenihert ist, jedenfalls was das AuRere, also die Schnittstelle zum Anwender,
betrifft. Es ist zwar schon etwas in die Jahre gekommen — es wurde am Anfang des vorigen
Jahrhunderts entwickelt — kann aber mit etwas Vorsicht durchaus noch heute eingesetzt werden,
wenn es nicht auf die allerhéchste Geheimhaltungsstufe ankommt.

Die Klartexte und Geheimtexte des Chiffriersystems sind Elemente T der Menge M der 4x4-
Matrizen mit Koeffizienten im Korper Kos = Kosg:

too tor toz tos
T — tip tin tip ti3
too tor tony to
tso ts1 ty2 tss

Die Schliissel S des Systems sind ebenfalls Matrizen aus M, sie miissen jedoch aus der Teilmenge
S C M der reguldren Matrizen gewihlt werden. Das bedeutet also, daf es zu jedem Schliissel
S einen Schliissel S™! gibt mit

SS'=8"'s=1

dabei ist I die 4x4-Einheitsmatrix mit Einsen (also 0116) in der Hauptdiagonalen und iiberall
sonst Nullen (also 006). Die Multiplikation der Matrizen S und S~ ist natiirlich mit der Addition
und Multiplikation des Korpers Kgs auszufithren (hier weicht das vorgestellte Verschliisselungs-
system vom urspriinglichen HiLLschen System ab). Und schlieRlich sind die zu einem Schliissel S
gehorigen Chiffrierabbildungen

g M — M ngzM—>M
definiert als die folgenden Matrizenprodukte:
Us(T)=ST w'(T)=S"'T

Hier besteht also der einfache Zusammenhang ¥g ' =g 1, und ¥s und 29 ! sind offensichtlich
invers zueinander:

v (Ps(T) =S 'ST=IT=T
Ausfiihrlich geschrieben wird die Chiffrierfunktion (wie auch ihre Umkehrung) wie folgt gebildet:

So0 So1 So2 So03 too tor toz tos 8o 801 802 803
ST — | S0 Su si2 S tio tu tiz tiz| |80 B B2 B3| _ g

S20 S21 S22 S23 toyo tor toy tog 820 821 822 823

S30 S31 S32 S33 tso t31 t3x tss 83 831 832 833

Die Koeflizienten g, der Matrix G sind gegeben als
gpy = SMOtOV + Spltlu + Sp2t2u + Sp3t3u MV € {07 17 27 3}

Die Additionen und Multiplikationen sind dabei die des Korpers Kys. Eine solche Multiplikation
wird mit Hilfe von Polynommultiplikationen und Polynomdivisionen ausgefiihrt, die beide hoch
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nichtlinear sind. Die Chiffrierabbildung besitzt deshalb einen gut ausgebildeten Verschleierungs-
effekt, womit auf die von SHANNON geforderte Diffusion angespielt ist.

Nun sind Matrizen mit Koeffizienten in Kys fiir Anwender des Chiffrierverfahrens sicherlich
ungewohnte wenn nicht sogar befremdliche Klartexte und Geheimtexte. Um eine angenehmere
Anwendungsschnittstelle zu bekommen, wird wie folgt vorgegangen:

e Es wird von der speziellen Struktur der Matrixkoeffizienten abgelassen, sie werden nur noch
als eben strukturlose Bytes oder Bitoktetts ¢,,,, angesehen.
e Die Matrixspalten werden zu einem Vektor ¢ von 16 Bytes zusammengesetzt.
Es ist eigentlich gleichgiiltig, auf welche Weise der Vektor ¢ aus den Spalten der Matrix gebildet
wird. Hier geschieht das folgendermafien:

t=(to t1 t2 t3 t4 ti5) = (too tio tao tso tor tin to tos  ts3)

Als ein Beispiel soll die bekannte Textzeile Habe nun,_ach! ,, verschliisselt werden. Verwendet
man fiir die Zeichen des Textes den ASCII-Code, so erhilt man den Anwenderklartext

und daraus den Klartext des Chiffriersystems als

4816 2046 2Ci6 6816
T = 6116 6E16 2016 2116
6216 7516 6116 2046
6516 6Eig 6315 2016

Wie man sich Schliissel verschaffen kann wird weiter unten ausfiihrlich diskutiert. In diesem
Beispiel wird der Schliissel

S — 0146 T7Fi6 Flis 4015 g-1_ 9156 8Bis 3316 2916

eingesetzt. Zur Not kann die Chiffrierung auch mit den Tabellen in Kapitel 10 durchgefiihrt
werden. Wie es auch gemacht wird, der Geheimtext ist jedenfalls

Olis 2316 7116 1516 4816 2016 2C16 6816 DO1s CAis 5216 4316

ST — O0li6 T7F1s Flis 4016 6156 6Eis 2016 2116 _ 8016 EBis BEis EFie -G
Olis Blig 7Big 0816 6216 7516 6116 2016 8816 F6is BBis BCis
011 EAis EEis 6116 6516 6Eis 6316 2016 DFis 6216 3Dis BEie

was zu folgendem Anwendergeheimtext fiihrt:
g = (D016 8016 8816 DF16 CAsg EByg F616 6216 5216 BE1s BB1s 3D16 4316 EF16 BCi6 BEse)

Wie ein Vergleich von ¢ und g zeigt, werden mehrfach vorkommende Buchstaben (also die Buch-
staben a und n) verschieden verschliisselt. Mit statistischen Untersuchungen iiber die Haufigkeit
gewisser Buchstaben in einem Text einer Sprache kann man dieses Chiffriersystem daher nicht
iiberlisten. Das gelingt jedoch unter gewissen Voraussetzungen auf einfache algebraische Weise,

10
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wie weiter unten gezeigt wird.

Zunichst aber ist noch zu kléren, auf welchen Wegen man sich Schliissel verschaffen kann:
Gesucht sind regulére (invertierbare) 4 x4-Matrizen mit Koeffizienten aus dem Koérper Kos.

Die sich hier sofort stellende Gretchenfrage ist natiirlich: Wie kann man die Regularitit (oder
entgegengesetzt die Singularitiit) einer Matrix aus M erkennen? Es gibt den klassischen Weg
iber die Determinante, doch ist deren orthodoxe Berechnung tiber die Adjungierten der Matrix
rechentechnisch ein Alptraum und sollte vermieden werden. Es gelingt auf viel einfacherem We-
ge, indem die Matrix in eine obere Dreiecksmatrix umgeformt wird: Ist die Hauptdiagonale der
Dreiecksmatrix voll besetzt, dann ist die Matrix reguléar.

Man kann so vorgehen, dafs man Matrizen mit Zufallszahlen aufbaut, die dann auf Regularitét
getestet werden. Allerdings ist die Wahrscheinlichkeit, auf diese Weise eine reguldre Matrix zu
finden, nicht sehr grof. Hier sind beispielsweise alle 2x2-Matrizen mit Koeffizienten aus dem

Korper Ks:

0 0 10 01 00 0 0 11 0 0 10

0 0 0 0 00 0 1 10 00 11 10

0 1 10 0 1 11 11 01 10 11

0 1 0 1 10 10 0 1 11 11 11
Wie unschwer zu erkennen ist (die Matrixspalten miissen linear unabhéngig sein), sind sechs dieser
16 Matrizen reguldr, ndmlich

10 0 1 11 11 0 1 10
0 1 10 10 0 1 11 11
folglich ist die Wahrscheinlichkeit, daf solch eine mit Zufallszahlen erzeugte Matrix regular ist, %

oder 37,5%. Es ist aber sehr einfach, eine grofie Zahl von reguldren Matrizen direkt anzugeben.
Sind némlich a, b, c,d € Kys, dann ist die damit gebildete Matrix von VANDERMONDE

1 a a2 a°
1 b b2 b
V(a,b,c,d): 1 ¢ c2 CB
1 d d* &

genau dann reguldr, wenn die vier Parameter verschieden sind. Man erhélt auf diese Weise daher
256 - 255 - 254 - 253 = 4195023360 reguldre Matrizen. Die obige Beispielsmatrix ist eine solche
regulire VANDERMONDEsche Matrix:

0115 2316 7115 1515
0116 7F16 F116 4016
0116 B116 7B16 0816
0116 EA16 EE16 6116

= V (2346, TF16,Bl1g, EAsg)

Wenn keine Software zur Invertierung von Matrizen mit Koeffizienten in Kys zur Verfiigung steht,
kann die inverse Schliisselmatrix auch mit einem AVR-Mikrocontroller berechnet werden, siehe
dazu [HSMS] 5.2..

Die Implementierung dieses Chiffriersystems ist simpel genug, es gilt nur, das Produkt zwei-

11
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er 4x4-Matrizen zu berechnen. Allerdings gehort die Berechnung solcher Produkte auch zum
Chiffriersystem AES, weshalb sich hier eine Probeimplementierung fiir AVR empfiehlt.

Unterprogramm mcK284x4Mul
Es wird das Produkt G = ST zweier 4x4-Matrizen S und T mit Koeffizienten im Korper Kys berechnet.

Input
ra2g.r28 Die Adresse o einer 4x4-Matrix S
r31.r30 Die Adresse 7 einer 4x4-Matrix T
r27.r26 Die Adresse v einer 4x4-Matrix G

Die Koeffizienten der Matrizen werden zeilenweise gespeichert.
Das Unterprogramm kann keine Fehler erzeugen.

1 mcK284x4Mul: pushb5 ri16,rl17,r18,r19,r20sx2

2 1di r20,1 1 ro0o <~ k=1,dh.i=0
3 mcK284x4Mul05:1d rl6,Y 2 rie  Sio
4 1d rl7,Z 2 ri7 < too
5 rcall mcK28Mul 3+ ris « siotoo
6 mov r19,r18 1 rig < h = s;otoo
7 1dd ri6,Y+1 2 rie < Si1
8 1dd rl7,Z+4 2 r17 + tio
9 rcall mcK28Mul 3+ rig < sitio
10 eor r19,r18 1 rigp < h+s;1tio
11 1dd ri16,Y+2 2 rig + Si2
12 1dd rl7,Z+8 2 ri7 < tao
18 rcall mcK28Mul 2+ rig + siatao
14 eor ri9,r18 1 rig < h+sity
15 1ldd ri6,Y+3 2 rie < Si3
16 1dd rl7,Z+12 2 117+ t3o
17 rcall mcK28Mul 3+ rig « sistso
18 eor rl19,r18 1 rig < h+s;3tso
19 st X+,r19 2 gpo<h
20 1d ri6,Y 2 rie  Sio
21 1dd ri7,Z+1 2 ri7 + to1
22 rcall mcK28Mul 3+  ris < Siotor
23 mov r19,r18 1 rig + h =sioto1
24 1dd rl6,Y+1 2 rig < Si1
25 1dd rl7,Z+5 2 117t
26 rcall mcK28Mul 3+ rig < sittin
27 eor r19,r18 1 rig < h+s;iti
28 1dd ri6,Y+2 2 rig < Si2
29 1dd rl7,Z+9 2 r17 +to
30 rcall mcK28Mul 3+ rig < Siator
31 eor r19,r18 1 rig < h+s;ota
32 1dd rl16,Y+3 2 Trig < Si3
33 1dd ril7,Z+13 2 ri7 + t31
34 rcall mcK28Mul 3+ rig < Sistar
35 eor r19,r18 1 rig < h+s;sts;

12
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36 st X+,r19 2 gg<h

37 1d ri6,Y 2 rie < Sio

38 1dd rl7,Z+2 2 ri7 < too

39 rcall mcK28Mul 3+ rig + sioto2

40 mov ri9,r18 1 rig + h=sioto

41 1dd ri6,Y+1 2 rie < Si1

42 1dd rl7,Z2+6 2 ri7 < tin

43 rcall mcK28Mul 3+ rig < Siitiz

44 eor rl19,ri18 1 rig + h+sit

45 1dd ri6,Y+2 2 rie  Si2

46 1dd ril7,Z+10 2 ri7 < too

47 rcall mcK28Mul 3+ Tig + Siotoo

48 eor r19,r18 1 rig <+ h+siota

49 1dd ri6,Y+3 2 rie < Si3

50 1dd rl7,Z+14 2 117 < t3o

51 rcall mcK28Mul 3+  rig ¢ Sistss

52 eor r19,r18 1 rig < h+s;3ts

53 st X+,r19 2 g2 < h

54 1d ri6,Y+ 2 rie < Si0, rz20:28 <+ A(si1)
55 1dd rl7,Z+3 2 r17 + to3

56 rcall mcK28Mul 3+ ris « Siotos

57 mov rl19,r18 1 rig < h =s;otos

58 1d ri6,Y+ 2 rig < Si1, rze:28 <+ A(si2)
59 1dd rl7,Z+7 2 ri7 +ti3

60 rcall mcK28Mul 3+ rig « siittiz

61 eor r19,r18 1 rig < h+s;itis

62 1d ri6,Y+ 2 rig < Si2, rze:28 < A(siz)
63 1dd ri7,Z+11 2 ri7 < tog

64 rcall mcK28Mul 3+  Tis < Siztos

65 eor r19,r18 1 rig < h + siotos

66 1d ri6,Y+ 2 rie + Si3, rag:2s — A(Sit1,3)
67 1dd rl7,Z+15 2 r17 +t33

68 rcall mcK28Mul 3+  rig ¢ Sistss

69 eor r19,r18 1 rig < h+ sistss

70 st X+,r19 2 g<h

71 1sl r20 1 k <+ 2k

72 sbrs r20,4 1/2 Falls k < 8:

73 erlp mcK284x4Mul05 2 Zur i + 1-ten Zeile von S
74 sbiw r27:r26 s 16 2 ra7:r26 restaurieren

75 sbiw r29:r28 N 16 2 rag:r2s restaurieren

76 pop5 1r20,r19,r18,r17,r16sx2

77 ret a

Die Koeffizienten der Matrix G werden zeilenweise berechnet. Daraus folgt unmittelbar, in welcher Rei-
henfolge die Zeilen von S mit den Spalten von T kombiniert werden miissen. Denn aus

gW = SuOtOU + Sultlu + Su2t2u + SuStSU m, vV S {07 1’ 27 3}
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2. Eine kurze Einfiihrung in Chiffriersysteme

folgt, daft zuerst die erste Zeile von S der Reihe nach mit den vier Spalten von T zu kombinieren ist,
dann die zweite Zeile von S der Reihe nach mit den vier Spalten von T, und so fort. Die vier Zeilen von S
werden in einer Schleife durchlaufen, die Kombination mit den vier Spalten von T geméfs obiger Formel
wird ohne Schleife direkt ausgefiihrt.

Es bleibt nur noch zu kliren, wie die Adressenregister genutzt werden. Die nachfolgenden Skizzen erliu-
tern die Vorgehensweise. Die erste Reihe zeigt die Berechnung von g, die zweite Reihe die Berechnung
von gy, und die dritte Reihe die Berechnung von g,5.

L] L] L]
Soo | So1 | Soz2 | So3 too €oo
tio
t20
tso
[ ] L[] (]
So0 | So1 | So2 | So3 to2 802
ti2
to2
ts2
L]
tos
tis
) L]
S20 | S21 | S22 | S23 tos 823
tss

Die Punkte zeigen an, welche Adresse das Adressregister bei der Berechnung von g, enthilt. Es wird
wie folgt verfahren:

o Register X enthélt die Adresse des g,,,,, das gerade berechnet wird.

o Register Y enthalt stets die Adresse von tgo.

e Bei der Kombination der u-ten Zeile von S mit den vier Spalten von T enthélt Register Z die

Adresse von g,

Damit liegen auch die relativen Adressen (offsets) relativ zu den in den Adressregistern enthaltenen
Adpressen fest, mit welchen auf die Matrixkoeffizienten zugegriffen wird. Beispielsweise hat s22 beziiglich
Y die relative Adresse 2 und tas hat beziiglich Register Z die relative Adresse 11.

Kennt man den Schliissel S nicht, aber auch keinen Klartext T, kann man den verwendeten
Schliissel nur durch Ausprobieren aller Schliissel und Klartexte herausbekommen. Das ist bei der
grofen Zahl der moglichen Matrizen allerdings ein aufwendiges Unterfangen. Hat man jedoch
Zugang zu einem Klartext T und einem Geheimtext G, dann hat man in

ST =G
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ein System linearer Gleichungen fiir die Koeffizienten s,,, von S. Ist man vom Gliick begiinstigt
und ist der Klartext T sogar regulér, dann ergibt sich der Schliissel direkt als

S=GT!

Ist das nicht der Fall, dann lassen sich aus den Gleichungen einige der s,,,, berechnen, fiir die Ubri-
gen erhélt man immerhin einige lineare Gleichungen. Wenn nur wenige Koeffizienten unbestimmt
bleiben, kann man hier mit Durchprobieren zum Ziel kommen.

Ist zwar S unbekannt, hat man jedoch Zugang zum Verschliisselungsprozess, etwa durch einen
Mikroprozessor, der mit dem Verfahren programmiert ist, kann man also den Klartext selbst
bestimmen, dann wihlt man als Klartext einfach die identische Matrix I und erhélt damit

S=8I=G

Das bedeutet also, daft bei diesem Verfahren sowohl Schliissel als auch alle Klartexte im Verbor-
genen bleiben miissen.

Zum Schluss wird noch das Chiffrierverfahren von HILL in das oben gegebene Chiffrierschema
eingeordnet. Man kann wie folgt vorgehen.

(¢) T= Kzs
(@) T
(#32)
() G
(v) K= {K € Mg, | Rang(K) =4}, d.h. die reguliren Matrizen aus Mg,
(vi) Die Abbildung £2: K — P<‘€JK ) ist gegeben als

2(K)=AoWgoA dh. 2(K)((f,)ven) = A" (A((fu),,eN)K>

mit der Chiffrierabbildung ¥k des HiLLschen Systems.

Der Schliisselbereich besteht aus allen reguldren, d.h. invertierbaren, 4 x4-Matrizen mit Koeffizi-
enten aus dem Korper Kys, die Chiffrierabbildungen W sind daher bijektiv und damit schlieflich
auch die Chiffrierabbildungen £2(K).

In der Praxix besteht das Alphabet natiirlich nicht aus Kys, sondern aus K§. Also nicht aus Ele-
menten des endlichen Kérpers Kgs, der wohl nur sehr wenigen Anwendern des Verfahrens geldufig
ist, sondern aus schlichten Bytes oder Bitoktetts. Es ist lediglich eine Angelegenheit der Interpre-
tation, die selbstverstdndlich auch formalisiert werden kénnte. Ein klein wenig problematisch ist
die Angelegenheit nur deshalb, weil die Polynome, aus welchen die Elemente des Korpers Kys hier
nach Konstruktion bestehen (siehe Abschnitt A.5), abkiirzend (und von ihrer wahren Natur dabei
ablenkend) mit Bitoktetts oder noch kompakter mit zwei Hexadezimalziffern bezeichnet werden.
Wiirde tatsichlich Polynomnotation verwendet, dann wiren noch Ubergangsabbildungen von Kps
nach K§ und zuriick einzufiihren.
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2.3. RSA

Im Jahre 1978 erlebte die Kryptographie eine Revolution, als Ronald Rivest, Adi Shamir und
Leonard Adleman das erste Verschliisselungssystem mit 6ffentlich bekanntem Schliissel vorstell-
ten. Man iibertreibt sicher nicht, wenn man das System fiir einen der wichtigsten Beitrége zur
Kryptographie iiberhaupt ansieht.

Das RSA-Chiffriersystem ist leicht zu beschreiben, es ist wie folgt aufgebaut. Es seien p und ¢
zwei (groke) Primzahlen, und es sei

n=pg m=(p-1)(¢—1)
Die internen Klartexte ¢t und Geheimtexte g des Verfahrens sind die Elemente des Ringes Z,,, d.h.
es gilt 0 <t <nund 0 < g < n. Weiterhin sei e € Z}, = Z,,, ~ {0} so gewéhlt, daf
ggT(e,m) =1

gilt. D.h. e ist ein invertierbares Element des Ringes Z,,, das mit m keine echten Teiler gemein-
sam hat. Die Zahl e ist der Schliissel des Verfahrens. Die Verschliisselungsfunktion ¥, : Z,, — Z,,
ist gegeben als

U, (u) = u®
dabei ist die Potenzierung natiirlich im Ring Z, auszufiihren. Wenn also die Multiplikation von

Z.,, mit ® bezeichnet wird, dann ist

Ve(u) =uQu®--- Qu=0,(u)
—_—

e-mal
Die Entschliisselungsfunktion ¥! : Z,, — Z, schlieBlich ist gegeben durch

W‘l(u) — ySpale) — WCp,q(e) (u)

e

wobei auch diese Potenzierung natiirlich mit der Arithmetik des Ringes Z,, durchzufiihren ist:

WZI(U) =UQUE---Qu= Qn(U’CPQQ(e))
© —_———

(p,q(e)-mal

Darin ist die Abbildung (, ,: Z, — Z}, gegeben als

m

Cpqle) = e !

wobei e~ ! das zu e inverse Element im Ring Z,, ist, d.h. wenn die Multiplikation von Z,, mit
©® bezeichnet wird, dann gilt
e@e =1

Ohne die Kenntnis von p und ¢ und damit auch von m ist der Ring Z,, nicht bekannt, in dem
das zu e inverse Element e~! zu berechnen ist. Um aber p und ¢ zu bestimmen ist die Zahl n in
ihre beiden Primfaktoren p und g zu zerlegen, und in der Praxis werden die beiden Primzahlen
so gewdhlt, daf diese Zerlegung unmoglich ist, jedenfalls mit den heutigen rechnerischen Mitteln.
Beispielsweise sollen p und g Zahlen mit mindestens 100 Dezimalziffern sein, doch ist die Grofe
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der Primzahlen nicht das einzige zu beachtende Kriterium. Das Teufelchen steckt hier wie so oft
in den Details. Jedenfalls liegt in ¥, eine echte Falltiirfunktion vor.

Es ist aber noch zu zeigen, dak ¥, () tatsichlich die Dechiffrierfunktion ist, d.h. daf wirklich
Ve, ale) =P L gilt. Dieser Beweis ist allerdings nicht ganz einfach.

Dazu ist zunsichst zu bemerken, daf nach Konstruktion e ® e~! = 1 im Ring Z,, gilt. Dessen
Multiplikation © ist nun fiir u,v € Z,, definiert als

uOU = 0,(u-v)
wobei der Punkt in u - v die Multiplikation in N bedeutet! Also ist insbesondere
€ @ 671 = Q'Ill/(e : 671) = 1

Aber g,,(e-e!) ist der Teilerrest, den man erhilt, wenn e - e~! durch m dividiert wird, es gibt
daher ein a € N mit

e-et=am+o,(c-eN=am+1=a(p-1)(¢g—1)+1

Nun ist offensichtlich ¥ ey (e(0)) = 0 und ¢, _(e)(Pe(1)) = 1. Es bleibt also fiir u € Z, ~ {0, 1}
zu zeigen daff W¢,  (We(u)) = u gilt. Zunéchst hat man mit A.2e

—1 —1

WCP,Q (W()(u)) = WCp.q (Qn(ue)) = Qn(gn(ue)e ) = Qn(ue'e ) = Qn(ua(p—l)(q—l)+1)
Angenommen, es ist ggT(u,n) = 1. Nach dem Satz von EULER gibt es ein b € N mit
wP— D=1 — b)) — pp 4 1

Durch Einsetzen erhélt man damit

Qn(ua(lo—l)(q—l)-H) _ gn((u"’(”))“u) — Qn((bn 4 1)au) =

=, (gn((bn + l)a)gn(u)) =0, (Qn((bn + l)a)u) = p,(cu)

Die weitere Entwicklung ist mit Einsatz der Eigenschaften von g, wie folgt:

c=0,((bn+1)") = @,(@.(bn+1)*) = gn<(gn(9n(bn) + Qn(l)))"'> =
= 0.((e.0+1)") = 0,01 = 2, (1) = 1

Damit ist wegen u < n, d.h. g, (u) = u, die Behauptung fiir den Fall ggT(u,n) = 1 bewiesen.

Es darf aber nicht iibersehen werden, dak ¢(pq) = (p — 1)(¢ — 1) nur bei p # g gilt, denn bei
p = q ist ¢(p?) = (p — 1)p. Der vorangehende Beweis, der ¢(pg) = (p — 1)(q — 1) verwendet, ist
bei p = ¢ daher ungiiltig, und daraus folgt:

Die beiden Primzahlen p und q missen verschieden gewdhlt werden

Es sei jetzt ggT(u,n) # 1. Aber die einzigen Teiler, die u und n = pg gemeinsam haben
kénnen sind p oder ¢, d.h. es ist u = p oder u = ¢, denn oben wurde v > 1 vorausgesetzt. Aus
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Symmetriegriinden geniigt es, den Beweis fiir eine der beiden Primzahlen zu fithren, etwa fiir den
Fall uw = p.

Nun ist p # ¢, d.h. es gilt ggT(p,q) = 1. Nach dem Satz von EULER (siehe Abschnitt A.2) gibt
es daher ein b € N mit p?~! = p?(@ = bg 4+ 1 Damit erhilt man

a(p— — — p—1 alp—
PPN+ = (pa= DY P = g 4 1)@ = p(bg 4 1)F =
— bK, Ko 1 bn KY — bn k—1 — —
p;(ﬁ) q" = p( +;(K) ") p+pqﬁz_1(ﬁ> q p+pge=p+nc

Wegen p < n bedeutet diese Gleichung natiirlich gn(p"’(pfl)(qfl)“) = p, was zu zeigen war. Dafy
auch ¥, (¥, (u)) = u gilt folgt daraus, dak die Rollen von e und e~! offensichtlich vertauscht
werden kdnnen.

Es bleibt nun noch zu kliren, wie e~! bestimmt werden kann. Das gelingt iiber die bisher noch
gar nicht benutzte Forderung, daf ggT(e,m) = 1 gelten soll. Denn daraus folgt, daff es a,b € Z
gibt mit ae + bm = 1. Die beiden Zahlen a und b kdnnen mit dem erweiterten Algorithmus von
EUKLID berechnet werden.

Offensichtlich kénnen a und b nicht beide positiv oder beide negativ sein. Auch ist a = 0 wegen
m > 1 nicht moglich, ebenso b = 0 wegen e > 1. Es gilt daher entweder a > 0 und b < 0 oder
a < 0und b > 0. In jedem Fall gibt es ¢,r € Z mit |a| = em +r und 0 < r < m. Allerdings ist
r = 0 nicht moglich, denn eine Gleichung (ce 4+ b)m = 1 ist fiir ganze Zahlen und m > 1 nicht
moglich.

Zunéchst der Fall ¢ > 0. Man hat hier 1 = ae + bm = cme + er +bm oder er = (|b] — ce)m +1,
was natiirlich g,,(er) = 1 oder r = e~! bedeutet.

Im anderen Fall, bei a < 0 und b > 0, erhédlt man zundchst —er = (ce — b)m + 1. Das ergibt
durch Addition von 0 = me —me auf der linken Seite (m —r)e = (ce —b+1)m + 1. Es gilt daher
o, ((m —1)e) =1, was wegen 0 < r < m, also m —r < m, bedeutet, daf m — r = e~!.

Es gibt nun viele Méglichkeiten, das RSA-System in das Schema von Abschnitt 2.1 einzuordnen.
Die nachfolgende Darstellung ist davon angeregt worden, dafy das RSA-System nur zur Verschliis-
selung kleiner Texte geeignet ist. Das ist natiirlich darin begriindet, dafs die Verschliisselungsdauer
von RSA in einer ganz anderen Grofenordnung liegt als etwa die von AES.

Zur Darstellung im Schema sind einige Vorbereitungen nétig. Es sei dazu k € N;. Dann ist
{0,1,...,28% — 1}* die Menge aller k-Tupel (o, ...,tx_1) mit ¢, € {0,...,2% — 1}. Man hat

{07 RN 28 - 1}k - 8{0,“.,2871}
wenn das Tupel (to,...,tx—1) als Funktionswert einer Folge von Elementen aus {0,...,2% — 1}
mit der Indexmenge {0, ..., k— 1} interpretiert wird. Weiter sei die Abbildung Ay, definiert durch

k—1
Ag: {0, Ceey 28 — 1}k — Zgsi Ak(tg, .. wtk—l) = Z tKQSK
k=0

Ein Funktionswert dieser Abbildung ist natiirlich nichts anderes als die Darstellung einer na-
tiirlichen Zahl w im Bereich 0 < u < 28% zur Zahlenbasis 28. Diese Darstellung ist bekanntlich
eindeutig, folglich ist die Abbildung Aj bijektiv. Dem Leser ist sicher auch bekannt, wie bei
gegebenem u € Zsg;, die Entwicklungskoeflizienten u,, berechnet werden kénnen.
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Es seien nun p und ¢ verschiedene Primzahlen, mit der Forderung, nicht nahe beieinander liegen
zu sollen (fiir die Verschliisselungspraxis gibt es noch eine Reihe weiterer Anforderungen). Das
von p und ¢ abhéngige RSA-System wird hier mit RSA(p, ¢) bezeichnet. Weiterhin sei n = pg und
m = (p— 1)(¢ — 1). SchlieRlich sei k diejenige natiirliche Zahl mit 28% < n < 28+, Damit kann
das folgende Schema formuliert werden:

(i) T={0,...,28 -1}
T=H0,...,28 —1}*

K={ec, | ggT(e.,m) =1}

k—1 e
.Q(e) = Weo Ak d.h. (Z(e)(tm .o .,tkfl) = (Ztnzgfi)
k=0

mit der Chiffrierabbildung ¥, von RSA.

Darin wird Z,, als die Menge aller 1-Tupel aus Z} aufgefasst. Die Abbildung £2(e) ist injektiv,
denn die Abbildungen Ay und ¥, sind injektiv, doch ist §2(e) nicht surjektiv und deshalb nicht
bijektiv, weil A nicht surjektiv ist. Die Dechiffrierabbildung §2(e)~! ist daher auf der Menge

Bild(¥,0 A}) = ¥, [Zgy]

definiert. In der Chiffrierpraxis sind (unverfilschte) Geheimtexte ganz selbstverstandlich Elemente
von Bild(¥.o0 Ay).

Fiir ein Beispiel zum Einsatz von RSA(p, ¢) mit etwas groReren Zahlen seien die beiden Prim-
zahlen gewihlt als p = 224 — 3 = 16777213 und ¢ = 22° — 39 = 33554393. Das ergibt

n = pg = 562949198446709
m = (p—1)(qg — 1) = 562949148115104

Der Wert von k kann an der folgenden Tabelle als k = 6 abgelesen werden:

247 = 140737488355328

248 — 281474976710656
n = 562949198446709
249 = 562949953421312

Die Klartexte von RSA(16777213, 33554393) sind daher alle 6-Tupel (to, t1, o, t3, tq, t5) mit Koeffi-
zienten t,, € {0,...,2% —1}. Interpretiert man die Elemente ¢ € {0,...,2% —1} als ASCII-Zeichen,
dann sind die Klartexte tatséchlich Texte. Beispielsweise entspricht der Datumstext 1.1.16 dem
Klartext t = (31167 2E167 31167 2E167 31167 3616) mit

Ap(t) = 3136 4+ 2E46 - 28 4+ 3146 - 210 4 2E46 - 221 + 3146 - 252 + 3634 - 210 = 59584856272433

wobei die Elemente des Klartextalphabets {0, ...,2%—1} in ihrer Hexadezimaldarstellung verwen-
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det werden. Zur Riickrechnung von Ay(t) auf t bestimmt man einfach die Hexadezimaldarstellung
von 59584856272433.

Es muft nun noch der Schliissel e bestimmt werden. Die erste erzeugte Zufallszahl ist 48020, sie
kann als gerade Zahl nicht teilerfremd mit der geraden Zahl m sein. Der EUKLIDsche Algorithmus
bestétigt das natiirlich: 13763063304605- ¢ — 1174 - m = 4. Der néchste Wurf ist e = 79031, und
hier gibt EUKLID

236659317191687- ¢ — 33224-m =1

Es ist also ggT(e,m) = 1 und wegen 236659317191687 < m ist
e~ = 236659317191687

das zu e = 79031 inverse Element im Ring Z,,. Es kann jetzt verschliisselt und entschliisselt
werden. Mit dem obigen Datumstext erhélt man den Geheimtext

g = Vo031 (Ag(t)) = 5958485627243379%3! = 514044458167847

wobei die Potenzierung im Ring Z,, = Zsg2949198446709 zu erfolgen hat. Man kann dazu den bekann-
ten einigermaflen schnellen Algorithmus verwenden, der die Bindrdarstellung von e verwendet,
hat aber nach jeder Multiplikation auf das Produkt die Restfunktion g,, anzuwenden.
Zur Entschliisselung ist nun der Geheimtext mit e~! zu potenzieren, und zwar wieder im Ring
Zy. Wird daher die Multiplikation in Z, mit ® bezeichnet, dann ist
o =gege--ag

e~1-mal

zu berechnen. Das fiihrt hier im Beispiel auf
Ag(t) = Wrghay (514044458167847) = 514044458167847236659317191687 _ 59584856272433

Die Hexadezimaldarstellung von 59584856272433 ist 36312E312E314¢, womit der Klartext wieder
erreicht wére.
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2.4. Nachrede

Wie die umfangreiche Literatur {iber das Thema Kryptologie zeigt gibt es sehr viele krypto-
graphische Verfahren, oft mit zahllosen Varianten. Folglich konnte das Thema in diesem kurzen
einfithrenden Kapitel nur ganz leicht gestreift werden. Das ist fiir die weiteren Kapitel des Bu-
ches jedoch folgenlos, weil tiefere allgemeine Kenntnisse iiber Verschliisselungsverfahren fiir die
Lektiire des Buches nicht erforderlich sind.

So bleiben beispielsweise Sicherheitsfragen nahezu génzlich unbeachtet. Das geschieht natiirlich
nicht grundlos. Denn die manchmal recht einfallsreichen Verfahren, die ersonnen wurden, um
Geheimschriften zu lesen, ohne den Schliissel zu kennen, mit dem sie chiffriert wurden, bekannt
als das ,Knacken“ von Geheimschriften (codebreaking), konnen selten einen Beitrag zur besseren
Implementierung eines Verschliisselungsverfahrens leisten.

Zwar ist es richtig, daf man bei den Versuchen, RSA zu ,knacken®, lernen kann, die beiden
Primzahlen p und ¢ so zu wahlen, dafs eben dieses ,Knacken* erschwert wird, aber das ist kein
Beitrag zu einer verbesserten Implementierung, denn auf der Implementierungsebene ist eine
Primzahl mit einer vorgegebenen Ziffernzahl so gut wie jede andere.

Hinzu kommt, daf manche Attacken gegen ein Chiffrierverfahren gar nicht den Algorithmus
des Verfahrens attackieren, sondern ein bestimmtes Anwendungsprotokoll. Es ist klar, daf in
solch einem Fall die Implementierung des Verfahrens {iberhaupt nicht tangiert wird. Was hier mit
einer Attacke auf ein Chiffrierverfahren via Anwendungsprotokoll gemeint ist erkléart das folgende
Beispiel.

Es wird ein Klartext x mit dem Rucksackverfahren [-mal verschliisselt, und zwar jeweils mit

e?% el eéé)) zu einem Geheimtext gy:

¢

dem &ffentlichen Schliissel etV = (

96
gr = Zx,,efj\) re{l,....1l}
v=1

Werden die I Summen ausgeschrieben, wird leichter erkennbar, daff ein System von linearen

Gleichungen vorliegt, mit den bekannten Gleichungskoeffizienten e,<,1> und Gleichungskonstanten

gx und den Unbekannten x,,:

96

o= xel

v=1

96
=Sl
v=1

96
0= 3 el
v=1

Stehen daher | = 96 Geheimtexte zur Verfiigung, dann ist ein lineares Gleichungssystem mit 96
Gleichungen fiir 96 Unbekannte gegeben, das garantiert eine Losung besitzt.

Es ist allerdings sehr fraglich, ob mit den géngigen Flieftkommaarithmetiken mit 32 oder 64
Bit eine Losung ermittelt werden kann. denn die Unbekannten x, € {0,1} sind gemessen an
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den Gleichungskoeffizienten und an den g, extrem klein. Das bedeutet, dafs zur Bestimmung der
Unbekannten sehr grofie Zahlen derselben Gréfenordnung zu subtrahieren sind. Solche Subtrak-
tionen erzeugen aber unweigerlich bei der Differenz einen betrichtlichen Verlust an signifikanten
Bits. Mit anderen Worten: Das Gleichungssystem ist extrem schlecht konditioniert!

Eine Moglichkeit, diese Fehlerquelle zu vermeiden, wire, eine rationale Arithmetik einzusetzen.
Aber auch hier besteht wenig Grund zu hoffen. Denn wer jemals mit einem Programmpaket fiir
rationale Arithmetik gearbeitet hat, der weift, dafs die Z&hler und Nenner rationaler Zahlen bei
auch nur méfkig umfangreicher Rechnung zu enormer Grofe anwachsen. Hier bei einem System
mit 96 Gleichungen sind deshalb gigantische Zahler und Nenner zu erwarten.

Zu dem allgemeinen Schema fiir Verschliisselungsverfahren, das im Kapitel eingefiihrt wird, ist
noch zu sagen, daf manche Verfahren in dieses Schema ziemlich hineingezwungen werden miissen.
Das ist bei der Vielzahl der Verfahren und der vielfachen Mittel und Wege zur Realisierung der
Verfahren auch gar nicht anders zur erwarten. Es ist immerhin ein Versuch, etwas Ordnung in
den immensen Zoo von Verschliisselungsverfahren zu bringen.

Es scheint so zu sein, daf fiir die zunehmende Sicherheit von Chiffrierverfahren ein Preis zu
zahlen ist, namlich die Zunahme an mathematischem Gehalt der Verfahren. Waren in den An-
fangsgriinden der Kryptologie noch einfachste Kenntnisse in Algebra zum theoretischen Nach-
vollzug der Verfahren ausreichend, erfordert der Nachvollzug aller Schritte von AES ein gewisses
Vertrautsein mit der Theorie der endlichen Koérper und der Polynome {iber solchen Kérpern. Al-
lerdings geht die Kryptographie hier keinen Sonderweg, sie teilt diesen Effekt mit vielen anderen
Themenkreisen.

22



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-658-19703-2

AES und Rucksackverfahren

Theorie und Praxis mit AVR- und dsPIC-Mikrocontrollern
Schmidt, H.; Schwabl-Schmidt, M.

2017, IX, 241 5., Softcover

ISBM: 878-3-658-19703-2



	2. Eine kurze Einführung in Chiffriersysteme
	2.1. Definition eines Chiffriersystems
	2.2. Das Chiffriersystem von HILL
	2.3. RSA
	2.4. Nachrede




