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2.1 Polyeder

Eine begrenzte (beschrénkte, endliche) Fliche nennt man ein Flichenstiick. Ein be-
grenztes (beschrinktes, endliches) Stiick des Raumes nennt man einen Kérper.

Ein ebenes Fliachenstiick heifit konvex, wenn fiir je zwei Punkte des Fldchenstiicks auch
die Verbindungsstrecke zum Fliachenstiick gehort. Entsprechend heifit ein Kérper kon-
vex, wenn mit je zwei Punkten des Korpers auch die Verbindungsstrecke zum Koérper
gehort. Abb. 2.1.1 zeigt Beispiele fiir konvexe Korper, Abb. 2.1.2 fiir nichtkonvexe

o7/

Abb. 2.1.1 Konvexe Kérper Abb. 2.1.2 Nichtkonvexe Korper

Korper.

Ein Polygon (Vieleck) ist ein ebenes Flidchenstiick, das von endlich vielen Strecken
begrenzt wird. Hat es n Begrenzungsstrecken (und damit auch n Eckpunkte), so nennt
man es ein n-Eck. Entsprechend ist ein Polyeder ein Korper, der von endlich vielen
Polygonflachen begrenzt wird. Wird ein Polyeder von n Polygonflichen begrenzt,
dann nennt man es auch n-Fldchner oder n-Flach.

Ein Polyeder besitzt mindestens vier Begrenzungsflichen. Besitzt es genau vier Be-
grenzungsflichen, dann sind dies alles Dreiecke.
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Ist ndmlich eine Begrenzungsfldche ein
n-Eck, so miissen noch mindestens n
weitere Begrenzungsflichen existieren
(die gemeinsame Kanten mit dem n-Eck
haben), das Polyeder muss also mindes-
tens n + 1 Begrenzungsflichen haben.
Ein von vier Dreiecken begrenztes Poly-
eder heifit Dreieckspyramide.

Sind die Dreiecke alle gleichseitig, dann
handelt es sich um ein Tetraeder (Abb.
2.1.3). Abb. 2.1.3 Tetraeder

Schneidet man von einer Dreieckspyramide eine Ecke ab, so entsteht ein Polyeder mit
fiinf Fldchen (zwei Dreiecke und drei Vierecke). Schneidet man von einem konvexen
Polyeder mit n Flachen durch einen ebenen Schnitt eine Ecke ab, ohne dabei eine
weitere Ecke zu beriihren oder gar mit abzuschneiden, dann entsteht ein Polyeder mit
n + 1 Flichen (Abb. 2.1.4). Es gibt also fiir jedes n > 4 ein Polyeder mit genau n
Flachen. Wir bezeichnen nun mit

m ¢ die Anzahl der Ecken,
m £k die Anzahl der Kanten und
m [ die Anzahl der Fliachen

eines Polyeders. Treffen beim ,,Eckenab-
schneiden“ in Abb. 2.1.4 in der abge-
schnittenen Ecke urspriinglich a Kanten
aufeinander, dann vergroflert sich e um
a—1, k um a und f um 1, also bleibt
e — k + f konstant. Abb. 2.1.4 Ecken, Kanten, Flachen

Berechnet man an konvexen Polyedern die Zahl e — k + f, so ergibt sich stets 2, wie
Satz 2.1 besagt.

Satz 2.1 (Euler’scher Polyedersatz)
Fiir die Anzahl e der Ecken, k der Kanten und f der Flichen eines konvexen Polyeders
gilt

e—k+ f=2

Beweis 2.1 Da das Polyeder konvex ist, gibt es einen Punkt P im Inneren, von dem
aus alle Ecken und Kanten (kreuzungsfrei) zu sehen sind. Wir denken uns eine Kugel
um P gezeichnet und alle Ecken und Kanten von P aus auf diese Kugel projiziert.
Dass aus den Kanten dabei Bogen auf der Kugel werden, stort dabei nicht weiter.
Nun bauen wir das Polyeder sukzessiv durch Anfiigen von Kanten auf, beginnend mit
einer einzigen Kante. Zu Anfang ist demnach ¢ = 2, k = 1 und f = 1, die einzige
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Flache ist die ganze Kugelfliche. Es ist daher zu Anfang e — k + f = 2. Nun fiigen
wir nacheinander die Kanten hinzu, die an eine schon vorhandene Ecke stoflen, und
priifen jedesmal den Wert von e — k + f. Bei einem solchen Fortsetzungsschritt sind
zwei Félle moglich:

(1) Die zweite Ecke der zugefiigten Kante war noch nicht vorhanden. Dann erhéhen
sich e und k um jeweils 1, wihrend f unveréndert bleibt. Daher dndert sich e — k + f
nicht.

(2) Die zweite Ecke war bereits vorhanden. Dann entsteht eine neue Fliche, sodass k
und f jeweils um 1 wachsen, wihrend sich e nicht &ndert. Daher &ndert sich e — k + f
nicht.

In beiden Fillen bleibt e — k 4+ f unveréndert; es muss also beim urspriinglichen Wert
e — k+ f = 2 bleiben. O

Der eulersche Polyedersatz gilt natiirlich auch fiir solche nichtkonvexen Polyeder, die
sich durch eine stetige Verformung in ein konvexes Polyeder iiberfithren lassen; er gilt
aber nicht fiir Polyeder, die ein ,,Loch“ haben (Aufgabe 2.2). Weiteres zum Euler’schen
Polyedersatz und seinen Anwendungen findet sich in Abschn. 8.4.

Verschiebt man ein Polygon in eine Richtung, die nicht in der Ebene des Polygons
liegt, dann bilden die dabei iiberstrichenen Punkte ein Prisma; die verschobene Fliache
nennt man die Grundfliche des Prismas. Abb. 2.1.5 zeigt den allgemeinen Fall (a)
eines schiefen Prismas sowie diverse Sonderfille.

IN

a b c d e
Abb. 2.1.5 Typen von Prismen

Ist die Verschiebungsrichtung orthogonal zur Ebene des Polygons, dann erh&lt man ein
gerades Prisma (b). Im Alltag versteht man unter einem Prisma oft nur ein gerades
Dreiecksprisma (c). Die Seitenflichen eines Prismas sind Parallelogramme. Ist die
Grundflache eines Prismas ein Parallelogramm, so heifit der Korper Parallelepiped
oder Spat (d). Ein Quader ist ein Sonderfall eines Spats, er ist ein gerades Prisma,
dessen Grundflidche ein Rechteck ist (e). Schliefllich ist der Wiirfel ein Sonderfall eines
Quaders.

Verbindet man die Punkte einer Polygonflache mit einem Punkt S aulerhalb der Ebe-
ne der Polygonfldche, so entsteht eine Pyramide. Die Polygonfliche heifit Grundfidche,
der Punkt S Spitze der Pyramide. Die Verbindungsstrecken des Polygons mit der
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Spitze heilen Mantellinien. Abb. 2.1.6 zeigt den allgemeinen Fall (a) einer schiefen

VNN
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Pyramide sowie diverse Sonderfille.

4

Abb. 2.1.6 Typen von Pyramiden

a

Ist die Grundfliche ein Dreieck, dann liegt eine Dreieckspyramide vor (b). Ist die
Grundfliche ein regelméfliges n-Eck und liegt die Spitze senkrecht iiber dem Mit-
telpunkt der Grundfliche, so handelt es sich um eine gerade Pyramide (c). Im Alltag
versteht man unter einer Pyramide oft nur eine gerade Pyramide iiber einem Quadrat,

eine sog. quadratische Pyramide (d).

Eine Pyramide, deren Grundfliche ein n-Eck ist, kann man durch Schnitte durch die
Spitze und zwei Eckpunkte der Grundfldche in n — 2 Dreieckspyramiden zerlegen. Ein
Prisma, dessen Grundfldche ein n-Eck ist, kann man durch ebene Schnitte parallel zur
Verschiebung der Grundfliche zur Deckfliche in n — 2 Dreiecksprismen zerlegen. Ein
Dreiecksprisma kann man durch ebene Schnitte in drei Dreieckspyramiden zerlegen,
was in Abb. 2.1.7 demonstriert wird.
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Abb. 2.1.7 Zerlegung eines Dreiecksprismas in Dreieckspyramiden

Jedes konvexe Polyeder kann durch ebene Schnitte durch die Ecken in endlich viele
Dreieckspyramiden zerlegt werden. Dazu wihle man einen Punkt S im Inneren des Po-
lyeders und betrachte die Pyramiden mit der Spitze S, deren Grundflichen die Flachen
des Polyeders sind; diese Pyramiden lassen sich in endlich viele Dreieckspyramiden zer-

legen.
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Aufgaben

2.1 Uberpriife die Euler’sche Polyederformel an einem Prisma und an einer Pyramide,
jeweils mit einem n-Eck als Grundfléche.

2.2 Zeige, dass fiir den durchbohrten Quader in Abb. 2.1.8 die Euler’sche Polyeder-

formel nicht gilt. /\

T
AT
/
L2k
Abb. 2.1.8 Durchbohrter Quader Abb. 2.1.9 Nichtkonvexer Sternkdrper

2.3 Der nicht-konvexe Sternkorper in Abb. 2.1.9 besteht aus zwei ineinandergesteck-
ten Tetraedern. Uberpriife hier die Euler’sche Polyederformel.

2.4 Eine Abbildung des Raumes, bei der ein gegebener Korper mit sich zur Deckung
kommt, heifit eine Deckabbildung des Korpers. Nenne moglichst viele Deckabbildungen
des folgenden Korpers:

a) Parallelepiped (Spat) b) Tetraeder c¢) Quadratische Pyramide d) Wiirfel

2.5 Berechne im Tetraeder mit der Kantenlinge a die Lénge der Fldchen- und
Raumhohen.

2.6 Berechne die Liange der Raumdia-
gonalen eines Quaders, der die Kan-

tenléingen a, b, ¢ hat.

2.7 Die Ecken des Ikosaeders in Abb.
2.1.10 sind die Ecken von drei sym-

=
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metrisch ineinandergesteckten Rechte-
cken der Seitenlingen 2 und 1 + /5.
Uberpriife, ob die Kanten alle die Linge
2 haben. Abb. 2.1.10 lkosaeder
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2.2 Schragbilder

Ein Fotoapparat stellt von einem Korper ein ebenes Bild her, das eine Zentralprojek-
tion des Korpers auf die Ebene des Films ist, wobei die Linse des Fotoapparats das
Zentrum der Projektion bildet. Solche Bilder wirken ,natiirlich®, weil auch das Auge
eine Zentralprojektion der Korper auf die Netzhaut bewirkt.

Dabei werden aber parallele Geraden in der Regel nicht wieder auf parallele Geraden
abgebildet, vielmehr schneiden sich die Bilder von parallelen Geraden in Punkten
der so genannten Fluchtgeraden, deren Lage auf der Projektionsebene von der Lage
des Projektionszentrums abhéngt. In Abb. 2.2.1 ist ein Haus in Zentralprojektion
gezeichnet.

Abb. 2.2.1 Zentralprojektion

In der Geometrie verwendet man zur Darstellung von Korpern meistens eine Paral-
lelprojektion. Hierbei denkt man sich die Punkte des Korpers durch parallele Strahlen
auf eine Ebene (Projektionsebene) abgebildet; parallele Geraden gehen dabei wieder
in parallele Geraden {iber.

Projektionsrichtung

Projektionsebene

Abb. 2.2.2 Parallelprojektion
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Abb. 2.2.2 zeigt die Abbildung eines Wiirfels durch eine Parallelprojektion. Dabei ist
der abzubildende Wiirfel selbst schon in einer Parallelprojektion gegeben, da man ihn
ja nicht anders auf ein Blatt Papier zeichnen kann.

Bei einer Parallelprojektion werden Winkel und Léngen verdndert, Teilverh&ltnisse
bleiben aber erhalten: Teilt ein Punkt T eine Strecke P@Q im Verhéltnis a : b, dann
teilt auch der Bildpunkt 7" die Bildstrecke P’'Q’ im Verhiltnis a : b. Insbesondere wird
der Mittelpunkt einer Strecke auf den Mittelpunkt der Bildstrecke abgebildet.

Das Bild eines Korpers bei einer Parallelprojektion nennt man ein Schrdgbild. Die
Form des Schrigbilds legt man meistens dadurch fest, dass man das Bild eines
kartesischen Koordinatensystems angibt. Abb. 2.2.3 zeigt verschiedene Formen und
jeweils das Bild des Einheitswiirfels.

T34

x1

b

Abb. 2.2.3 Schrigbilder des Einheitswiirfels

In (a) spricht man von der isometrischen Projektion, da die Einheiten auf den Ko-
ordinatenachsen gleich lang sind. In (b) wird die Kavalierprojektion gezeigt; dabei
werden parallel zur z2x3-Ebene gelegene Flachen unverzerrt dargestellt. Bei der Mi-
litarprojektion (c) werden Flidchen parallel zur z1z2-Ebene unverzerrt abgebildet. Die
Projektion (d) heifit Ingenieurprojektion; ie Winkel zwischen den Koordinatenachsen
sind hier so gewahlt, dass das Bild einer Kugel als Kreis erscheint, was bei den anderen
Projektionen nicht der Fall ist. Der Winkel zwischen der x2-Achse und der z3-Achse
betriagt hier 97,2°, die x1-Achse halbiert den Winkel zwischen der zs-Achse und der
x3-Achse, die Einheiten auf der z2- und der x3-Achse sind unverkiirzt, und auf der
x1-Achse ist der Verkiirzungsfaktor %

Wir wollen héufig die Darstellung in Abb. 2.2.4 benutzen. Hierbei handelt es sich um
eine spezielle Kavalierprojektion, die so bemessen ist, dass das Eintragen von Punkten
auf Karopapier besonders einfach ist. Der Winkel zwischen der z1-Achse und der z2-
Achse betriagt 135° und der Verkiirzungsfaktor auf der x1-Achse ist %\/ﬁ

In Abb. 2.2.5 ist das Bild einer Kugel in dieser Projektion gezeichnet. Man erkennt
deutlich, dass das Bild der Kugel kein Kreis ist, sondern eine Ellipse. Diese Abweichung
von der Kreisgestalt wird bei Zeichnungen aber oft vernachléssigt.
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Abb. 2.2.4 Kavalierprojektion fiir Abb. 2.2.5 Karopapierprojektion
Karopapier Kugel

Zum Zeichnen eines Schréigbilds eines Korpers nimmt man héufig das Schrigbild eines
Wiirfels zu Hilfe, weil dieses recht einfach zu zeichnen ist. Dabei benutzt man meistens
eine Kavalierprojektion, wobei der Winkel zwischen der zi-Achse und der x2-Achse
sowie der Verkiirzungsfaktor so gew#hlt werden sollten, dass sich keine Kanten oder

Konstruktionslinien iiberdecken.

Beispiel 2.1

Es soll ein Tetraeder gezeichnet X
werden. In  Abb. 2.2.6 benutzt s
man die Tatsache, dass die sechs N

Flachendiagonalen des Wiirfels ein N
solches Tetraeder bilden. W&hlte man .
die “Karopapierprojektion“ aus Abb. N

2.2.4, so entstiinde kein schones Bild, N

weil eine Kante des Tetraeders von
zwel anderen verdeckt wiirde. Daher

wéhlen wir fiir die Darstellung in Abb.

2.2.6 eine andere Kavalierprojektion
(Aufgabe 2.9). u Abb. 2.2.6 Tetraeder

Beispiel 2.2

Es soll ein Oktaeder gezeichnet werden, also ein Korper, der von acht kongruenten
gleichseitigen Dreiecken begrenzt wird. Das Schrigbild in Abb. 2.2.7 ist mithilfe eines
Schrigbilds eines Wiirfels gezeichnet worden. Die Ecken des Oktaeders sind die Mittel-
punkte der Wiirfelflichen. Auch hier ist eine andere Kavalierprojektion als die in Abb.
2.2.4 verwendet worden, damit sich keine Kanten des Oktaeders verdecken. [ |
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Abb. 2.2.7 Oktaeder Abb. 2.2.8 Rhombendodekaeder

Beispiel 2.3
Ein Rhombendodekaeder ist ein Korper, der von zwolf kongruenten Rhomben begrenzt
wird. In Abb. 2.2.8 ist ein solcher Korper gezeichnet. Dabei wurden auf die Fléchen ei-
nes Wiirfels der Seitenldnge 2a gerade quadratische Pyramiden der Hohe a aufgesetzt.
Die Kanten des Rhombendodekaeders haben dann die Linge av/3 (Aufgabe 2.11). Da-
bei ist die Projektionsform so gewéhlt, dass sich keine Konstruktionslinien verdecken.
Es sind nur die sichtbaren Linien gezeichnet, da sonst das Bild zu verwirrend wére.
[

Durch Hervorheben bzw. Unterdriicken der sichtbaren bzw. unsichtbaren Linien kann
man den rdumlichen Eindruck eines Schrigbilds stark verbessern. Durch falsche An-
wendung dieser Technik kénnen aber auch ,unmégliche Figuren® entstehen; das sind
Figuren, die den Eindruck eines Korpers vermitteln, der iiberhaupt nicht existieren
kann. Solche Bilder kénnen auch dann entstehen, wenn sich Konstruktionslinien
iiberdecken. In Abb. 2.2.9 und Abb. 2.2.10 sind einige Beispiele gezeichnet, in denen
der rdumliche Eindruck durch absichtlich fehlerhafte Behandlung der sichtbaren und
unsichtbaren Linien verfilscht wird.

Abb. 2.2.9 Unmogliche Figuren |
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Abb. 2.2.10 Unmdgliche Figuren Il

Aufgaben

2.8 In Abb. 2.2.11 ist das Bild eines
Wiirfels bei einer Parallelprojektion ge-
zeichnet.

Wie liegen Wiirfel, Projektionsrichtung
und Projektionsebene zueinander? Wie
sieht das Bild eines Koordinatensys-

tems bei einer entsprechenden Projek-
tion aus? Abb. 2.2.11 Parallelprojektion Wiirfel

2.9 Fiihre die Konstruktion aus Beispiel 2.1 in dem in Abb. 2.2.4 gegebenen Bild des
Koordinatensystems (,, Karopapierprojektion®) aus.

2,10 Berechne die Seitenlinge des Oktaeders in Abb. 2.2.7, wenn der Wiirfel die

Seitenlénge a hat.

2.11 Berechne die Seitenldnge der Rhomben (Rauten) in Abb. 2.2.8, wenn der Wiirfel
die Seitenlénge 2a hat.
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2.12 Ein Wiirfel werde von einer Ebene geschnitten, die rechtwinklig zu einer Raum-
diagonalen ist. Der Schnittpunkt teile die Diagonale im Verhéltnis a : b. Zeichne die
Schnittfiguren fiir folgende Teilverhéltnisse:

a)a:b=1:5
b)a:b=1:2
c)a:b=1:1

2.13 Die Ecken eines Tetraeders
werden so abgeschnitten, dass ein von
vier gleichseitigen Dreiecken und vier
regelméfigen Sechsecken begrenzter
Korper (,, Tetraederstumpf“) entsteht
(Abb. 2.2.12).

Zeichne diesen Korper in einer geeigne-

ten Kavalierprojektion. Abb. 2.2.12 Tetraederstumpf

2.14 Die Ecken eines Wiirfels werden so abgeschnitten, dass ein von acht gleichseiti-
gen Dreiecken und sechs Quadraten begrenzter Korper entsteht (Abb. 2.2.13).
Zeichne diesen Korper in einer geeigneten Kavalierprojektion. Wie lang sind die Seiten
der Dreiecke und Quadrate, wenn der gegebene Wiirfel die Seitenléinge a hat?

Abb. 2.2.13 Beschnittener Wiirfel | Abb. 2.2.14 Beschnittener Wiirfel 1l

2.15 Die Ecken eines Wiirfels werden so abgeschnitten, dass ein von acht gleichsei-
tigen Dreiecken und sechs regelméfigen Sechsecken begrenzter Korper entsteht (Abb.
2.2.14).

Zeichne diesen Korper in einer geeigneten Kavalierprojektion. Wie lang sind die Seiten
der Dreiecke und Sechsecke, wenn der gegebene Wiirfel die Seitenldnge a hat?

2.16 Zeichne das Schrigbild eines Oktaeders. Verbinde dann die Mittelpunkte be-
nachbarter Dreiecksflichen; dann erhédlt man das Schriagbild eines Korpers. Um wel-
chen Korper handelt es sich?
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2.3 Abwicklungen und Auffaltungen

Eine Abwicklung eines Polyeders ensteht, wenn man den Korper so auf der Ebene
abrollt, dass jede Fldche genau einmal auf der Ebene liegt, wobei man diese Fliache
dann in die Ebene kopiert.

Eine Auffaltung eines Polyeders entsteht, wenn man das Polyeder lings moglichst
weniger Kanten aufschneidet und dann seine gesamte Oberfliche zu einem ebenen
Flachenstiick biegt. Aus einer Auffaltung kann man dann mit einer minimalen Anzahl
von Klebekanten das Polyeder wieder zusammenfalten. Eine Abwicklung ist stets auch
eine Auffaltung (nicht aber umgekehrt):
Die Abrollkanten dienen als Knickkan-
ten, die anderen als Klebekanten. Abb.
2.3.1 zeigt eine Abwicklung (a) und ei-
ne Auffaltung (b) eines Tetraeders; die
Auffaltung ist aber keine Abwicklung.

Dieses Beispiel belegt, dass man die Be-

griffe ,, Abwicklung® und ,Auffaltung* a b
unterscheiden muss. Abb. 2.3.1 Abwicklung und
Auffaltung

Abb. 2.3.2 zeigt eine Abwicklung eines Quaders; Abb. 2.3.3 zeigt eine Auffaltung des
Quaders, die nicht als Abwicklung entstehen kann.

ink oben
hinten
hinten bben)|
unten rechts links unten rechts
vorne vorne
Abb. 2.3.2 Abwicklung Quader Abb. 2.3.3 Auffaltung Quader

Beide Auffaltungen des Quaders in Abb. 2.3.2 und Abb. 2.3.3 haben fiinf Knickkan-
ten und 2 - 7 = 14 Klebekanten, die zusammen die 5 + 7 = 12 Kanten des Quaders
darstellen. Abb. 2.3.4 zeigt Abwicklungen eines Wiirfels, Abb. 2.3.5 Auffaltungen, die
nicht als Abwicklungen des Wiirfels gedeutet werden kénnen. Auch hier gibt es stets
finf Knickkanten und sieben bzw. 2 - 7 = 14 Klebekanten.
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Abb. 2.3.4 Verschiedene

71

Abwicklungen eines Wiirfels

Abb. 2.3.5 Verschiedene Auffaltungen eines Wiirfels

Aufgaben

2.17 Verbinde in den Auffaltungen des Wiirfels in Abb. 2.3.4 und Abb.2.3.5 diejenigen
Kanten mit einer Linie, die miteinander verklebt werden miissen.

2.18 Ein Oktaeder ist ein von acht
gleichseitigen Dreiecken begrenztes Po-
lyeder. In Abb. 2.3.6 ist eine Auffaltung
gezeichnet. Verbinde diejenigen Kan-
ten mit einer Linie, die beim Zusam-
menfalten des Korpers verklebt werden

miissen.

2.19 a) Ein Dodekaeder ist ein von
zwOlf regelméfligen Fiinfecken begrenz-
tes Polyeder. In Abb. 2.3.7 ist eine Auf-
faltung gezeichnet.

b) Ein ITkosaeder ist ein von zwanzig
gleichseitigen Dreiecken begrenztes Po-
lyeder; Abb. 2.3.8 zeigt eine Auffaltung.

Verbinde in a) und b) diejenigen Kan-
ten mit einer Linie, die beim Zusam-
menfalten des Korpers verklebt werden

miissen.

VAN
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Abb. 2.3.6 Auffaltung Oktaeder

Abb. 2.3.7 Auffaltung Dodekaeder

Abb. 2.3.8 Auffaltung lkosaeder
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2.4 Zylinder und Kegel

Verschiebt man ein ebenes Flédchenstiick in eine Richtung, die nicht in der Ebene des
Flachenstiicks liegt, so bilden die dabei iiberstrichenen Punkte einen Zylinder; die
verschobene Fliche nennt man die Grundfiiche des Zylinders. Abb. 2.2.1 zeigt den
allgemeinen Fall (a) eines schiefen Zylinders sowie diverse Sonderfiille.

Gyl

Abb. 2.4.1 Typen von Zylindern

Ist die Grundfléche ein Polygon, dann entsteht ein Prisma (b); Prismen sind also spe-
zielle Zylinder. Ist die Verschiebungsrichtung orthogonal zur Ebene des Kurvenstiicks,
dann erhilt man einen geraden Zylinder (c). Im Alltag versteht man unter einem Zy-
linder oft nur einen geraden Zylinder, dessen Grundfliche ein Kreis ist, einen sog.
Kreiszylinder (d).

Verbindet man die Punkte eines ebenen Flichenstiicks geradlinig mit einem Punkt S
auflerhalb der Ebene des Kurvenstiicks, so entsteht ein Kegel. Das Flichenstiick heifit
Grundfliche, der Punkt S Spitze des Kegels. Abb. 2.4.2 zeigt den allgemeinen Fall
(a) eines Kegels sowie zwei Sonderfille.

4 4

Abb. 2.4.2 Typen von Kegeln

Ist die Grundfliche eine Polygonfliche, dann liegt eine Pyramide vor (b); Pyramiden
sind also spezielle Kegel. Ist die Grundfliche ein Kreis und liegt die Spitze senkrecht
iiber dem Mittelpunkt des Kreises, dann handelt es sich um einen geraden Kreiskegel
(c). Im Alltag versteht man unter einem Kegel meistens nur einen geraden Kreiskegel.
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Schneidet man von einem Kegel durch einen ebenen Schnitt die Spitze ab, dann
entsteht ein Kegelstumpf. Abb. 2.4.3 zeigt zwei Kegelstiimpfe eines Kreiskegels, wobei
die Schnittebene einmal parallel (a) und einmal nicht parallel (b) zur Grundfléche ist.
Im ersten Fall ist die Schnittfliche ein Kreis, im zweiten Fall eine Ellipse. Handelt
es sich bei dem Kegel um eine Pyramide (c), dann spricht man natiirlich von einem
Pyramidenstumpf.

a b ¢

Abb. 2.4.3 Kegelstumpf und Pyramidenstumpf

Abb. 2.4.4 zeigt einen Pyramidenstumpf zu einer quadratischen Pyramide, wobei die
Schnittebene nicht parallel zur Grundflache ist. Zur Konstruktion des Schnittvierecks
haben wir dabei die Schnittgerade g der Schnittebene mit der Ebene der Grundfliche
und den Schnittpunkt P der Schnittebene mit der Pyramidenachse verwendet.

Abb. 2.4.4 Schiefer Pyramidenstumpf

Kennt man bei einem Pyramidenstumpf einer quadratischen Pyramide drei Eckpunkte
des Schnittvierecks, so kann man den vierten Eckpunkt, den Schnittpunkt der Schnitt-
ebene mit der Achse und die Schnittgerade der Schnittebene mit der Ebene der Grund-
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fliche konstruieren. Die Konstruktion ist ebenfalls Abb. 2.4.4 zu entnehmen; man kon-

struiert zuerst P, dann g und damit schliellich den vierten Punkt des Schnittvierecks.

Im Schrégbild eines Kreiszylinders und eines Kreiskegels erscheint der Grundkreis als
eine Ellipse. Die dufleren Linien des Zylinders bzw. des Kegels sind Tangenten an diese
Ellipse. Diesen Sachverhalt wollen wir in Abb. 2.4.5 und Abb. 2.4.6 etwas genauer
darstellen. Als Parallelprojektion benutzen wir dabei die ,Karopapierprojektion
aus Abb. 2.2.4. Den Unterschied zu den iiblicherweise (auch im vorliegenden Buch!)
benutzten ungenauen Zeichnungen erkennt man nur an einer hinreichend grofien
Zeichnung. Abb. 2.4.5 zeigt die Verhiltnisse bei einem Kreiszylinder, Abb. 2.4.6 bei
einem Kreiskegel.

i /
/7755?//// T
2655%5%%%%% 7%4%5%9%9%%%%%%
A A
%%%%%%%%%%% %%%%%%9%%%%%"
4%%%%95%% 4%%%%%9%%%%%%
////;//2442% ////54244;4/
\\ // \\ //
Abb. 2.4.5 Schrigbild eines Abb. 2.4.6 Schrigbild eines
Kreiszylinders Kreiskegels

Die Punkte der Ellipse erhélt man, indem man die eingezeichneten Kreissehnen um
45° dreht und dann um den Faktor % verkiirzt; das entspricht einer Halbierung der
Koordinaten der Endpunkte der gedrehten Kreissehnen.

Aufriss

Abb. 2.4.7 Konoid

In Abb. 2.4.7 ist ein Konoid gezeichnet. Es entsteht, wenn man die Punkte einer Kreis-
fldche geradlinig mit den Punkten einer Strecke verbindet, die parallel zur Kreisfldche



2.4 Zylinder und Kegel 75

ist und deren Mittelpunkt senkrecht iiber dem Kreismittelpunkt liegt, wobei die Stre-
cke die gleiche Liange wie der Kreisdurchmesser hat. Dieser merkwiirdige Korper hat als
Grundriss einen Kreis, als Aufriss ein Rechteck und als Seitenriss ein gleichschenkliges
Dreieck. Ist der Aufriss ein Quadrat, so ist der Seitenriss kein gleichseitiges Dreieck;
ist der Seitenriss ein gleichseitiges Dreieck, so ist der Aufriss kein Quadrat (Aufgabe
2.22).

Aufgaben

2.20 Ein Quader werde durch ei-
ne Ebene so abgeschnitten, dass vier 4

Schnittpunkte mit den Seitenkanten
des Quaders entstehen; drei der vier 5 cm 6 cm
Schnittpunkte mit den Seitenkanten sei-
en bekannt. Konstruiere den vierten 2 om ﬁcm
Punkt des Schnittquadrats.

(Die Mafle entnehme man aus Abb. 5cm

2.4.8.) Abb. 2.4.8 Schnittpunkte und MaBe

2.21 Ein Kreiskegel werde von ei-
ner Ebene geschnitten; dabei liege die
Kegelachse nicht in der Schnittebene.
Gegeben sind die Schnittgerade g der
Schnittebene mit der Ebene des Grund-
kreises sowie der Schnittpunkt P der

Schnittebene mit der Kegelachse. Kon-
struiere einige (mindestens acht) Punk-
te der Schnittkurve (Abb. 2.4.9).

(Hinweis: Betrachte Schnittpunkte T
von Grundkreisdurchmessern mit g und

die Verbindungsgeraden von 7' und P.) Abb. 2.4.9 Kegelschnitt
2.22 Welcher Korper passt genau Y Y Y X X X X
(,passgenau”) durch die drei Locher der 0
Schablone in Abb. 2.4.10?7 @ :
Welche Seitenléngen hat dabei das Drei- ]
eck, wenn das Viereck ein Quadrat mit | T— 0
der Seitenlénge a ist? A'

& 0
Welche Seitenlingen hat das Viereck, — (]

wenn das Dreieck gleichseitig mit der
Seitenlénge a ist? Abb. 2.4.10 Schablone
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2.5 Kugeln

Eine Kugel (genauer: eine Kugelfliche) ist der geometrische Ort aller Punkte des
Raumes, die von einem festen Punkt M die gleiche Entfernung r haben. Dabei heifit M
der Mittelpunkt und r der Radius der Kugel. indexsAufleres der Kugel Die Kugelfliiche
begrenzt den Kugelkirper; er besteht aus allen Punkten P mit M P < r. Die Punkte
P mit MP < r bilden das Innere, die Punkte P mit MP > r das Aufere der Kugel.
Statt ,, Kugelfliche“ (engl. sphere) und ,,Kugelkérper® (engl. ball) sagt man meist kurz

,Kugel“, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, was gemeint ist.

Eine Ebene, deren Abstand von M klei- Kugel- Kugel-
ner als 7 ist, schneidet die Kugel in ei- fiche kérper
nem Kreis und zerlegt die Kugelfliche

in zwei Kugelkappen, den Kugelkorper kappe abschnitt
in zwel Kugelabschnitte (Kugelsegmen-

te). Hat die Schnittebene von M den zone schicht
Abstand d, dann hat der Schnittkreis

den Radius v72 — d2. Wird die Kugel

von zwei zueinander parallelen Ebenen Abb. 2.5.1 Kugelteile

geschnitten, dann wird die Kugelfliche in zwei Kugelkappen und eine Kugelzone zer-

legt, der Kugelkorper in zwei Kugelabschnitte und eine Kugelschicht (Abb. 2.5.1).

Eine Ebene durch den Mittelpunkt einer Kugel schneidet aus dieser einen Grofikreis
aus. Ein GroBkreis zerlegt die Kugel in zwei Halbkugeln. Zwei verschiedene Grofikreise
schneiden sich in diametral gegeniiberliegenden Punkten (Antipodenpaar) und zerle-
gen die Kugelfliche in vier Kugelzweiecke, den Kugelkérper in vier Kugelkeile (Abb.
2.5.2).

Abb. 2.5.2 Antipodenpaar Abb. 2.5.3 Tangentialebene

Eine Ebene, die von M den Abstand r hat, ist eine Tangentialebene der Kugel.

Ist B der Beriihrpunkt, dann ist die Strecke M B orthogonal zur Ebene; Beriihrradius
und Tangentialebene sind also orthogonal zueinander. Dasselbe gilt fiir eine Gerade,
die die Kugel in einem Punkt beriihrt (Abb. 2.5.3).
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Ist P ein Punkt auflerhalb der Kugel und ¢ eine Tangente mit dem Beriihrpunkt B,
dann ist PB- = PM~ — 2. Daher haben die Tangentenabschnitte PB fiir einen gege-
benen Punkt P alle die gleiche Lange.

Die Tangenten von einem Punkt P aus
an eine Kugel beriihren die Kugel in ei-
nem Kreis (Abb. 2.5.4). Die Tangenten-
abschnitte bilden einen Kreiskegel, des-
sen Grundkreis dieser Beriihrkreis ist.
Diesen Kegel nennt man den Tangen-
tialkegel mit der Spitze P an die gege-
bene Kugel. Hat die Kugel den Mittel-
punkt M und den Radius r, dann ha-
ben die Mantellinien des Tangentialke-

gels die Lénge

s = \/PM? —r2. Abb. 2.5.4 Tangentialkegel

Zwischen dem Grundkreisradius ¢ und der Hohe h des Tangentialkegels besteht auf-

grund des Hohensatzes die Beziehung
0> = h(PM —h).
Zwei Kugelflichen mit den Mittelpunkten M;, M2 und den Radien 71, 72 schneiden sich

in einem Kreis. Es seien P ein Punkt der Schnittkreisebene E auflerhalb der Kugeln
sowie By, B die Beriihrpunkte zweier Tangenten von P aus an die Kugeln (Abb. 2.5.5).

b
B2
By
My \|S My
E
Abb. 2.5.5 Chordalebene Abb. 2.5.6 Tangentenabschnitte

Weiterhin seien S der Schnittpunkt von E und Mj;Ms sowie a1 = M1S,a2 = MsS
und ¢ der Radius des Schnittkreises (Abb. 2.5.6). Dann gilt

PBi. =PM; -2 =PS +d} -2 =P5" - o°,

PBy’ = PMy” —r} = PS° +d3 — 13 = PS° — ¢%,
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also PB1 = PBa. Die Tangentenabschnitte von einem Punkt der Ebene E aus an die
beiden Kugeln sind demnach gleich lang. Man nennt die Ebene E die Chordalebene
der beiden Kugeln (Aufgabe 2.23).

Eine Dreieckspyramide besitzt eine Umkugel, d.h., eine Kugel, die durch alle vier Ecken
der Dreieckspyramide geht. Man denke sich den Umkreis eines der Begrenzungsdrei-
ecke gezeichnet, in diesen eine Kugel gesetzt und deren Radius und Mittelpunkt so
lange variiert, bis die Kugel auch durch den vierten Punkt geht (Abb. 2.5.7). Der Um-
kugelmittelpunkt ist der Schnittpunkt der mittelsenkrechten Ebenen der sechs Kanten.
Dabei ist die mittelsenkrechte Ebene einer Strecke diejenige Ebene durch den Mittel-
punkt der Strecke, die orthogonal zu der Strecke ist. Diese Ebene besteht aus allen
Punkten, die von den Endpunkten der Strecke die gleiche Entfernung haben.

%\‘/g | a6 —r

Abb. 2.5.7 Umkugel Abb. 2.5.8 Umkugelradius

Bei einem Tetraeder kann man den Mittelpunkt und den Radius der Umkugel leicht
berechnen, wenn die Kantenlinge a gegeben ist (Abb. 2.5.8). Der Radius ist r = %\/6,
und der Mittelpunkt liegt auf den Raumhohen in der Entfernung r von den Ecken
bzw. im Abstand 7 von den Seitenflichen (Aufgabe 2.25). Der Mittelpunkt teilt also
die Raumhohen im Verhéltnis 3 : 1.

Eine Dreieckspyramide besitzt auch ei-
ne Inkugel, d.h., eine Kugel, die alle
vier Seitenflichen der Dreieckspyrami-
de beriihrt. Man denke sich eine Ku-
gel so in eine der Ecken gelegt, dass sie
die drei dort zusammenstolenden Sei-
tenflichen beriihrt und dann den Ra-
dius und den Mittelpunkt so lange va-
riiert, bis die Kugel die vierte Seiten-
flache berithrt (Abb. 2.5.9). Die Inkugel
eines Tetraeders mit der Seitenldnge a
hat den Radius %+/6 (Aufg. 2.25). Abb. 2.5.9 Inkugel
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Die Mittelpunkte der quadratischen Be-

grenzungsflichen eines Wiirfels bilden

die Ecken eines Oktaeders, und die Mit-
telpunkte der dreieckigen Begrenzungs- \

flachen eines Oktaeders bilden die Ecken
eines Wiirfels. Sei nun ein Oktaeder ei- #

nem Woiirfel einbeschrieben, und dem

Oktaeder sei ein Wiirfel einbeschrieben.

Dann ist die Inkugel des grolen Wiirfels
die Umkugel des Oktaeders, und die In-
kugel des Oktaeders ist die Umkugel des
kleinen Wiirfels (Abb. 2.5.10). Abb. 2.5.10 Wiirfel und Oktaeder

Die vier Kugeln in Abb. 2.5.11 beriihren sich gegenseitig. Es soll die Héhe h der ,Ku-
gelpyramide“ berechnet werden, wenn der Kugelradius r bekannt ist. Die Mittelpunkte
der Kugeln bilden ein Tetraeder der Seitenlédnge 2r. Dessen Raumhohe ist d%r\/é. Also
ist

h= <2+ ;V@) r 3,637

Abb. 2.5.11 Kugelpyramide Tetraeder Abb. 2.5.12 Quadratische Kugel-
pyramide

Fiir die Hohe h der ,Kugelpyramide“ in Abb. 2.5.12 findet man einen anderen Wert.
Die aus den Mittelpunkten gebildete quadratische Pyramide hat die Hohe rv/2, also
ist hier

h = (2+\/§) ra 3417
Eine quadratische ,, Kugelpyramide®“ mit n Schichten enthéilt

144+9+ +n27n(n+1)(2n+1)
= G

Kugeln. Die Mittelpunkte der Kugeln an den vier Ecken der untersten Lage und an

der Spitze bilden eine quadratische Pyramide mit den Kantenldngen (n — 1) - 2r. Die
Hohe der gesamten Kugelpyramide ist

h= 24 (n—1)V2)r
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Aufgaben

2.23 Es seien zwei Kugeln mit den Mittelpunkten M;, M2 und den Radien ri,r2
gegeben. Dabei sei M1 M2 > r1+1r2, die Kugeln sollen also keine gemeinsamen Punkte
haben. Es sei S der Punkt der Strecke Mi M2 mit

2 2 2 2
MyS=a1, Ma2S=a2 und aj—ri=a3—7;5.

Es sei ferner E die Ebene durch S orthogonal zu M Ms>. Beweise, dass die Tangenten-
abschnitte PB1 und PBs von einem Punkt P der Ebene F aus an die beiden Kugeln
gleich lang sind (Abb. 2.5.13).

B2
By
T1 T2
[ L . ]
M,y a1 S az Mo

Abb. 2.5.13 Tangentenabschnitte an zwei Kugeln

2.24 FEine quadratische Pyramide besitzt eine Umkugel und eine Inkugel (Abb.
2.5.14).

Fir die Umkugel denke man sich den
Umkreis des Quadrats gezeichnet, in
diesen eine Kugel gesetzt und deren Ra-
dius und Mittelpunkt so lange variiert,
bis die Kugel auch durch den vierten
Punkt geht. Fiir die Inkugel denke
man sich eine Kugel so in die Spitze

der Pyramide gelegt, dass sie die vier
dort zusammenstofienden Seitenflichen \_)(/

beriihrt, und dann den Radius und den
Mittelpunkt so lange variiert, bis die
Kugel die Grundflache beriihrt. Abb. 2.5.14 Inkugel und Umkugel

Berechne den Radius dieser Kugeln in Abhéngigkeit von der Grundseitenléinge a und
der Hohe h.
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2.25 Berechne den Mittelpunkt und den Radius der Inkugel und der Umkugel eines
Tetraeders mit der Kantenlédnge a.

2.26 Welche der folgenden Kérper besitzen eine Inkugel bzw. eine Umkugel?
a) Quader b) Dreieckspyramide ¢) Parallelepiped mit gleichlangen Seiten

d) Dreiecksprisma e) Kreiskegel

2.27 Berechne in Abb. 2.5.10 den Radius der dem kleinen Wiirfel umbeschriebe-
nen bzw. dem Oktaeder einbeschriebenen Kugel, wenn die Kantenldnge a des grofien
Wiirfels gegeben ist.

2.28 Ineinen Torus (Ringkorper, Abb.
2.5.15) sollen acht gleichgrofie Kugeln
vom Radius 2cm hineinpassen, die

sich reihum beriihren. Konstruiere den
Grundriss des Torus. Abb. 2.5.15 Torus

2.29 Legt man den Boden einer Kiste wie in Abb. 2.5.16 mit Kugeln vom Durchmes-
ser 1cm aus, so benétigt man pro Kugel einen Platz von 1cm?. Man kann das aber
auch platzsparender machen, ndmlich wie in Abb. 2.5.17. Mindestens wie viele Kugeln
kann man unterbringen, wenn der Boden der Kiste ein Quadrat mit der Seitenlédnge
50 cm ist?

Uusw. usw.

Abb. 2.5.16 Kugelpackung | Abb. 2.5.17 Kugelpackung Il
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