Geometrie auf der Kugel: Grundbegriffe

Eine Anmerkung vorweg: Es ist sehr zu empfehlen, dass Sie sich mit Anschauungsmate-
rial versorgen. Geeignet sind kugelrunde Gegenstinde jeglicher Art wie z. B. Bille oder
Apfel. Styroporkugeln in verschiedenen GroBen sind in Bastelgeschiften erhiltlich; ihr
groBer Vorteil besteht darin, dass man darauf mit Stecknadeln Punkte markieren kann,
und mit Gummis lassen sich Kreise und andere Figuren spannen. Als Darstellung der
Erdkugel braucht man natiirlich einen Globus: Es muss kein teures Exemplar sein; eine
weniger prézise, aber sehr preiswerte und zudem handliche Alternative ist ein aufblasbarer
Wasserball mit aufgedrucktem Gradnetz und Kartenbild (vgl. Abb. 6.1).

Die grundlegende Eigenschaft einer Kugel mit Mittelpunkt M und Radius r ist im Prin-
zip die gleiche wie beim Kreis in der Ebene:

»  Alle Punkte der Kugelfliche haben den gleichen Abstand von M, ndmlich r.

: innerhalb - AM <r
Liegt der PunktA{ auBerhalb }der Kugel, dann ist M > r

Die Kugel hat viele weitere schone Eigenschaften, von denen hier nur eine erwihnt
werden soll:

»  Unterallen Kdrpern mit einem festen Volumen ist sie derjenige mit der kleinsten
Oberflache.

(Der Beweis ist nicht ganz einfach; wir werden das hier nicht weiter verfolgen.) Diese
Eigenschaft ist verantwortlich dafiir, dass Seifenblasen kugelrund sind.

Zur Erinnerung: Das Volumen einer Kugel mit Radius rist V' = 4an3’ ihre Oberfldche
betrigt O = 4mr?.
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Es sei A ein Punkt auf der Kugelfliche. Die Strecke AM ist der zugehdrige Radius (die-
ses Wort hat somit eine doppelte Bedeutung: einerseits eine solche Strecke, andererseits
deren Linge, die fiir alle A gleich grof3 ist). Die Gerade AM schneidet die Kugelfiiche
ein zweites Mal; der zweite Schnittpunkt heift Gegenpunkt zu A und wird mit A bezeich-
net. Musterbeispiel auf dem Globus: Der Siidpol ist der Gegenpunkt zum Nordpol und
umgekehrt. Die Strecke AA ist der Durchmesser zu A, seine Linge betrigt 2r.

2.1 Grof- und Kleinkreise
Schnittfiguren von Ebenen mit einer Kugel

1. Fall Der Kugelmittelpunkt M liegt in der Schnittebene (vgl. Abb. 2.1). Dann ist die
Schnittfigur ein Kreis mit Radius r. Ein solcher Kreis heillt Grofikreis. Musterbei-
spiele: Der Aquator sowie alle Lingenkreise (Meridiane) sind GroBkreise auf der
Erdkugel.

2. Fall M liegt nicht in der Ebene (vgl. Abb. 2.2a). Dann hat M einen gewissen Abstand
d > 0 von der Ebene; wir gehen davon aus, dass d < r ist, sonst gibt es gar keine
Schnittlinie. Fillt man von M aus das Lot auf die Ebene, mit FuBpunkt M’, dann
ist MM’ = d und fiir alle Punkte P auf der Schnittlinie sind die Dreiecke M PM’
kongruent (vgl. Abb. 2.2b; die Schnittebene steht senkrecht zur Zeichenebene).
Also ergibt sich ein Kreis mit Mittelpunkt M’ und Radius r' = Vr2 —d? < r.
Ein solcher Kreis heif3it Kleinkreis.

Musterbeispiele: Auf dem Globus sind alle Breitenkreise Kleinkreise (mit einer einzi-
gen Ausnahme; welche ist es?).

Abb. 2.1 GroBkreis
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Abb. 2.2 Kleinkreis (a) und Radius eines Kleinkreises (b)

Abb. 2.3 GroBkreis durch
zwei Kugelpunkte

GroBkreise als ,,Kugelgeraden*
Durch je zwei verschiedene Kugelpunkte A, B, die nicht Gegenpunkte voneinander sind,
d.h. B # A, geht genau ein GroBkreis (vgl. Abb. 2.3).

Begriindung: Die Punkte A, B, M liegen nicht auf einer Geraden, also bestimmen sie
eindeutig eine Ebene. Diese Ebene schneidet die Kugel in dem Grofkreis zu A und B.

In der ebenen Geometrie gilt: Durch zwei verschiedene Punkte kann man genau eine
Gerade legen. Wegen dieser Analogie bezeichnet man die GroBkreise auch als Kugelge-
raden.

Die gegebenen Punkte A und B teilen den GroBkreis in zwei Bogen, einer ist kleiner
als 180° und der andere grofler als 180°. Der kleinere von ihnen heillt Grofikreisbogen
c = 1/4\B; analog zu Strecken in der ebenen Geometrie werden Grofkreisbogen zumeist
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Tab. 2.1 MabBe von GroBkreis- Winkelmal3 Liangenmal

bogen auf der Erdkugel Vollkreis 360° Erdumfang 40.000 km
1° 111,1km
1'=21° 1,852km = 1 Seemeile
9° 1000 km

mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Das Maf} des Bogens wird durch den Mittelpunktswinkel
bestimmt (vgl. Abb. 2.3):
¢c=AB =/ZAMB

In der Regel verwenden wir das GradmaB fiir diese Winkel, somit gilt AB < 180°.

Falls die Bogenliinge in iiblichen Lingeneinheiten gesucht ist, muss man den Winkel
mithilfe des Radius oder des Umfangs der Kugel in das Lingenmall umrechnen, z. B. bei
der Erdkugel wie in Tab. 2.1 angegeben (fiir den Erdumfang verwenden wir im Allgemei-
nen den gerundeten Wert 40.000 km, wenn es nicht auf hohe Genauigkeit ankommt, weil
er einfach zu merken ist).

Die Messung eines Grofkreisbogens in Grad ist also eine ganz natiirliche Sache, und
sie wird auch als Basis fiir die in der Nautik iibliche Langeneinheit Seemeile genommen
(auch nautische Meile genannt; Abkiirzung sm bzw. NM).

Zwei Grofikreise
»  Je zwei verschiedene GroB3kreise schneiden einander in zwei Gegenpunkten.

Begriindung (vgl. Abb. 2.4): Beide GroBkreisebenen enthalten den Kugelmittelpunkt
M, also schneiden sie einander in einer Geraden, die M enthilt. Die Schnittpunkte dieser
Geraden mit der Kugelfldche sind die Schnittpunkte der beiden GroBkreise, mithin zwei
Punkte, die einen Durchmesser bilden.

Musterbeispiel Erdkugel: Je zwei Lingenkreise schneiden einander in Nord- und Siid-
pol.

Wie oben gesagt, haben die GroBkreise einiges mit den Geraden in der ebenen Geome-
trie gemeinsam, aber hier bekommt die Analogie einen empfindlichen Knacks:

»  Esgibt keine parallelen GroBkreise!

Der Winkel zwischen zwei Grofskreisen ist der Schnittwinkel der GroB3kreisebenen (vgl.
Abb. 2.4). Man kann ihn folgendermallen messen:

Legt man in einem Schnittpunkt A der Grofkreise eine Tangentialebene an die Kugel
(senkrecht zum Durchmesser AA), dann schneiden die GroBkreisebenen diese Tangen-
tialebene in den Tangenten an die Kugel, die in Richtung der GroBkreise verlaufen; der
Winkel zwischen diesen Tangenten ist der Winkel o zwischen den GroBkreisen.

Eine andere Interpretation, die aber das Gleiche besagt: Blickt man in Richtung des
Durchmessers AA auf die Kugel, dann fallen die Punkte A und A aufeinander und man
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Abb. 2.4 Zwei GroBkreise

Abb. 2.5 Winkel zwischen
GrofBkreisen, Draufsicht

sieht die Kugel als Kreis mit Mittelpunkt A (vgl. Abb. 2.5); die beiden GroBkreise erschei-
nen als Durchmesser dieses Kreises und bilden den Winkel o miteinander. Wir werden
hiufig Gelegenheit haben, diese Darstellung zu verwenden; eine weitere Interpretation
folgt am Schluss dieses Abschnitts.

Zuordnung GroBkreis < Pol

Das Ziel ist, jedem GroBkreis einen Punkt zuzuordnen, so wie man auf dem Globus in
natiirlicher Weise dem Aquator den Nordpol zuordnen kann. Diese Zuordnung soll um-
kehrbar eindeutig sein, sodass umgekehrt zu jedem Punkt auch eindeutig ein GroBkreis
gehort.
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Abb. 2.6 Orientierter Grof3-
kreis mit Linkspol P

Am obigen Beispiel zeigt sich aber auch ein grundsitzliches Problem: Warum wihlt
man den Nordpol? Der Siidpol ist doch genauso gut! Wie unterscheidet man eigentlich
Nord- und Stidpol?

Ein beliebiger GroBkreis g sei gegeben. Die Gerade durch den Mittelpunkt M senk-
recht zur GroBkreisebene durchstoBt die Kugelflache in zwei Gegenpunkten. Um einen
dieser beiden Punkte als den Pol zu g auszuwihlen, versehen wir den GroBkreis mit ei-
ner Orientierung, d.h. mit einem Pfeil (s. Abb. 2.6), und wir definieren: Der Pol P von
g ist derjenige der beiden Punkte, der links liegt, wenn man den Kreis in Pfeilrichtung
durchlduft, kurz der Linkspol.

(Im Prinzip ist es egal, welchen der beiden Punkte man als Pol auswéhlt, aber Vorsicht:
Die Auswabhl ist nicht einheitlich; andere Quellen wihlen manchmal auch den Rechtspol.)

Wiihlt man die andere Orientierung (in Gegenrichtung), dann ist der Gegenpunkt P der
zugehorige Linkspol.

Musterbeispiel Globus: Wenn man den Aquator in dstlicher Richtung orientiert, dann
ist der Nordpol der zugehorige Linkspol.

Ist umgekehrt P ein beliebiger Punkt auf der Kugelfiiche, dann schneidet die Ebene
senkrecht zum Radius PM einen GroBkreis aus. Wenn man diesen GroBkreis so orien-
tiert, dass er von P aus gesehen im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird, dann ist P der
Linkspol.

Fazit: Auf diese Art wird jedem orientierten Grofkreis eindeutig ein Punkt als Pol
zugeordnet und man kann wie oben jedem Punkt einen orientierten Grof3kreis zuordnen;
diese Zuordnungen sind dann invers zueinander.

Wichtige Eigenschaften Es sei g ein orientierter Gro3kreis und P der zugehorige Pol.
(Die Orientierung ist aber im Folgenden nicht sehr wichtig.)
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Abb. 2.7 GroBkreis und dazu senkrechte GroBkreise

e Jeder GroBkreis durch P schneidet g senkrecht (Abb. 2.7, linkes Bild).
Denn die Gerade PM steht senkrecht auf der Ebene von g, also ist jede (GroBkreis-)
Ebene durch P und M senkrecht zur Ebene von g.

e Fiir alle Punkte A auf g ist PA = 90°.
Denn PM steht senkrecht auf jeder Geraden in der GroBkreisebene, also gilt immer
/PMA = PA = 90°.

e A, B seien zwei Punkte auf g; dann gilt ZAPB = ZAMB = :4?
Der Winkel zwischen den GroBikreisen PA und PB kann also als Bogen AB auf dem zu
P gehorenden GroBkreis wiedergefunden werden (Abb. 2.7, rechtes Bild).

2.2 Kugelzweiecke und -dreiecke

Kugelzweiecke
Ein Fldchenstiick auf der Kugel, das durch zwei halbe Grof3kreise begrenzt wird, heifit
Kugelzweieck (Abb. 2.8).

Der Fliacheninhalt eines Kugelzweiecks ist offenbar proportional zum Winkel zwischen
den GroBkreishilften.

Zur Halbkugel (eigentlich ein ausgeartetes Kugelzweieck) gehort der Winkel 180°,
und ihre Fliche betrigt 2 r2. Das Kugelzweieck mit dem Winkel « hat demnach diesen
Fldcheninhalt:

Q2.1
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Abb. 2.8 Kugelzweieck

Abb. 2.9 Kugeldreieck

Kugeldreiecke
Es seien drei verschiedene Punkte A, B, C auf der Kugel gegeben, und zwar so, dass
keine zwei von ihnen Gegenpunkte voneinander sind.

Je zwei von ihnen bestimmen eindeutig einen GroBkreisbogen; so entstehen die drei
Seiten des Kugeldreiecks ABC mit der iiblichen Standardbezeichnung wie bei ebenen
Dreiecken (Abb. 2.9):

AB = c, BC = a, CA=b

Man beachte: Die Seiten des Kugeldreiecks werden in Grad gemessen! Es gilt:

0°<a,b,c <180°
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Die Winkel des Kugeldreiecks sind die Winkel zwischen den GroBkreisen, die einander
jeweils in den Eckpunkten schneiden (eigentlich sind die GroBkreis-Hdlften gemeint, auf
denen die Dreiecksseiten liegen):

o =/LBAC; B =ZABC; y=/4ZBCA
In der Regel betrachten wir die Winkel als nicht orientiert. Auch fiir die Winkel gilt:
0° <a, B,y <180°
Anmerkungen:

e FEin solches Dreieck auf der Kugel nennt man auch Euler’sches Dreieck.

e Die drei GroBkreise durch je zwei der Punkte A, B, C teilen die Kugel in acht Euler’sche
Dreiecke; man erhilt sie, indem man als Eckpunkte entweder A, B, C selbst oder die
zugehorigen Gegenpunkte A, B, C wihlt. Die Seiten dieser Dreiecke sind entweder a,
b, ¢ oder deren Komplemente zu 180°; dasselbe gilt fiir die Winkel. Machen Sie sich
dies klar, indem Sie drei Gummis wie Grofkreise um eine Styroporkugel spannen!

Flacheninhalt eines Kugeldreiecks

Man betrachte die Kugelzweiecke zu «, zu 8 und zum Scheitelwinkel von y, der natiirlich
gleich gro} wie y ist (Abb. 2.10). Jede Zweieckfliche Fy, Fg, F, kann nach der Gl. 2.1
berechnet werden.

Zusammen bilden die drei Zweiecke die obere Halbkugel, ergiinzt durch das Gegen-
dreieck ABC, wobei auch noch die Fliche des Dreiecks ABC doppelt gezihlt wurde
(bitte schieben Sie die drei Figuren von Abb. 2.10 im Kopf iibereinander!). Das Dreieck
und sein Gegendreieck haben offenbar den gleichen Flacheninhalt. Also gilt:

2

2
27r? 4+ 2- F(AABC) = Summe der drei Zweiecksflichen = 17816°

@+ B+y)

2

F(AABC) = ﬁ;o

(a+B+y)—m-r?

LJ

Abb. 2.10 Flicheninhalt eines Kugeldreiecks
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Abb. 2.11 Dreiecksunglei- C
chung

C /
B
Daraus folgt sofort die Fldichenformel fiir Kugeldreiecke:
wr?
F(AABC) = 180° (@ + B +y—180° 2.2)

Eine wichtige Folgerung ist der Satz iiber die Winkelsumme:
»  Die Winkelsumme im Kugeldreieck ist grof3er als 180°.

Der ,,Uberschuss“ e = o + B + y — 180° heiBt auch sphdrischer Exzess des Kugel-
dreiecks; nach der obigen Formel ist er ein Ma@ fiir dessen Flacheninhalt. Setzt man r = 1
und misst die Winkel im BogenmaB (man beachte: g5 ist der Umrechnungsfaktor vom
Grad- ins Bogenmaf3!), dann kann man sagen: Der sphérische Exzess ist gleich der Flache

des Kugeldreiecks.

Dreiecksungleichung
Analog zur ebenen Geometrie gilt fiir jedes Kugeldreieck:

»  Die Summe zweier Seiten ist groBer als die dritte Seite.

Zur Begriindung begniigen wir uns mit einem mehr oder weniger anschaulichen Argu-
ment.

Es geniigt zu zeigen: Ist ¢ die grofite Seite des Dreiecks, dann gilt @ + b > ¢ (die
beiden anderen Ungleichungen ¢ + b > a und a + ¢ > b sind dann sowieso erfiillt). Man
verbinde A, B, C mit dem Kugelmittelpunkt M und klappe die Kreisausschnitte AM C
(= Seite b) und BM C (= Seite a) in die Ebene der Seite c. Wegen a,b < ¢ fillt der
Punkt C jeweils auf AB und die beiden geklappten Sektoren iiberlappen sich. Daher muss
a+ b > c sein.
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