Funktionalanalysis

2.1 Abstande von Mengen

Aufgabe 99

»  Hausdorff-Abstand von abgeschlossenen Mengen

Sei M ein metrischer Raum, zum Beispiel der n-dimensionale Zahlenraum R”, mit einer
Norm ||-|| und der Metrik |x, y| = ||x—y||. Sei G die Menge aller nichtleeren beschriankten

abgeschlossenen Teilmengen von M . Zeigen Sie: Fiir jedes Paar von Mengen G, G, € G
existiert dann

do(G1, G2) = sup |x, Ga|, d(Gy, G2) = max (do(G1, G2), do(G2, G1))

xXe G]
mit der Abkiirzung'

|x,G|:=inf |x,y|, xeM, Geg.
yeG

Die Funktion d (-, -) definiert einen Abstand, den Hausdorff-Abstand, fiir die Mengen in G,
so dass G ein metrischer Raum wird.

Lésung
Zu einer beschrinkten Menge G, C M, G, nichtleer, und zu x € M existiert immer
|x, Ga|.

Die Menge D := {|x, G;| |x € Gy} ist nichtleer (da G| nichtleer ist) und nach
oben beschrinkt, wie man folgendermallen sieht: Wiahle y, € Gy, y, € G, beliebig,

' Bez. vorher auch: d(x, G)
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134 2 Funktionalanalysis

aber fest und setze 83 := |yi, y2|. Seien nun x; € Gy, x; € G, beliebig. Da Gy, G,
beschrinkt sind, gilt:

361,62 Vx1,y1 € Gi,x2,y2 € Ga =[xy, yi| < 81, |x2, 32| <62
= |x1, G| < |x1, X2
=[x il + [y x|
< |xnyil 4 [y yal + |y, %2
<8 +8+8 =6

Also ist D beschrinkt.

Laut Vollstindigkeitsaxiom besitzt D also ein Supremum, was die Existenz von
do(G1, Gy) zeigt. d(Gy, G,) existiert dann trivialerweise.

Es bleibt noch zu zeigen: Eigenschaften (M1) bis (M3) einer Metrik (vgl. z. B. [7],
10., oder Aufg. 2)

(M1) Definitheit: Trivialerweise gilt
d(G1, Gy) = max(do(Gy, G2),do(G2, G1)) = do(Gy, Gy) = sup |x, Gy| > 0.

xeG) ~——
>0
~———
>0
Seid(Gy,G,) =0
= do(G1,G2) =0 = sup [x,G,| =0
XEG]
:>|)C,G2|:OVXEG1 = G; C Gy
sowie
= do(G2,G1) =0 = sup [x,Gi| =0

XEGZ

:>|X,G1|:OVXEG2 = G, C Gy
Also ist G| = G,.
Sei nun G; = G,. Wir zeigen d(Gy, G;) = 0. Es gilt Vx € G| C Gy:
|x,G,| = inf |x,y| =|x,x| =0
y€Gy

= do(G1,Gy) =0=do(G2,Gy) = d(G1,Gy) =0
(M2) Symmetrie: Es gilt

d(Gy, G;) = max(sup |x, Gy|, sup |x, Gy])

xeG xeGy

= max(sup |x, G|, sup |x,Gz|) = d(G,, Gy)

xeGy xeG
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(M3) Dreiecksungleichung:
Seien G{,G»,G3 € Gund x; € G;, i =1,2,3.
Dann folgt wegen |x1, X, | < |x, x3| + |x3, X2/, dass

inf [x, x2] < |x1, x3] + [x3, X2
x2€Gy

= |x1, Ga| < [x1, x3] + [x3, Gy
= |x1. G2| < |x1, G| + do(G3, G2)
= |x1, G2| < sup |x, G3| + do(G3, Gr)

xeGl
= do(G1, G2) = do(G1, G3) + do(G3, G2)
Umnummerierung ergibt:
do(Ga, G1) = do(Ga, G3) + do(G3, Gy)

Insgesamt erhilt man:

d(G1, Gy) = max{dy(G1, G2), do(G2, G1)}
< max{dy(G1. G3). dy(G3. G1)} + max{do(Gs. G2), do(Ga. G3)}
= d(Gl, G3) + d(G3, GZ)

Aufgabe 100
»  Gitterpunktmengen

Sei [a, b] ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall der reellen Zahlengeraden R und fiir
jedes h aus einer Nullfolge A sei G, eine Folge von Gitterpunktmengen der Gestalt

b— b—
C 1<nN, <=2

Gy = {x c [a,b]‘x =a+jh, j =o,...,N,,},
Damit beweisen Sie fiir den Hausdorff-Abstand d (vgl. Aufg. 99) die Beziehung

d (Gp.[a,b]) <h— 0 (h—0,h€A).

Lésung
Wihle i € A beliebig aber fest. Die Metrik in R sei der iibliche Abstand, |x, y| =
|x — y|. Nach Definition gilt:

d(Gy. [a.b]) = max{do(Gp. [a.D]). do([a.b]. Gp)}
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Da Gy, C [a,b], gilt Vx € Gy:
|x,[a,b]| = inf |x,y| =0 = do(Gy,|a,b])=0.
yé€la.b]
Es geniigt also, dy([a, b], G},) abzuschitzen. Sei nun x € [a, b] beliebig.
1.Fall: x e [a+ jh,a+ (j + Dh], j €{0,...,N, —1}
= |x.Gyl = inf [x.y] < °
x, Gy —ylenGh Xyl =3

2.Fall: x € [a + Nyh,b]

a+Nh>a+b—-a)—h=b—h
=b—(a+ Nh)<b—((b—-h)=h
= |x,Gy| = inf |x,y| <h

YeG,

Alsoist do([a, D], G) = sup,¢(y ) |X, Gi| < h und insgesamt folgt d(Gy, [a,b]) < h.

Aufgabe 101

»  Abstand zu Teilraumen
Sei X ein normierter Raum, M ein Teilraum von X und der ,,Abstand* durch

|x, M| = inf |x —y|, x € X,
yeM

erklirt. Beweisen Sie:

a) Falls |x, M| # 0, dann gilt fiir z := x/|x, M| die Beziehung |z, M| = 1.
b) Falls y € M, dann gilt fiir beliebiges x € X und s = x — y, dass

|x, M| =|s, M]|.

Lésung
a) EsgiltVy e M:

z—y| = -
Iz =l HM’M' yH

lx—|x. M-yl
|-st| N——
eM

|x, M|
> =
= x. M|

1
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Ubergang zum Infimum auf der linken Seite liefert |z, M| > 1. Weiter ist fiir belie-

bigesy e M
X Y
x=y| =|x,M|- —
b= |HI)C,MI Ix,MIH
Y
=[x, M| |z - I
|x, M|
~————
eM
> |x,M|-|z, M|

inf
= x,M|>|x,M|-|z,M| = 1>]|z,M]|

Also folgt insgesamt |z, M| = 1.
b) EsgiltVie M, Vxe X,Vy e M:

[x—tll=lx—y+y—tl
=ls-C=yI = |s.M|.
——

eM

Ubergang zum Infimum auf der linken Seite liefert |x, M| > |s, M |. Weiter gilt:

s —tll=1ls+y -G+l
=lx-0+0)l = [x.M|.
——

eM

Ubergang zum Infimum liefert |s, M| > |x, M|. Also folgt insgesamt |x, M| =
|s, M|.

2.2 Banach- und Hilbertraume
Aufgabe 102
»  Abgeschlossene Teilrdume von Banachraumen

Sei (X, ||.||) ein Banachraum, Z ein linearer Teilraum von X . Zeigen Sie: Z ist Banach-
raum d. u. n. d. wenn Z abgeschlossen ist.

Lésung
Es reicht offenbar, zu zeigen:

Z vollstiandig <= Z abgeschlossen
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»==" Sei Z vollstindig, d. h. jede Cauchy-Folge in Z konvergiert gegen ein Element
aus Z. Um die Abgeschlossenheit von Z zu zeigen, beweisen wir Z C Z. Fiir
beliebiges z € Z folgt:

in£||E—z||=0:>ElzneZ,neN: z, >z (n— 00)
ze

= z, Cauchy-Folge in Z
= 3dz1€Z:z,>z; (n— 00)

— Z = z; € Z (da Limites eindeutig sind)

<=": Sei jetzt Z abgeschlossen, d.h. Z = Z. Zu zeigen ist die Vollstindigkeit
von Z, also die Konvergenz einer beliebigen Cauchy-Folge in Z gegen ein
Element aus Z. Sei also z, € Z, n € N eine solche Cauchy-Folge. Da die
Folge der z, auch in X eine Cauchy-Folge bildet und X ein Banachraum ist,
gilt:
1zeX:z, >z (n—>o0) = j££||3—z|| =0

=%zeZ =7 = Beh.

Aufgabe 103

> Normenin {?
Sei

L= {{xn}neNixn €eC VneN, Z |x, |7 < oo}, 1 <p<oo (vgl Aufg. 36)
neN

und
o :={(@nen |an €R, n €N, a, > 0 (n — c0)} (vgl. Aufg. 35).
Zeigen Sie:
a) Fir 1 < p < ¢ < oo gilt die Inklusion £7 C €9, genauer gilt
lxllg < lIxll, Vx e

(Hinweis: Behandeln Sie zunichst den Fall || x|, = 1!)
b) |J £? C ¢y, und diese Inklusion ist echt.

p<oo

Bemerkung: Fir p = 2 ist £7 ein Hilbertraum (vgl. Aufg. 36 zur Vollstandigkeit) mit
Skalarprodukt (x, y)2 = D, cn Xn Va-
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Lésung
Zu a): Wir zeigen zunichst die Giiltigkeit der Inklusion fiir den Fall ||x||, = 1.

1
00 ? 00
Sei [|x|, =1, d.h. <Z|xn|l’) =1 =Y |ul=1
n=1 n=1

= x| <1VneN = |x,? <|x;|]”VneN und 1<p<g<oo

oo oo
= > =) =1
n=1 n=1

1 1

o0 o0 q o0 7
=Y i<t = ( |xn|q) 51=(Z|xn|ﬂ)
n=1 1

n=1

Ingesamt erhélt man hieraus:

Ixllg < x|, imFall |x]|, = 1. (2.1)
Wir setzen nun A := ||x||,, x* := 7. Offensichtlich ist dann
X
X, == =1.
= |5

Die Ungleichung lasst sich verallgemeinern, indem man in (2.1) die Folge x* einsetzt:
R B x x
=i, = |5 = |5 = s iwl, Yi<p<g<oo
Allg = LA

Zu b): Trivialerweise gilt £7 C ¢V p, denn:

o0
(X)neny €47 = Z |x,|? konvergiert = lim |x,|” =0
n:l n—oo

= lim |x,| =0 = (X;)ueN € Co.
n—oo

Wir zeigen nun, dass die Inklusion echt ist. Mit anderen Worten: Es existiert eine Null-
folge x = (x,)neN, so dass fiir kein p € N gilt, dass x € £7 ist.

Definiere x, m, n € N. Dann ist x offenbar eine Nullfolge, da
In(n + 1) — oo (n — o0). Weiter folgt aus der Regel von de 1’Hospital (der Grenz-
tibergang gegen oo ist hierbei ausdriicklich gestattet; vgl. z. B. [17], 10.11)

1 1
im 2 pim Y i 2
xX—00 X7 xX—00 %x571 x—>oox;
und somit | )
AN eNvpsnN: DetD

(n+1)7
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Daraus folgt

1 1 1

Yn>N: |x,|f = > = )
(In(n + 1))? ((n I 1)%)17 n+1

und daher (harmonische Reihe!) die Divergenz der Reihe ) |x,|? fiir beliebiges
p € N. n=l

Aufgabe 104
» Norm | - || als Limes von £7”-Normen

Zeigen Sie mit den Bezeichnungen aus Aufg. 36 und Aufg. 103, dass fiir alle x € £' gilt:
Jim xll, = o

Hinweise: Es wird vorgeschlagen, zunichst die folgenden Zwischenbehauptungen zu zei-
gen:

1. Die Funktionen g, : [y0,00) 3 y = g,(y) = y%, p € [1,00), sind gleichmiaBig
Lipschitz-stetig, fiir yo > 0 beliebig; die Lipschitzkonstante L ist unabhéngig von p.
2. Fiir beliebiges x € ¢! gilt:
(a) xel? ¥YpeN;
o0
(b) > x, ist (absolut) konvergent;
n=1

(¢) lim x, = 0;

(d xel>®undIm e N : |x]s =ma§<|xn| = |xpnl;
ne

© Ve> 03k =k Vk >k : 3 x| < Pl
n=k+1 2L

3. Sei m aus (d) und (e) der 2. Behauptung. Sei k € N,k > m beliebig, aber fest und
Xy 1= ‘;ﬁ Dann gilt fiir alle p € N, dass

\

k 5
(Z |xn|f’) >1 und
n=1

%
lim ( )Zn|p) =1.
p—>00

k
|
n=1



2.2 Banach-und Hilbertraume 141

Lésung

Wir beginnen mit einigen Voriiberlegungen (s. Hinweise):

1. Beh.:

Bew.:

2. Beh.:

Sei yo > 0 beliebig, aber fest. Definiert man
1
& [v0,00) 3y = g,(y) :=y7,
so gilt:

IL>0VpeNVy,yey,o0) : [g0)—g ()l =Lyt — yl
(2.2)

Mit anderen Worten sind die Funktionen g, also gleichmiBig Lipschitz-stetig
auf [y, 00).

Wegen
lg, ()| = ‘(y%)/ = 'lﬁ_l
r p
1 1 1 1
— e (- (5 -1) ) = S e (0w (5 1)
p p p p
—— —_——
<0 —1<.<0
exp(In(yo) - 0), yozl1 _JL Yo =1
exp(In(yo) - (=1)), yo <1 vols yo<1

<max(l,y;) = L

ist die Ableitung von g, gleichmiBig durch L beschrinkt. Daraus folgt sofort
fiir beliebige y1, y2 € [y0, 0),p € [1,00)

MWS . .
lgy(y1) — & (¥2)| ="1g,(E)| - |y1 — y2|,  mit§ zwischen y; und y,,
< Ll|y1 =yl

Ist x € £! beliebig, so gilt
(a) xel? YpeN;
(b) > x, ist (absolut) konvergent;
n=1
(¢) lim x, =0;
n—00
(d xel>®undImeN :  |x]o = ma§<|xn| = |xp|;
ne

©)
&[Xm|

Ve> 03k =ki@)Vk=k : Y |nl< T

n=k+1

(2.3)
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Bew.:

Zu (a): Wir zeigen ||x||, < ||x||;: Offenbar gilt fiir beliebiges k € N

k k r
D lxl? < (Z |xn|) :
n=1 n=1

denn auf der rechten Seite taucht nach Ausmultiplizieren jeder Summand der
linken Seite auf, und alle Summanden sind nichtnegativ. Man geht auf beiden
Seiten zum Grenzwert fiir k — oo iiber und erhilt

oo oo P
Y bl? < (Z |xn|) :
n=1 n=1

Es folgt durch Ziehen der p-ten Wurzel:

1

o0 P oo
Ixll, = (Dw) <> lxal = lx]h.
n=1 n=1

Zu (b): Es ist
o0
> lxal =[xy < oo
n=1

so dass (b) unmittelbar klar ist.

Zu (¢):

Die in einer konvergenten Reihe aufsummierten Folgenglieder miissen not-
wendigerweise eine Nullfolge bilden.

Zu (d):
Da (x,),en eine Nullfolge bildet, muss ein betragsgrofites Folgenelement
existieren. Denn wihlt man ¢ = |x2—“, dann existiert ein N € N, so dass fiir

allen > N die Ungleichung |x,| < & = @ gilt. Also folgt

|x1]

sup |x,| < — < |x1]| =< max Xnl,

nz]l\’]|n|_ D) | 1|_n=1 ..... N—llnl
und daraus
sup |x,| = max |x,| = max|x,| =:|x,| mitminl <m <N —1.
neN n=1,..., N—-1 neN

Zu (e): Dies folgt direkt aus der absoluten Konvergenz der Reihe, die in (b) ge-
zeigt wurde.
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3. Beh.: Sei m aus (d) und (e) der 2. Behauptung. Sei k € N, k > m beliebig, aber fest

und X,, := \il;l‘ Dann gilt fiir alle p € N, dass
k 7
(Z |)Zn|”) >1 und
n=1
1
P
. <1 _
Jim (Z % ) =1,
n=1
das heif3t

Rl

k
~ &
Ve>03p,eNVp=>pp: (;mv’) —l<3. (2.4)

Bew.: Man hat fiir k > m die Ungleichungskette

i k z i 1
|Xm| = (Ixm]?)7 < (Z |xn|p) < (k|xpl?)? =k?|xpl;
n=1

also folgt nach Division durch |x,,|

N
< 1p 1
1< (Z|xn| ) < kv,
n=1 —1(p—o0)
woraus die beiden Teile der dritten Behauptung sofort abgelesen werden kon-
nen.
Wir kommen nun zum Beweis der Behauptung der Aufgabe:
Sei & > 0 beliebig und k := max(ky(g), m), yo := 1 (mit m bzw. k; aus (d) bzw.
(e) der 2. Beh.). Dann gilt fiir alle p > py (mit X,,, po aus der 3. Beh. bzw. (2.4))

0 % k 00 %
(DW) -1 = (Zmlu > mv) —1
n=1 n=1

n=k+1

n=1 n=k+1
1
2.3) k|~|p+s ? |
x [— J—
I s 2L
——
=Yo .
@ (<)
= % |7 +5-1
n=1
N——
)]
Qﬁ) & +_8
— — = &
-2 2
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