Elemente der Quantenmechanik und
das H-Atom

Die Quantenmechanik stellt uns die Werkzeuge fiir das quantitative Verstdndnis der Atome
und Molekiile zur Verfiigung. Die Leser sollten zumindest mit ihren Grundziigen vertraut sein.
Hier wiederholen wir die wichtigsten Begriffe und Methoden, sodass wir in den folgenden
Kapiteln direkt damit arbeiten konnen.

Uberblick

Dem bereits mit der Quantenmechanik Vertrauten soll dieses Kapitel eine
kurze Wiederholung bieten, die er rasch iiberfliegen und bei Gelegenheit
wieder aufgreifen kann. Wer Quantenmechanik bislang aber eher als ma-
thematische Pflichtiibung verstanden hat, der wird das Kapitel vielleicht mit
Gewinn lesen und sich so dem unverzichtbaren Instrumentarium nihern, ohne
allzu groBe formale Hiirden iiberwinden zu miissen. In den Abschn.2.1-2.3
stellen wir ein Minimum an Formalismus zusammen. Abschnitt2.4 behandelt
Teilchen im Kastenpotenzial und als konkretes Beispiel das freie
Elektronengas, ein erstes, elementares Modell, das man kennen muss.
Abschnitt2.5 fasst die in allen folgenden Kapiteln gebrauchten Grundlagen
fiir die Behandlung von Bahndrehimpulsen zusammen, Abschn.2.5.4 erginzt
dies fiir den Spin. Abschnitt2.6 ist eine Art ,Schnellkurs‘ zur nichtrelativisti-
schen Behandlung des H-Atoms, den man fiir das Verstindnis aller folgenden
Kapitel ebenfalls verinnerlichen sollte. Auf formale Ableitungen wird dabei
zugunsten anschaulicher Modelle und Bilder verzichtet. Abschnitt2.7 bietet
einen ersten, elementaren Zugang zur Wechselwirkung der Atomelektronen
mit einem externen Feld, der in Kap.8 zu vertiefen sein wird. Schlielich
macht Abschn. 2.8, aufbauend auf Abschn. 2.4.3, einen kleinen Abstecher in
das Grenzgebiet zur Festkorperphysik. Natiirlich ersetzt diese Einfiihrung in
die Quantenmechanik nicht deren griindliches Studium, sollte aber den Ein-
stieg erleichtern.
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2.1 Materiewellen
2.1.1 Grenzen der klassischen Theorie

Das klassische Bild einer wohldefinierten Trajektorie mit definierten x(z) und p(¢)
verliert in der Quantenmechanik seine Giiltigkeit, wie im Phasendiagramm Abb. 2.1
skizziert.

Ort und Impuls sind nicht gleichzeitig messbar und konnen nur mit einer
Genauigkeit im Rahmen der Unschirferelation Ap; Ax; > h/2m bzw. AW At >
h /27 bestimmt werden (siehe Abschn. 1.8.3). Die Quantenmechanik macht lediglich
Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeitsamplitude ¥ (r, t), die ein sog. Wellenpaket
definiert. Man findet ein Teilchen am Ort r zur Zeit t mit der Wahrscheinlichkeit

w(r,t) = |, ). 2.1

Dies ist die Kernhypothese der statistischen Deutung der Quantenmechanik, wie sie
von Max BORN (1927) in den frithen Tagen der Quantenmechanik formuliert wurde,
und wofiir er 1954 den NOBEL-Preis erhielt. Verfolgt man die quantenmechanische
Entwicklung eines zur Zeit t = 0 durch Ap;(0)Ax;(0) bestimmten Wellenpaketes,
so ergibt sich fiir grolere Zeiten ¢ stets Ap; (t) Ax;(t) > Ap;(0)Ax;(0). Das Wellen-
paket lauft also auseinander, wie in Abb.2.1 angedeutet.

2.1.2 Wahrscheinlichkeitsamplitude in der Optik

Am Beispiel von Photonen beim Doppelspaltexperiment kann man den Begriff der
Wabhrscheinlichkeitsamplitude einfach veranschaulichen. Die Wahrscheinlichkeit,
ein Photon am Ort r zum Zeitpunkt ¢ zu finden, ist proportional zur Intensitit / (r, 1)
des Lichtes, und jene ist proportional zum Betragsquadrat der Feldamplitude. Be-
trachten wir davon nur eine Polarisationskomponente, sagen wir E, so konnen wir
deren Ortsabhédngigkeit auch als

Ap

klassisch

|

Abb. 2.1 Klassische Trajektorie (online rot) und quantenmechanische Wahrscheinlichkeit (grau
schattiert) im Phasenraum. Beachte: auch am Anfang der quantenmechanischen ,Trajektorie‘ sind
Ort und Impuls nicht genau bestimmt — entsprechend der Unschirferelation
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1(r) o |Ex(r)* = [9(r)]* = w(r)

schreiben. Die letzten beiden Schritte der Gleichung sollen uns das Eingewohnen
in die Terminologie der Quantenmechanik erleichtern: Wir nennen die Gro3e i (r)
nun eine ortsabhdngige Wahrscheinlichkeitsamplitude (die im Falle des Lichts ein-
fach durch die Feldkomponente E, représentiert wird). Man bestimmt sie nach den
Gesetzen der Optik durch Losung der entsprechenden Wellengleichung

AY(r) + K2(r) =0 (2.2)

zu den gegebenen Randbedingungen, mit A = 02/9x? + 9%/9y* + 9*/9z>. Fiir
optische Anordnungen haben sich dabei vielerlei Ndherungen entwickelt, wie das
HUYGENS-FRESNEL’sche Prinzip oder die KIRCHHOFF’sche Beugungstheorie. Die
Wellengleichung ist eine lineare, partielle Differenzialgleichung (PDGL), die das
lineare Superpositionsprinzip zur Beschreibung der Interferenz der Wellen
ermoglicht. Fiir die Beugung an zwei Spalten gilt also

() = P1(r) +a(r), (2.3)

wenn 1 2 jeweils die Welle vom einen und vom anderen Spalt beschreibt. Damit
ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, ein Photon am Beobachtungsort zu finden:

w = [ = [ + 1)) = [P+ [l +2Re (Vi) (2.4)

Dieser Ausdruck enthilt den Interferenzterm 1) 1) und ist nicht einfach eine Super-
position von Wahrscheinlichkeiten.

Wir konnen diesen Ausdruck also als alternative Interpretation des klassischen
YOUNG’schen Doppelspaltexperiments durch quantenmechanische Wahrscheinlich-
keiten fiir die Registrierung von Photonen ansehen.

Nun kann man auch in einem realen Experiment die Intensitiit des untersuchten
Lichts so weit reduzieren, dass sich stets nur ein einzelnes Photon in der Nihe des
Doppelspalts befindet und zum Beugungsbild beitriagt. Dies ist mit einem Teilchen-
zdhler eindrucksvoll nachweisbar und man hort gewissermafBen ,die einzelnen Pho-
tonen klicken‘.! Wenn man dann aber hinreichend viele solche Ereignisse aufaddiert,
ergibt sich — ganz entgegen der Intuition — wieder das Beugungsbild der klassischen
Optik! Die Wahrscheinlichkeitsverteilung jedes einzelnen Photons wird also hinter
dem Doppelspalt von der Welle ¢ = 1 + ¢, bestimmt und man kann nicht sagen,
durch welchen Spalt das Photon gelaufen ist (sieche Abb. 1.31b auf Seite 75). Man sagt
auch, ein Photon interferiert immer nur mit sich selbst. Wir werden diese Aussage
in Band 2 noch ausfiihrlicher diskutieren und statistisch quantifizieren.

IFiir Experten: Mit einiger intellektueller und experimenteller Anstrengung kann man wirklich
sicherstellen, dass stets tatsdchlich maximal nur ein Photon den Doppelspalt erreicht (vgl. z.B.
den Ubersichtsartikel zu Einzelphotonenquellen von EISAMAN et al. 2011). Fiir die gegenwiirtige
Diskussion wollen wir aber zufrieden sein, wenn der mittlere zeitliche Abstand zweier Interferenz-
ereignisse f,y (registrierter Photonen) grof} ist gegen die Kohérenzzeit 7. = 1/Aw <K t,y der
Photonenquelle mit der Bandbreite Aw der Quelle.
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2.1.3 Wahrscheinlichkeitsamplitude bei Materiewellen

Betrachten wir jetzt die bereits in Abschn. 1.8.1 eingefiihrten Materiewellen. Den
von Louis-Victor DE BROGLIE festgestellten Zusammenhang zwischen Impuls und
Wellenldnge p = hk bzw. p = h /X (NOBEL-Preis in Physik 1929) und entsprechende
Beugungsphinomene haben wir dort bereits kennengelernt. Auch fiir Materiewellen
schreiben wir die Wahrscheinlichkeitsamplitude als (r) und die Wahrschein-
lichkeit, ein Teilchen bei r und ¢ im Volumenelement d3r zu finden, ist wieder

dw(r) = wr)dr = [¢@) | dr. 2.5)

Auch hier gibt es, wie in der Optik, Interferenzen z. B. am Doppelspalt, wo (2.4) gilt.

Im Gegensatz zur elektromagnetischen Strahlung, wo wir ¢ mit der elektrischen
oder magnetischen Feldstirke identifizieren konnen, hat v (r) bei Materiewellen
allerdings keine anschauliche direkte Bedeutung. Wir sprechen hier einfach von der
Wahrscheinlichkeitsamplitude, ein Teilchen zu finden. Die beobachtbare Physik wird
durch w(r) beschrieben.

Ansonsten gelten fiir Photonen und fiir Materieteilchen analoge Uberlegungen:
Wenn wir versuchen, diese Objekte auf einem der Teilwege zu verfolgen, verlieren
wir die Interferenz! Es gilt die wichtige allgemeine Regel: Interferenzphinomene
werden beobachtet, wenn verschiedene Wege (also verschiedene Beitrige der vollen
Materiewellenfunktion) im Prinzip ununterscheidbar sind. Dagegen gibt es keine
Interferenz, wenn zwei Wege unterschieden werden konnen (und sei dies auch nur
prinzipiell der Fall).

Was haben wir in Abschnitt 2.1 gelernt?

e Inderklassischen Mechanik beschreiben wohldefinierte Trajektorien im Orts- r(¢)
und Impulsraum p(r) die Bewegung von Teilchen. Im Gegensatz dazu beschreibt
die Quantenmechanik Wahrscheinlichkeitsamplituden v (r) und Wahrscheinlich-
keiten dw(r) = |1p(r)|2 d3r dafiir, ein Teilchen an einem bestimmten Ort r in
einem Volumenelement d3r zu finden (oder analog auch fiir den Impuls w(p)).

e Beugung und Interferenz von Materiewellen konnen mit Konzepten beschrieben
werden, die analog zu denen in der Wellenoptik sind. Der grofe Unterschied
ist, dass die ,Wahrscheinlichkeitsamplitude® dort eine direkt messbare Grofle ist
(elektrisches oder magnetisches Feld), wihrend 1 (r) fiir Materiewellen nicht
direkt gemessen werden kann — nur die Wahrscheinlichkeiten |1p(r)|2 machen
eine Aussage iiber die reale Welt.
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2.2 ScHRODINGER-Gleichung
2.2.1 Eine Wellengleichung

Im Unterschied zu den Photonen kann auf Teilchen natiirlich eine externe Kraft
wirken. Fiir Teilchen der Masse m mit der Gesamtenergie W im Potenzialfeld V (r)
errdt man aus der Wellengleichung (2.2), was zu tun ist: Wir benutzen einfach den
(nichtrelativistischen!) Energiesatz der klassischen Mechanik W = Wy, + V, um
aus der kinetischen Energie Wy;, den Impuls zu bestimmen:

p? =2mWign = 2m (W — V ()
W ist nun eine Konstante der Bewegung und so konnen wir aus diesem Ausdruck
mit (1.136) den absoluten Wert des Wellenvektors k = p/h ermitteln und in die
Wellengleichung (2.2) einsetzen:

2m (W =V
W VO, g,

Diese simple ,Ableitung® fiihrt also zur (zeitunabhidngigen) stationdren
SCHRODINGER-Gleichung

2
AMﬂ+%wm=Awn+

hZ
- %A#}(r) + V() Y@r) = Wi(r), (2.6)

oder etwas kompakter:
Hi(r) = Wi r) @7)

mit dem Operator der Gesamtenergie, dem sog. HAMILTON-Operator

hZ
AV, 28)
2m

)

Im eindimensionalen Fall vereinfacht sich die SCHRODINGER-Gleichung zu:
h? d?y(x)
2m  dx?

+Vx)vx) = Wi x) (2.9)

2.2.2 HAMILTON- und Impulsoperator
Wir kénnen den HAMILTON-Operator (2.8) noch etwas suggestiver

. h2 ’132
H=——V4+V@E) =4V (2.10)
2m 2m

schreiben. Dabei haben wir ganz formal den Impulsoperator
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9
Ox
p=—ihv =—ih| & @2.11)
9
0z
als Vektoroperator so eingefiihrt, dass

0? 0? 0?

N S . v 7 N I N %)

p-=p-p=-hV=—-hA=-h (@—i—a—yz—i-a—zz) (2.12)

wird. Damit konnen wir (2.8) bzw. (2.10) auch als Operatorform des klassischen
Energieerhaltungssatzes verstehen:

2
W=Win+V=—+V(r)
2m

2.2.3 Zeitabhdngige SCHRODINGER-Gleichung

Soweit haben wir nur die Ortsabhéngigkeit der Wahrscheinlichkeitswellen betrachtet.
Natiirlich ist ihre Zeitabhingigkeit ebenfalls von héchstem Interesse. Die elektro-
magnetischen Wellen der Photonen werden nach der allgemeinen, zeitabhingigen
Wellengleichung berechnet — also mithilfe einer aus den MAXWELL-Gleichungen
abgeleiteten PDGL zweiter Ordnung in Raum und Zeit. Fiir Materiewellen gilt dage-
gen die zeitabhdngige SCHRODINGER-Gleichung

ov(r,t)
ot

2
w
W v v e = in2E 5D
2m ot

HY(r,t) =ih bzw. explizit  (2.13)

die wir nicht ableiten, sondern nur so kommunizieren konnen, wie sie von Erwin
SCHRODINGER Anfang 1926 ,gefunden‘ wurde — librigens beim Winterurlaub in den
Schweizer Bergen, wofiir er 1933 (zusammen mit Paul DIRAC) den Nobelpreis in
Physik erhielt. Wir notieren einige Charakteristika:

e Dies ist eine lineare, partielle PDGL zweiter Ordnung im Raum, erster Ordnung
und komplex in der Zeit!

e Das lineare Superpositionsprinzip kann also angewendet werden.

e Die statistische Deutung der Quantenmechanik (BORN 1927) interpretiert die
Losungen ¥ (r, t) dieser PDGL zu gegebenen Randbedingungen entsprechend
der fundamentalen GI. (2.1) als Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir das Auffinden
eines Teilchens am Ort r zur Zeit ¢.
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e Diese zeitabhiingige SCHRODINGER-Gleichung kann noch weniger ,abgeleitet’
werden, als die stationdre SCHRODINGER-Gleichung. Auch eine strenge, formale
Quantenmechanik kann sie nur auf einen ebenfalls heuristischen, in sich konsis-
tenten Satz von Axiomen zuriickfiihren.

e Die SCHRODINGER-Gleichung hat sich aber bei der Beschreibung einer Vielzahl
atomistischer, experimentell beobachteter Phidnomene im nichtrelativistischen
Bereich hervorragend bewihrt. Dies allein ist es, was den ,Wahrheitsgehalt® einer
physikalischen Theorie ausmacht.

e Es gibt konsistente Alternativen fiir die Wellengleichung der Materie, so die
DIrRAC-Gleichung fiir (relativistische) Fermionen (eine mehrkomponentige Spinor-
gleichung) und die KLEIN-GORDON-Gleichung fiir relativistische Bosonen (PDGL
zweiter Ordnung in der Zeit).

Fiir den trivialen Fall eines nicht explizit zeitabhdngigen HAMILTON-Operators

H(r,t) = H(r) konnen wir die Wellenfunktion mit einem Produktansatz fak-
torisieren:
W(r, 1) =Pr)e) (2.14)
7 ov , 1 ~ ) b P
HY (r 1) = ih% = HyY(r)p() = 175%

Hyr) _ ih de() _
ey e o

Letztere Identitédt muss gelten (fiir konstantes W, das es zu bestimmen gilt), um
die vorangehende fiir alle Werte von r und ¢ erfiillen zu konnen. Zu 16sen haben wir
dann ihdp(t)/dt = Wp(t) und H (r) = Wip(r). Wihrend die Zeitabhingigkeit in
diesem Fall die triviale Losung

p(t) o exp (—i%t) (2.15)

hat, bestimmt man den ortsabhéngigen Teil ¢(r) aus der stationdren SCHRODINGER-
Gleichung (2.7), die abhiingig vom Potenzial gelost werden muss. Der dabei einge-
fiihrte Parameter W ist also die Gesamtenergie des Systems. Somit wird:

W(r,t) =(r)exp (—i%t) (2.16)

Man beachte: Die Zeitabhidngigkeit ist echt komplex und die imaginére Einheit als
Vorfaktor i ist notwendig zur Losung! Im vorliegenden Fall (H # H(t)) ist die
Zeitabhiangigkeit allerdings trivial, da nur

w(r, 1) = ¥, 0 =Y (2.17)

messbar ist. Eine Messung kann also in diesem Fall nur etwas iiber die stationéren
Zustinde aussagen!
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2.2.4 Frei bewegtes Teilchen - das einfachste Beispiel

Als einfachstes Beispiel betrachten wir ein freies Teilchen der Masse m mit der
Energie W und dem Impuls p. Die stationidre SCHRODINGER-Gleichung (2.6) dafiir
ist

2
— Zh—Az/J(r) = Wt (r) mitder Losung (r) = C - exp (—ikr). (2.18)
m

Wie man durch Einsetzen verifiziert, gilt mit dem Wellenvektor k = p/h fiir die
Energie W = h%k%/(2m) = p*/ (2m) = Wiin. Mit (2.16) wird die Wahrschein-
lichkeitsamplitude dieses freien Teilchens eine ebene Welle:

2
U(r,t) =C-expli(wt —kr)] =C -exp |:i (Zit — kr)] (2.19)
m

<ol (-]

Wir notieren hier die Dispersionsrelation der freien Teilchenwelle®

p2 K2 )
Wk) = hw(k) = — = —k“. (2.20)
2m  2m
Beachte: Die Wahrscheinlichkeit, dieses Teilchen zu finden, w(r,t) =
¥ (r, 1)|*> = |C|%,ist unabhingig von Raum und Zeit — wie man es fiir eine unendlich
ausgedehnte ebene Welle erwartet. Das heifit, ein Teilchen mit wohldefiniertem
Impuls kann tiberhaupt nicht lokalisiert werden — wie es die Unschirferelation

(1.141) konstatiert.

Was haben wir in Abschnitt 2.2 gelernt?

e Die stationdre SCHRODINGER-Gleichung (2.6) kann erraten werden durch Kom-
bination der klassischen Wellengleichung mit einer freien Interpretation der DE
BROGLIE-Wellenldnge in einem konservativen Potenzial. Sie wird bestitigt durch
hervorragende Ubereinstimmung ihrer Ergebnisse mit experimentell beobachteten
Daten in der submikroskopischen Welt bei nichtrelativistischen Energien.

e In kompaktester Form lautet sie H 1 = W1, wo der HAMILTON-Operator (2.10) —
im englischen auch ,Hamiltonian‘ — in voller Analogie zu seinem klassischen
Gegenstiick konstruiert wird: Dabei ist lediglich der Impuls durch den quanten-
mechanischen Impulsoperator p = —iAV zu ersetzen.

2 Allerdings ist die hier mit W = hw eingefiihrte Kreisfrequenz w nicht als Beschreibung der
zeitlichen Verdnderung einer messbaren Grofe zu verstehen; so verschiebt eine andere Festlegung
des Energienullpunktes w entsprechend: Nur die Wahrscheinlichkeiten, nicht die Amplituden der
Materiewelle beschreiben die Realitiit.
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e Die zeitabhidngige Wellenfunktion wird durch die zeitabhiingige SCHRODINGER-
Gleichung (2.13) beschrieben. Im einfachsten Fall ist der HAMILTON-Operator
selbst nicht zeitabhéngig. Stationdre Losungen sind dann ein Produkt von Lo-
sungen 1 (r) der stationdren GI.(2.6) und einer einfachen Exponentialfunktion
x exp(—=i(W/h)t).

e Dieeinfachste Losung der zeitabhéingigen SCHRODINGER-Gleichung ist eine ebene
Welle exp[—i((W/h)t — kr)], mit der Energie W = hk2/(2m).

2.3 Axiome und Begriffe der Quantenmechanik
2.3.1 Grundbegriffe

Hier fassen wir kurz die etwas abstrakten, aber recht simplen und spiter hiufig
gebrauchten Grundregeln der Quantenmechanik zusammen.

Quantenzustinde und Wellenfunktionen

Zustdnde von Quantensystemen (in der Welt, in der Atomphysik ...) werden durch
Zustandsvektoren beschrieben, fiir die wir hier die ,bra‘ und ,ket‘ Notation
nach DIRAC einfiihren, (| bzw. |¢). Typischerweise werden Zustinde durch
Basiszustinde (oder Basisvektoren) dargestellt, nennen wir sie hier | f1), | f2), | f3),
... | fu) ... Wir sprechen von einer vollstidndigen Basis, wenn sich jeder Zustand
[1)) eines Systems durch

[) = Zci |fi)  oderalternativ durch (| = Zc;" (fil (2.21)
i=1 '

beschreiben lidsst. Man beachte: Die Summe schliefit im Prinzip alle gebundenen
(diskrete Energien) und ungebundenen (Kontinuum) Basiszusténde des Systems ein.

Man definiert ein Skalarprodukt (v |@) zweier Zustandsvektoren |1) und |¢) und
spricht von einer orthonormalen Basis, wenn

(fi 1fe) = dik- (2.22)

Damit wird die Projektion des Zustands |v) auf den Basisvektor | fi)

(fld) =D cilfilfi) = cx. (2.23)

i=1

Wellenfunktionen, die am héufigsten benutzte Représentation von Zusténden, erhilt
man formal durch Entwicklung von |¢) in eine kontinuierliche ,Ortsbasis® {|r)}
wobei r sich iiber alle Punkte im 3D-Ortsraum erstreckt. Wir schreiben (2.21) als ket

) = / / / &riy(r')|r) oderalsbra (| = / / / Eriv(r)r']. (224
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Per Definition gilt fiir die Basiszustéinde des Ortsraums, in Analogie zu (2.22), die
Orthonormalitétsrelation

(rlr)y=6(r—r'), (2.25)

und mit (2.24) erhalten wir als Definition einer Wellenfunktion im Ortsraum
i) = Wiy = [[[Erv)lrlr) = v (2.26)

und *(r) = (¢|r). In der Praxis werden Wellenfunktionen durch Losung der sta-
tiondren SCHRODINGER-Gleichung bestimmt. Mit (2.24) und (2.25) finden wir (nach
einer 3D-Integration) das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen:>

($16) = / / RO ECr = (1), (2.27)

Fiir die Eigenzustinde der SCHRODINGER-Gleichung [¢x) schreibt sich damit die
Orthonormalitiitsrelation (2.22) als

Wi lx) = / / G P () = S (2.28)

SchlieBlich notieren wir, dass man — vollig dquivalent zur Entwicklung im Ortsraum —
Zustinde auch im Impulsraum entwickeln kann. Man definiert dann Wellenfunktio-

nen ¥ (p) durch
lv) = /// p'v(p))|p') und erhlt

i) = [[[ &5 olp) = o)

Operatoren

Lineare Operatoren spielen eine Schliisselrolle in der Quantenmechanik: Ganz all-
gemein dndert ein Operator die Eigenschaften eines Objekts, auf welches er wirkt
(z.B. einen Zustandsvektor, eine Wellenfunktion, einen anderen Operator). Nennen
wir den Operator A und lassen wir ihn auf einen ket Vektor |1) wirken. Mit (2.21)
kann man dann schreiben:

Ay =AY cilfiy =D Glfi) =19).
Fiir eine Superposition (Uberlagerung) von Zustinden [¢) = ¢ |¢1) + c2|) + - - -
impliziert Linearitét, dass
Alc11t1) + ) + -+ ) = c1Al1) + 2 Al) + -+ - .
Das Produkt zweier Operatoren AB wird definiert durch
(AB)IY) = A(BI)). (2.29)

3Wir werden die Symbole (bra| und |ket) relativ locker benutzen. Insbesondere werden wir oft
Wellenfunktionen einfach als [¢), |1 ), usw. schreiben.
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Die Multiplikation von Operatoren ist distributiv, d. h. ABC = (ZE )6 = A (§ C ),
aber nicht notwendigerweise kommutativ. Im Allgemeinen ist AB # BA, und man
definiert einen Kommutator

[A, B] = AB — BA, (2.30)
der nur in speziellen Fillen verschwindet (siehe Abschn.2.3.3). Wenn |¢) und |p)
zwei Zustandsvektoren oder Wellenfunktionen sind, so definiert man als Matrixele-

ment von A zwischen den Zustinden |¢) und |¢) (die Basiszustinde des Operators
A sein konnen oder auch nicht):

Ay = (WIAd) = / W AP)dr. 231)

Ohne niher ins Detail zu gehen, definieren wir einen sogenannten adjungierten (oder
HERMITE’ sch konjugierten) Operator AT durch

(ATp|g) = (V1Ad) oder (p|ATy) = (v]|Ad)" (2.32)
oder / (A7) pd’r = / V¥ (Ag) dr. (2.33)

Von besonderer Bedeutung sind die sog. HERMITE schen Operatoren, wir nennen sie
hier O. Sie sind selbstadjungiert:
0" =0. (2.34)

Durch diese Definition und mit (2.31)—(2.33) sind fiir HERMITEsche Operatoren die
nachfolgenden Matrixelemente

(OvI6) = (¥106) = / Oy ¢ = / FOHPr (235
= (]0¢) = (3| OY)* (2.36)

identisch.*

Observable

Observable sind im Prinzip alle physikalisch beobachtbaren Groen. Sie werden in
der Quantenmechanik durch HERMITE sche Operatoren beschrieben. Jedes Quan-
tensystem kann durch einen vollstdndigen, orthonormalen Satz von Eigenzustinden
(Eigenvektoren) | fi) einer beliebigen Observablen O beschrieben werden. Fiir diese
ermittelt man nach der Eigenwertgleichung

O I fi) = wi | fi) (2.37)

den Eigenwert wy der Observablen O zum Eigenvektor {| fk)}.5 In jeder einzelnen
Messung einer physikalischen Observablen konnen nur Eigenwerte dieser Obser-
vablen beobachtet werden.

4Um diese Relation zu verifizieren, expandiert man |¢)) und |¢) einfach in eine Basis von Eigen-
vektoren (Eigenfunktionen) von 0.

SMit geschweiften Klammern {. ..} bezeichnen wir hier (und im iibrigen Buch) einen Satz von
indizierten Grofen, hier | fi) fiir 0 < k < oo im HILBERT-Raum unter Einschluss des Kontinuums.
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Mit (2.37) und der Orthonormalitit (2.28) der | fi) Basis sieht man, dass fiir die
Matrixelemente von O in der Basis seiner Eigenzustinde

Ok = (/i10 fi) = wedix (2.38)
gilt, d. h. die Matrix Oy ist diagonal. Und wegen (2.36) sind die Eigenwerte wy, reell —

wie man es fiir messbare physikalische Grofen zu erwarten hat!

Superposition und Erwartungswerte

Im Allgemeinen wird ein zu untersuchendes Quantensystem sich in einem Zustand
|1)) befinden, der kein Eigenzustand des Operators O ist. Wir nehmen hier aber an,
der Zustand |v) lasse sich beschreiben als lineare Superposition (Uberlagerung) von
Eigenzustidnden | f;) des Operators O mit den Eigenwerten w; nach (2.37):

= Z cilf;) mit den Entwicklungskoeffizienten ¢; = (fi|e)).  (2.39)

i
Letztere Beziehung folgt direkt durch Multiplikation von links mit { fx| aus (2.22).
Wenn wir nun die Observable O viele Male messen (wie man das in einem realen
Experiment tut), so erhalten wir fiir jede individuelle Messung einen Eigenwert w;

von O. Die Wahrscheinlichkeit, diesen speziellen Eigenwert w; anzutreffen, wird
durch die Wahrscheinlichkeitsamplitude ¢; bestimmt. Es gilt

Oy =0 cilfi) = D ciwilfi). (2.40)

Der gemessene Mittelwert fiir diese Observable, also das Resultat von vielen
individuellen Messungen an immer dem gleichen Zustand |v), wird Erwartungswert
der Observablen genannt:

0) = D lcil’wi = (|0Y). (2.41)

Letztere Identitét folgt aus
(¥|0l) = <Zc,f,' chfk>=<2cifi > a0 fi)
k
= ZzwkaCk(fiLfk) = zzwkc?ckdik = zwi|ci|2
ik ik i

Man kann das leicht noch etwas verallgemeinern. Nehmen wir an, der Zustand des

Systems ist [¢) = icf¢)|gi), d.h. er wird in einer willkiirlichen Basis {|g;)}
beschrieben und die |g;) sind nicht Eigenzustinde von O. In diesem Fall kann der
Erwartungswert von 0 geschrieben werden:®

(0) = (W|Oy) = Zc*(” g,|0|Zc“”>|gk > e eilOlgiey” (2.42)
ik

6 Auch dies ist noch nicht der allgemeinste Fall. Oft hat man es mit sog. gemischten Zustéiinden zu
tun, die nicht durch eine einzige lineare Superposition vom Typ (2.39) zu beschreiben sind. Wir
werden hierfiir in Band 2 die sog. Dichtematrix einfiihren.



2.3 Axiome und Begriffe der Quantenmechanik 109

Einheitsoperator
Wir erwihnen bei dieser Gelegenheit einen mathematischen Trick, indem wir (2.39)
umschreiben als

1) =D Ifidei = D1 fid(filh) = (Z |ﬁ><ﬁ|)|w>.

Man sieht, dass der Ausdruck (Operator) in runden Klammern seinen Operanden |1))
offenbar nicht dndert — sofern die Summe iiber eine vollstindige, orthonormale Basis
{| fi)} ausgefiihrt wird. Wir haben somit die oft sehr niitzliche Vollstindigkeitsrelation
bzw. den quantenmechanischen EinheitsoperatorT abgeleitet:’

=2 1/ (243)

Quantisierung

Bei der Bestimmung einer Observablen O misst man stets einen ihrer Eigenwerte
wk. Wenn man das tut, priapariert man zugleich den entsprechenden Eigenzustand
| fx) dieser Observablen (Eigenvektor, Eigenfunktion). Man kann sagen, dass durch
die Messung dieser Eigenvektor aus dem urspriinglich vorgefundenen Zustand |1))
herausprojiziert wird.

Beispiel: HAMILTON-Operator
Der HAMILTON-Operator H mit seinen (Energie)-Eigenwerten W, und Eigenfunk-
tionen 1, ist ein besonders wichtiges Beispiel fiir eine Observable:

H ihn) = Wy [tn)

Beispiel: Spin-Projektion auf die z-Achse
Als weiteres Beispiel nennen wir die Projektion des Spins auf eine Achse (Kom-
ponente des Spindrehimpulses) :S:Z, die wir in Abschn. 1.10 auf Seite 87 bereits im
Zusammenhang mit dem STERN-GERLACH-Experiment kennengelernt haben. Die
Eigenwerte sind hier msh und die Eigenzustinde schreiben wir ganz formal als
|[smyg). Damit wird die Eigenwertgleichung:

S, |smyg) = myhi|smy)

7In Matrix-Darstellung entspricht dies der Einheitsmatrix


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
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2.3.2 Reprasentationen

SCHRODINGER-Bild

Im SCHRODINGER-Bild (auch SCHRODINGER-Reprisentation) sind die Operatoren
Differenzialoperatoren. Die Zustinde sind die Wellenfunktionen. Das Skalarprodukt
ist ein Integral nach (2.27) und die Orthogonalitit der Basiszustinde wird durch
(2.28) beschrieben. SchlieBlich definiert man fiir Operatoren Matrixelemente

A = FI1Af) = / B O Er=(flAT )Y = AL (244)

wobei wir Gebrauch von der Definition (2.32) fiir die adjungierten Operatoren
gemacht haben. Wenn die Operatoren HERMITE sch sind, d. h. Observable reprisen-
tieren, kann man diesen Ausdruck schreiben als

O = (/110 i) = / £ (O fir)dr (2.45)

= [ / (5fk*<r>)*ﬁ<r>d3r} — (/IO fi)* = 0. (2.46)

HEISENBERG-Bild

Im HEISENBERG-Bild (Reprisentation) sind die Operatoren A Matrizen, die durch
ihre Matrixelemente A;; bestimmt sind (wir erwihnen in diesem Zusammenhang
den NOBEL-Preis fiir HEISENBERG 1932). Die Zustéinde, sagen wir |¢)) oder |¢), sind
Vektoren im HILBERT-Raum®. Wir schreiben sie als

) = =bify+byfy+bifs+---
|¢)=¢=C1f1+62f2—|—c3f3+...

mit den Komponenten {b,- f i} bzw. {c,~ f ,»}. Ihr Skalarprodukt ist hier
(lg) = > ber. (2.47)

Beide Reprisentationen sind physikalisch und mathematisch dquivalent.

2.3.3 Gleichzeitige Messung von zwei Observablen

Wir generalisieren hier die HEISENBERG sche Unschirferelation (1.141), die aussagt,
dass zwei kanonisch konjugierte Koordinaten® nicht gleichzeitig gemessen werden
konnen.

Zwei Observable A und B kinnen gleichzeitig gemessen werden, dann und nur
dann, wenn die Eigenzustinde von A zugleich auch Eigenzustand von B sind, d.h.
wenn

Algi) = ailg;) und  Blg;) = Gilgi).

8Ein HILBERT-Raum ist eine Erweiterung des 3D-Vektorraums fiir unendliche Dimensionen —
speziell in der Quantenmechanik zu einem unendlichdimensionalen Funktionsraum.
9z.B. Ort und Impuls, Energie und Zeit usw.


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
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Es miissen also folgende Beziehungen gelten, um die Observablen A und B
gleichzeitig messen zu konnen:

ABlpi) = ABilgi) = BiAlg:) = Biailgi) = BAlg;).

o~ |

Die Operatoren miissen also kommutieren, AB = BA :

Gleichzeitige Messung zweier Observabler A und B ist moglich, wenn und
nur wenn ihr Kommutator verschwindet:

o~ o~

AB—-BA=IA,B]=0 (2.48)

2.3.4 Operatoren fiir Ort, Impuls und Energie

Aus den oben erlduterten Regeln folgen einige praktische Vorschriften, wie man aus
klassischen Groflen quantenmechanische Operatoren macht. Fiir die nichtrelativis-
tische Quantenmechanik gilt das folgende Rezept fiir die Substitution:

r—r und p; — —ih— = p; bzw. (2.49)
ax,-

0 0 0
Sin? il _al v e s
p—>[ lhax’ lhﬁy’ lhaz] ih D

Alles andere folgt daraus. Insbesondere wird aus der klassischen HAMILTON’schen
Gesamtenergie
p* 2

Hilass = %‘FV("): Wikin+V mit p"=p-p
der HAMILTON-Operator:

~ 1 _ h?
H=—(—1hV) - (-ihV)+ V(@)= ——A+ V(r)
2m 2m

Der Ort x und sein kanonisch konjugierter Impuls py sind das Paradebeispiel fiir
zwei nicht kommutierende Observable:

0 0
(Pxx) p(x) = —iﬁa— (xp(x)) = —ih (x—@(x) + @(X))
X Ox

— .0
# (xpx) p(x) = —lﬁxa—w(x)
X

Die Observablen x und p, konnen also nicht gleichzeitig gemessen werden. Dies ist
die formale Bestitigung der HEISENBERG schen Unschérferelation.
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2.3.5 Eigenfunktionen des Impulses p

Wir suchen die Figenfunktionen und Eigenwerte des Impulses im SCHRODINGER-
Bild, zunichst fiir den eindimensionalen Fall:

Prp(x) = pox) = -— hﬂ = pp(x)

Wie man leicht verifiziert, sind ¢ (x) = elP*/ h — eikx Losungen dieses Eigenwert-
problems und jeder Wert von p (mit —oo < p < o0) ist ein Eigenwert des Impuls-
operators p, in x-Richtung: Das Ergebnis ist also eine ebene Welle mit einem
Kontinuum von Eigenwerten.
Man kann dies leicht auf den 3D-Raum erweitern. Wir beschreiben eine Richtung
im Raum durch den Einheitsvektor e = ayex + aye, + aze; mit af + a§ +
2

a; = 1. Uns interessiert der Betrag des Impulses p in eine Richtung e. Fiir den

entsprechenden Operator
~ ~ ~ ~ —~ . 7] 0 0
pe:e.p:axpx+aypy+azpz:—1FL axa+aya—y+a28—y (250)
wird jede ebene Welle exp(ik - r) in beliebiger Richtung k eine Eigenfunktion zum
Eigenwert p cos vy, denn es gilt
Deexp(ik - r) = e - hkexp(ik - r)
= hk cosyexp(ik - r) = pcosyexp(ik - r) 2.51)

mit p = hik und dem Winkel v zwischen e und k — ganz wie es der Anschauung
entspricht.

Was haben wir in Abschnitt 2.3 gelernt?

e Im SCHRODINGER-Bild werden die Zustédnde (bra |1/) bzw. ket (¢|) eines Quanten-
systems durch Wellenfunktionen v (r) bzw. 1)* (r) repriasentiert. Das HEISENBERG-
Bild benutzt Zustandsvektoren im HILBERT-Raum.

e Quantenzustidnde konnen als lineare Superposition von Zustidnden (2.21) in einer
vollstindigen, orthonormalen Basis dargestellt werden — mit ( f; | fx) = J;x. Der
Einheitsoperator kann als 1= > 1fi) (fil geschrieben werden.

e Das SCHRODINGER-BIld benutzt Differenzialoperatoren. Die klassische Theorie
wird in die Quantenmechanik tiberfiihrt durch die Ersetzungen r — r und p —
P =—ihV.

e Matrixelemente eines Operators A sind im SCHRODINGER-Bild A = (fil A fi) =
f 1) A fi (r)d®r. Im HEISENBERG-Bild werden Operatoren durch die
entsprechenden Matrixelemente reprisentiert.

e Der adjungierte Operator AT zu A ist definiert durch ( ATw o) = (7,/1| A ).
HERMITE’sche Operatoren sind selbstadjungiert, d. h. AT = Aund Ay = A;l

e Observable werden durch HERMITE’sche Operatoren dargestellt. Mit 0| fe) =
wi | fx) sind deren Eigenwerte wy die einzigen Werte, die man fiir die entsprechende
Messgrofie experimentell beobachten kann.
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e FEin solches Experiment projiziert stets einen der Eigenzustinde {| f)} der Obser-
vablen auf den Zustand |¢), der untersucht wird. Wenn die Operatoren A und
B fiir zwei Observable kommutieren — Kommutator [;1\ E] = 0 - und nur dann,
konnen sie gleichzeitig gemessen werden.

e Der Mittelwert einer Observablen in einem Zustand |¢)) wird Erwartungswert
genannt: (0) = (Y|0¢ ) = [¢*(0) dr .

e Eigenzustinde des Impulsoperators P sind ebene Wellen exp (ihk - r), mit
p = hk.

2.4 Teilchen im Kasten - freies Elektronengas
2.4.1 Teilchen im eindimensionalen Potenzialkasten

In einem 1D-Potenzialkasten mit unendlich hohen Winden im Abstand L fiihrt die
1D-SCHRODINGER-Gleichung (2.9)
R &2, (x)
S 2m dx?

nUn ().

innerhalb des Kastens im Prinzip zu Losungen o sin(kx) oder cos(kx). Da die
Wellenfunktion nicht ins Metall eindringt, muss sie Knoten auf den Winden haben,
sodass stehende Wellen vom Typ

n?h?

G (x) ,/2'"7” it diskreten Energien W,
X) = —Sin —— mi 1SKreten £nergien = —F
" L L £ 8mL2

(2.52)

die Losung sind. Den Erwartungswert des Impulses p, erhalten wir hier als

(Be) = (WnPatin) = / U () Pt (1) dx

d sin 22X
= —/ sin @ (—'h—) dx
dx

—i2nm . onmx nmx
sin — cos —dx = 0.
L2 0 L

Das entspricht der Tatsache, dass das Teilchen im Kasten hin und her mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit lauft. Dagegen wird

= ~ . 2 (L nmx f,d%sin X

2 (nh)? 1 ,h?
= —(nﬂ- ) / sin’ oy dx = —n’—,
L3 0 L 4 L2

nicht Null. Wir konnen daraus mit (ﬁ ) = (ﬁf) /2m wieder die Energieeigenwerte
(2.52) gewinnen.
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2.4.2 Dreidimensionales Kastenpotenzial

Im néchsten Schritt — in den 3D-Raum — nihert man sich bereits der Realitét an.
Man beschrinkt also die freie Bewegung eines Teilchens auf einen zwar grofen,
aber endlich ausgedehnten 3-dimensionalen Potenzialkasten. Der Einfachheit hal-
ber beschrianken wir uns auf eine Wiirfel mit einer Kantenldnge L wie in Abb. 2.2a
skizziert. Im Inneren ist das Teilchen frei beweglich, also durch ebene Wellen darstell-
bar, am Rand muss die Wellenfunktionen aber verschwinden, damit sie stetig sein
kann, denn jenseits der Wand soll die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen zu finden,
ja verschwinden. Stationdre Losungen sind wieder ebene Wellen (2.18), die wir als
reelle Funktionen schreiben — jetzt als Produkt in drei Dimensionen:

P(x,y, z) = sin(kyx) sin(kyy) sin(k;z). (2.53)

Damit die Wellenfunktion stetig bleibt, muss sie auf den Winden des Wiirfels ver-

schwinden: T
sin(k;L) =0 = k; = njz firj =x,y,z. (2.54)

Mit diesen Randbedingungen und in Analogie zum 1D-Fall (2.52) wird die
Energie des Teilchens im Kasten
h? 2 SR 7 L

2 2 2
Vet k)= o =™

o (2.55)

jetzt mit drei Quantenzahlen ny, ny, n, und n? = n% + ng + n%

Man kann das im k- oder n-Raum darstellen wie in Abb. 2.2b skizziert. Gleichung
(2.54) sagt aus, das genau eine Losung fiir jeden Gitterpunkt mit ganzzahligen n,,
ny und n, existiert. In der Abbildung konnen wir also die Gesamtzahl der Quanten-
zustéinde ablesen, fiir welche die Quantenzahlen 1 bis n,, 1 bis ny, und 1 bis n, sind:

Die Anzahl der Zustinde fiir welche n < | /n? + n3 + n? gilt, ist gerade gleich 1/8

des entsprechenden Kugelvolumens: Nz (n) = 1/8 x 47wn3/3 . Wenn wir nun die n
durch die Energie W ausdriicken, wird die Anzahl der Zustidnde mit Energien < W
1 2mw)>3?

CmW) s,

N2 = 625

(@) 1z (b) nyoc k,

X nyoc Ky

Abb.2.2 Randbedingungen fiir Teilchen im Potenzialkasten der Seitenlénge L; (a) die Knoten der
Wellenfunktionen befinden sich auf den Winden des Kastens im 3D-Ortsraum; (b) man zihlt die
Zustinde innerhalb einer Kugel mit Radius n im n- bzw. k-Raum
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Wenn das Teilchen einen Spin s hat, dann miissen wir auch die Energieentartung
gs = 2s+1 durch entsprechende Orientierungen im Raum beriicksichtigen. Division
durch das Volumen des Kastens L> fiihrt zur Gesamtzahl der verfiigbaren Zustinde
pro Einheitsvolumen L3:

g5 2mw)3/?
672 3

Die Anzahl der Zustinde in einem Energieintervall von W bis W + dW nennt man
Zustandsdichte (DOS), hier pro Einheitsvolumen:

Nz(W) =

. (2.56)

gW) =

dNZz(W) s (2m)3/2 4/27tm3/?
dZW - 4{;2 VW =4 VW, (2.57)

Wir notieren hier am Rande, dass man genau das gleiche Ergebnis erhilt, wenn man
annimmt, dass der Phasenraum ([L1’[p]®) quantisiert ist und eine Zellengrifie h>
hat.'? Fiir spitere Zwecke geben wir hier auch die Zustandsdichte in Bezug auf ein
spezifisches Raumwinkelelement d§2 und driicken die Energie durch den Betrag k
des Wellenvektors aus:

_dANz(W)d2  gamk

d - Q.
q AW 47 Qo

(2.58)

Wir werden auf das Kastenpotenzial auch in Band 2 noch einmal zuriickkommen,
wo es von grundlegender Bedeutung fiir das Verstidndnis der Photonenstatistik ist,
wie wir sehen werden.

2.4.3 Das freie Elektronengas

Fiir Elektronen leistet ein darauf aufbauendes einfaches Modell des freien Elektro-
nengases schon sehr gute Dienste in vielen Bereichen der Physik. Wir haben es be-
reits im Zusammenhang mit dem Photoeffektin Abschn. 1.4.1 eingefiihrt. Mit kleinen
Modifikationen bildet es die Grundlage bei der Einfiihrung der elektronischen Bin-
der in metallischen Festkorpern, wie wir in Abschn. 2.8 ausfiihren werden. Aber
auch in der Atomphysik ist es von grundlegender Bedeutung, wenn es z. B. um die
Modellierung eines Kontinuums von Zustidnden bei Atomen mit vielen Elektronen
geht (siehe Abschn. 10.1.5 auf Seite 544).

Betrachten wir also speziell Elektronen (Masse m.) im Kastenpotenzial, mit der
Teilchendichte N, (Zahl der Elektronen pro Volumeneinheit). Wegen der hohen
Teilchendichte N, unterscheidet sich die FERMI-DIRAC-Statistik im Metall von
der im Gas, wie wir sie in Abschn.1.3.3 auf Seite 24 behandelt haben. Wir

19Dje GroBe des Phasenraums mit Impulsen bis zu p ist (47/3) p3L3. Wenn wir p durch die
kinetische Energie W ausdriicken und durch h3 und L3 dividieren, ergibt sich die Anzahl der
Phasenraumzellen pro Einheitsvolumen zu: Nz = (47/3)(2m Ww)3/2 / h3. Differenziation in Bezug
auf W fiihrt dann gerade zu (2.57).


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
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schitzen No = v x Nap/M,, mit der Zahl der Valenzelektronen v pro Atom,
der AVOGADRO-Zahl Ny, der (Massen)-Dichte p des Materials und der relativen
Atommasse M, (hier nicht ganz korrekt in der Einheit [g mol—!]). Ein ty-
pischer Wert ist von der GréBenordnung 1028 m—3 bis 102 m—3. Im Gegensatz
zu der Situation, wie wir sie fiir Gase behandelt haben, ist das chemische Poten-
zial p jetzt positiv und g > kgT. Am absoluten Temperaturnullpunkt, 7 = 0
(bzw. bei sehr niedrigen Temperaturen 7'), wird jeder verfiigbare Zustand (mit
beliebiger Ortswellenfunktion nach Gl. 2.53 und 2.54) entsprechend den zwei
Einstellmoglichkeiten des Spins mit zwei Elektronen gefiillt (g5, = 2). Das Kas-
tenpotenzial wird also ,aufgefiillt’ bis zu einer Energie e¢r. Mit (2.56) wird die
Gesamtzahl der Elektronen pro Volumen mit kinetischen Energien zwischen 0 und
e daher

1 [2meerp 3/2
Ne = NZ(GF) = ﬁ T . (259)

Wir konnen das invertieren und erhalten die sog. FERMI-Energie er. Am absoluten
Temperaturnullpunkt ist er dann das chemische Potenzial p, wie wir es in
Abschn. 1.3.3 eingefiihrt haben, und entspricht der maximalen (kinetischen) Elek-
tronenenergie im Metall. Ein Zustand nach dem anderen wird gefiillt, jeweils mit
zwei Elektronen, bis zur FERMI-Energie:

€F = h—2(37r2N)
2me ¢

23, (2.60)

Typische FERMI-Energien fiir Metalle reichen von 1.6 eV (Cs) bis zu 14.3 eV (Be).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung w fiir Energien des Elektronengases im Kas-
tenpotenzial erhalten wir nach (1.66). Driicken wir den statistischen Vorfaktor A
nach (1.64) mit g; = 2 durch die FERMI-Energie e aus, dann ergibt sich w(W) als
Funktion der Energie W:

3/2
dN, 3( 1 ) VW aw 260)
expl[

wW)dW = —< = Z(—
Ne  2\er (W —p)/(kgT)]+ 1

mit =~ ep solange kpT K €f.

Das wird in Abb. 2.3 fiir ein charakteristisches Beispiel erldutert, wobeiep = 7eV
etwa dem Wert fiir Cu entspricht. Die strichpunktierte Linie entspricht der Zustands-
dichte (DOS) nach (2.57), die o< ~/W ist. Die grau schattierte Flache unter der Kurve
deutet fiir 7 = 0K an, wie diese Zustinde bis zur FERMI-Energie er (gestrichelte
vertikale Linie) mit Elektronen besetzt werden. Fiir Temperaturen 7 > 0K wer-
den die Zustdnde entsprechend der FERMI-DIRAC-Statistik (1.66) besetzt. Wie man
auf der gespreizten Skala in Abb. 2.3b deutlich sieht, wird die Grenze zwischen
besetzten und unbesetzten Zustinden mit zunehmender Temperatur unscharf. Das
Grenzgebiet hat eine Breite von der Grofenordnung ~ 2kg7T — die Abnahme der
Besetzungswahrscheinlichkeit fiir W < e wird ndherungsweise kompensiert durch


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
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(a) (b)

w(W)/eV-1 - w(W)/ev-1
<YW, A o W
- + e
0.2 | 0.2 K —T=0K
I
A 3 -
0 N, 0.1 N, IV\/T_500K
: : 1\ T=293K
P +—R— 0 . . . . .
0 2 4 6 \ 8 68 69 70 74 72
- >
€r W/ eV €r

Abb. 2.3 FERMI-DIRAC-Wahrscheinlichkeitsverteilung nach (2.61) als Funktion der Energie fiir
Elektronen in einem Metall mit einer FERMI-Energie e = 7V bei verschiedenen Temperaturen
T: (a) Energiebereich von O eV bis 9eV, (b) vergroferte Skala um er herum; bei T = 0 erstreckt
sich der mit Elektronen der Dichte N, besetzte Bereich bis zu e (vertikale Linie — — — — — — );
auch oberhalb von ey ist die Zustandsdichte o< W W(— —)

deren Zunahme fiir W > €f, sodass die FERMI-Verteilung mit ;1 = € in sehr guter
Niherung normiert bleibt, d. h. fooo w(W)dW =~ 1 (da fiir Metalle bei Zimmertem-
peratur typischerweise kg7 /er < 1/100).

Allerdings muss man fiir hohere Temperaturen (kg7 /e 2 0.1), ebenso wie
fiir kleinere Teilchendichten (z.B. in Halbleitern), das chemische Potenzial p neu
adjustieren, um die Normalisation von w(W) sicher zu stellen. In der Festkorper-
physik wird ¢ = Wr hiufig FERMI-Niveau genannt. Wr ist, genau genommen, mit
der FERMI-Energie e nur bei T = 0 identisch.

Was haben wir in Abschnitt 2.4 gelernt?

e Das Teilchen im Kastenpotenzial bildet das einfachste Modell fiir die Bewegung
eines Elektrons in einem Metall. Die Wellenfunktion (2.53) im 3D-Kasten (Volu-
men L?) haben Knoten an den Begrenzungsflichen des Kastens. Die entsprechen-
den Energien sind W = h?7?n?/(2mL?) mitn = /n2 + n3 +n2, wobei n;
positive Werte im 3D-Raum der ganzen Zahlen représentiert.

e Hieraus wird die DOS (2.57) abgeleitet. Nach (2.57) ist sie o¢ gggm>/>/W, mit
der Teilchenmasse m und der Entartung g, = 25+ 1 durch den Spin des Teilchens.

e Im Fall von Elektronen (Fermionen) kann jeder Zustand mit bis zu 2 Elektronen
besetzt werden. Bei 7 = 0 K wird die hochste Energie mit besetzten Zustéinden,
die sog. FERMI-Energie, e = h? (37T2Ne)2/3 /(2me).

e Bei Temperaturen 7 > 0K wird die Grenze zwischen besetzten und unbesetzten
Zustdanden unscharf entsprechend (2.61). Die Breite der Grenzschicht ist von der
GroBenordnung kg7 .
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2.5 Bahndrehimpuls

Drehimpulse spielen in der Atom- und Molekiilphysik eine zentrale Rolle und
Anhang B gibt eine Ubersicht iiber die wichtigsten Begriffe: Definition der Opera-
toren, Eigenschaften, Kombinationen und die entsprechende Algebra. Hier geben wir
eine kurze Einfiihrung in die Darstellung von Bahndrehimpulsen im SCHRODINGER-
Bild, das sich durch seine relative Anschaulichkeit auszeichnet und im nachfolgenden
Abschnitt fiir das H-Atom gebraucht wird. Am Ende des Abschnitts dehnen wir diese
elementaren Konzepte auf den Elektronenspin aus.

2.5.1 Polarkoordinaten

Wir erinnern zunéchst an das Polarkoordinatensystem, in dem man quantenmecha-
nische Probleme besonders dann vorteilhaft behandelt, wenn das Potenzial nur vom
Abstand r vom Ursprung abhingt V(r) = V (r), wie z. B. das COULOMB-Potenzial.

Im SCHRODINGER-Bild miissen wir dabei die kartesischen Koordinaten {x, y, z}
in Polarkoordinaten {r, 8, ¢} umrechnen. Wie man in Abb. 2.4 abliest, gilt

x =rsinfcosp
y =rsinfsing (2.62)

z=rcosb,
und das Volumenelement transformiert sich nach
dxdydz — r*sinfdfdpdr. (2.63)

Die quantenmechanischen Operatoren, wie z. B.

=2 hZ hZ 82 82 52
p_z__vzz__ TR R
2m 2m 2m \ 0x dy 0z

miissen entsprechend transformiert werden. Das erfordert einige — im Prinzip tri-
viale — Umformungen der partiellen Differenziationen, die wir nicht im Einzelnen
ausfiihren. Das Resultat ist

Abb. 2.4 Kartesisches
Koordinatensystem (x, y, z)
und Polarkoordinaten

(r, 0, v)
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2

=9 2 2 T
b R, R19(,0\ L
P Mo Y92 = i 2.64
2m 2m mr2or\’ or + n (2.64)
=2 [ 1 a(. 0 1 9?
2= 2 — L sine 2 )+ — 2| 2!

n [sin& 00 (sm980) * sin® 0?2 (2.65)

=2 . . N . . . . .

L~ ist hier zunéchst einmal eine Abkiirzung, aber wir vermuten schon, dass dieser
Operator das Quadrat des Drehimpulses sein konnte! Dies legt schon die Analogie
zur klassischen Aufteilung der kinetischen Energie in

~ W10 0
Radialenergie H, = “Im 2o (rzg) und (2.66)
iz
Rotationsenergie Hiot = (2.67)
2mr?

nahe. Wir werden darauf in Abschn.2.6.1 zuriickkommen und widmen uns jetzt
zunichst einer formalen Betrachtung des Drehimpulses L.

2.5.2 Definition des Bahndrehimpulses

In der klassischen Mechanik ist der Drehimpuls als L = r x p definiert. Nach dem
Rezept (2.49) erhalten wir den quantenmechanischen Operator fiir den Bahndrehim-
puls,'! indem wir p — P substituieren:

L=rx ? (2.68)
Dies muss nun in Polarkoordinaten ausgedriickt werden. Wir berechnen hier als
Beispiel nur eine Komponente:

~ o) 0
L,=—ih|x——y— 2.
=1 (xay yax) (2.69)

Mit (2.62) kann man den Klammerausdruck in Polarkoordinaten umrechnen und
findet:
0 ox 0 dy 0 0z 0 0 Osi 0 0 0
% = %a + %B_y + %8_2 = —rsin smcpa + r sin coscpa—y +0
0 0

=Yoo tx o =x——
Y Ox ady oy Y ox
Somit wird der Operator fiir die
0

z-Komponente des Bahndrehimpulses ZZ = —iha— (2.70)
»

11 Bahndrehimpuls‘, um z. B. vom Spindrehimpuls zu unterscheiden.
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offenbar in vélliger Analogie zum linearen Impuls p, = —ihd/0x gebildet — mit
den kanonisch konjugierten Koordinatenpaaren (L, ) bzw. (py, x).

Die Umrechnung der Komponenten L, und Zy gestaltet sich etwas komplizierter
aber unproblematisch. Im Ergebnis findet man, hier ohne Beweis, dass der Operator
fiir den Gesamtdrehimpuls L = L2 + L2 + L? in der Tat durch (2.65) gegeben ist.
Weitere Details findet man in Anhang B.

2.5.3 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Wir kénnen nun daran gehen, die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Drehimpuls-
operatoren zu besprechen, die wir in praktisch allen folgenden Kapiteln benutzen
werden. Wir skizzieren hier nur die Grundiiberlegungen, stellen das spiter benotigte
Handwerkszeug zusammen, und verweisen fiir die detaillierte Rechnung auf ein-
schlagige Lehrbiicher der Quantenmechanik.

z-Komponente des Bahndrehimpulses
Die z-Achse ist wegen der Definition von 6 in Polarkoordinaten eine bevorzugte
Koordinate. Die Eigenwertgleichung wird mit (2.70) eine PDGL 1. Ordnung

L.®(p) = L, ®(p)

i (2.71)
—ihgz P () = £ P(p)

und lasst sich direkt integrieren. Die Losung ist

P=Ce iez
= Cex =z
P h‘P

mit einer Normierungskonstanten C. Wir miissen nun etwas Physik anwenden:
Welche Werte von £, sind physikalisch sinnvoll? Offenbar muss @ (¢) eindeutig
sein:

®(0) = @ (27) bzw. exp(0) = exp (i%Zw) 2.72)

Das ist nur moglich, wenn £, /i = m eine ganze Zahl m = 0, &1, 2, ... ist. Dann
wird ndmlich

14
exp (i%Zw) = exp (im27) =1,

und somit sind die Funktionen &,,(¢) = C,, exp (im) die Eigenfunktionen, welche
die Eigenwertgleichung (2.71) 16sen. Wir nennen m die magnetische oder Projek-
tionsquantenzahl. Damit diese Wellenfunktionen orthonormal sind, muss gelten:

, 2m ) .
S = (P | D) = C,flCm//O exp (—imep) exp (im'¢) dp

0 firm # m'

27 firm =m’ (2.73)

(D |Pwr) = Cp,,Cor [
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Die Normierungskonstante wird also durch |Cm|2 2w < 1 = C, = 1//27 be-
stimmt, wol)\ei man als Phasenkonvention festlegt, dass C,, reell ist! Somit haben
wir fiir die L,-Komponente des

Bahndrehimpulses qu§m = mh®,,

mit den Eigenfunktionen @, = 2.74)

1
—— exp (imp)
= &xp (ime

und den Eigenwerten hm mit m =0, £1, £2, ...

Komponenten in x- und y-Richtung

Fiir die L- und L -Komponenten ist die Rechnung aufwendiger, aber im Prinzip
trivial. Wir teilen ohne Beweis mit: Ly, L und L sind nicht paarweise gleichzeitig
messbar (d. h. sie kommutieren nicht). Man kann v1elmehr zeigen, dass

[L«,L,] =L.L, - L,L, =ihL, (2.75)
[Ly,L.;] =ihLyund [L., L.]=1ikL,.
Der Nichtkommutierbarkeit entspricht, dass alle Komponenten L; durch unter-

schiedliche Funktionen von ¢ und 6 dargestellt werden.

Quadrat des Bahndrehimpulses
Die Eigenwertgleichung fiir L° nach (2.65) schreiben wir

L’v 0, 9) = L2Y 60, ¢) (2.76)
und machen den Produkt-Ansatz:

Y (0,0) =0 (0) P (p). 2.77)
Wir versuchen es mit den Eigenfunktionen (2.74) von Lz und setzen @,, =
(1 /N 27r) exp (imp) in die Eigenwertgleichung (2.76) fiir L” ein und schreiben die

Eigenwerte von L7 als
L2 =0+ DR, (2.78)
womit wir die Bahndrehimpulsquantenzahl £ einfithren. Damit wird (2.76) zu

1 a 86, (0 &
_;—LZ[m%(sine ga( ))d>m(ga)+ 05(9) <I> (w)}

= 0(0 + DOy (0) D () = (€ + DE Y gy (9, ©)

1L df. dO©) m? )
—h? | =g (sind ~ 2 _om|=tu+nrre®) @7
- [sin9d9 (Sm a9 ) g )} e+ DO (0) (279

Man hat nun also nur noch eine gewohnliche GDGL zu 16sen. Verschiedene Ver-
fahren fithren zum Ziel, sei es iiber die direkte Losung der GDGL (2.79) mithilfe
der assoziierten LEGENDRE-Polynome, sei es eleganter iiber die Eigenschaften der
Drehimpulsoperatoren und entsprechende Rekursionsformeln. In jedem Fall muss
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man analog zu (2.72) physikalisch sinnvolle Randbedingungen fordern (also Wellen-
funktionen, die endlich und eindeutig fiir 0 < 6 < 7 sind).

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass die Quantenmechanik an dieser Stelle
eine axiomatische Festlegung trifft — ganz dquivalent zur BOHR ’schen Quantisierungs-
bedingung (1.115).12

Ahnlich wie bei fz, wenn auch etwas aufwendiger, zeigt man, dass solche
physikalisch verniinftigen Losungen fir £ = 0, 1,2, 3 ... existieren. Man bezeichnet
sie kurz auch mit s, p, d, f ... Fiir diese Eigenfunktionen bzw. Zusténde gilt:

Eigenwertgleichung fiir L* L Yem(8, ©) = £(€ + DE Ym0, @) (2.80)

Eigenwertgleichung fiir ZZ ZZ Yo (6, ©) = mh Yo, (0, ©) (2.81)
Quantenzahlen £=0,1,2,... und m=0,=%1,...%,¢ (2.82)
Entartung 20+ 1 (2.83)

Die Giiltigkeit von (2.81) folgt direkt aus (2.74) und (2.77), da ZZ nur auf die ¢
Komponente von Yy, (8, ) wirkt. Das heif3t

D~

DL =1L oder [L*.1.]=0, (2.84)

=2 -~ . .. .
was auch bedeutet, dass L™ und L, gleichzeitig gemessen werden konnen. Das gilt

natiirlich auch /f\l'ir ;2 und ’l;x sowie fiir L~ und /L\y, jedoch nach (2.75) nicht fiir die
Komponenten Ly, Ly und L, untereinander.

Vektordiagramm
Man kann — etwas locker — mit (2.80) den Betrag des Drehimpulses schreiben:

L =Vew+nh (2.85)

Die genaue Richtung des Drehimpulses fiir einen gegebenen Satz Quantenzahlen £m
ist nicht bestimmt. Definiert ist nur die Komponente mh in Bezug auf die z-Achse
und der Betrag. Eine anschauliche Darstellung dieses Zusammenhangs vermittelt
das sogenannte Vektordiagramm, welches wir schon im Zusammenhang mit dem
Elektronenspin (s. Abb. 1.41) kennengelernt haben. In Abb. 2.5 wird das Beispiel
¢=2,|L|/h=+6=245mitL,/li=m = —2,~1,0, 1, 2 illustriert. Man denke
sich die Vektorpfeile jeweils um die z-Achse statistisch verteilt, also einen Konus
der Hohe mA und der Seitenliinge /2 (£ + 1) i beschreibend.

12 Auch wenn diese Forderung nach Eindeutigkeit sehr plausibel ist und wesentlich allgemeiner als
die von BOHR anhand des Vergleichs mit dem Experiment konstatierte Drehimpulsquantisierung,
ist sie im strengen Sinne nicht begriindbar und rechtfertigt sich nur durch experimentelle Belege.
Entsprechende axiomatische Festlegungen miissen auch fiir den Radialteil der Wellenfunktion
getroffen werden.


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
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Abb. 2.5 Schematische Darstellung der 2¢ + 1-fachen Einstellmoglichkeiten eines Drehimpulses
£k im Raum (hier fiir das Beispiel £ = 2)

Kugelfiichenfunktionen

Die Eigenfunktionen Yy, (6, ©) von L* und ZZ nennt man Kugelfliichenfunktionen
(englisch Spherical Harmonics), und charakterisiert sie kurz als s-, p-, d-, f- ...
Orbitale (auch Zustinde oder Wellenfunktionen) entsprechend £ = 0,1,2,3 ...
Eine graphische Illustration ihrer Winkelabhingigkeiten zeigt Abb. 2.6 fiir einige
Beispiele. Allgemeine Formeln und ihre Eigenschaften werden in Anhang B.1.2
zusammengefasst, und spezifische Ausdriicke bis zu ¢ = 3 findet man dort in
Tab. B.1 auf Seite 612.

Die Kugelflichenfunktionen Yy, (0, ¢) sind orthonormiert:

/O27T dgp/oﬂ Y}, (0, 0) Yo (6, @) sin0d6 = 0p/¢ 0. (2.86)
Die konjugiert komplexe Funktion ist
Y5, (0, 0) = (=1)"Ye_m (0, 0), (2.87)
und Inversion am Ursprung (r — —r) fiihrt zu
You(m — 0,7+ ) = (=D Yoo (9, ©). (2.88)

Das bedeutet (siehe auch die detaillierte Diskussion in Anhang E) sogenannte positive
oder negative Paritdt, je nachdem ob £ gerade oder ungerade ist.

An dieser Stelle fiihren wir eine wichtige Schreibweise fiir die Kugelflichen-
funktionen als ,bra‘ und ket Vektoren ein, die haufig benutzt wird. Wir schreiben

Yim (0, @) — [€m) und Y}, (0,0) — (€m]. (2.89)

In dieser Notation schreiben wir dis: Orthogonalitétsrelationen (2.86) und die Matrix-
elemente (2.31) eines Operators A als

(em|€'m') = 000 und  Agy g = (bm |A| €m'). (2.90)

Viele niitzliche Beziehungen sind in den Anhéngen B, C und D zusammengestellt.
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T
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Abb.2.6 Betragsquadrat der s-, p- und d-Kugelflichenfunktionen in 3D-Darstellung als Funktion
des Raumwinkels. Die farbige Schattierung (online) deutet das Vorzeichen von Yy, (6, ) an. Eine
alternative Darstellung in der reellen Basis findet man in AnhangE.3, speziell in Abb. E.1

Héufig benutzt man der einfacheren Schreibweise wegen auch die sog.
renormierten Kugelflichenfunktionen

4
Com (0, ) =/ mYem @, ). (2.91)

Sie sind normiert entsprechend
47

/Cifm 0, 9) Com (0, p)ds2 =

2;3: ¢ eBnm. (2.92)

SchlieBlich sei hier darauf hingewiesen, dass die komplexe Formulierung der
Kugelflichenfunktionen Y, (0, ¢), deren Winkelabhingigkeit in Abb. 2.6 illus-
triert ist, gut an viele Probleme der Atomphysik angepasst ist. Sie ist aber keinesfalls
die einzig mogliche und sinnvolle Reprédsentation des Winkelanteils der atomaren
Orbitale. Eine hiufig in der Molekiilphysik und stets in der Chemie benutzte Alter-
native (siehe Band 2) sind reelle Kombinationen von Kugelflichenfunktionen. Sie
werden recht detailliert in Anhang E beschrieben.

2.5.4 Elektronenspin

Wir hatten beim STERN-GERLACH-Experiment in Abschn. 1.9 auf Seite 79 gesehen,
dass das Elektron neben Ladung und Masse eine weitere Eigenschaft hat, die wir in
Abschn. 1.10 mit einem Drehimpuls, genannt Spin, identifiziert haben. Der Spin ist
durch die Spinquantenzahl s = 1/2 charakterisiert, er ist dem Betrag nach |S| =
/s(s + 1) h und hat zwei Einstellmoglichkeiten mit den Werten //2 und —h/2.
SchlieBlich hat das Elektron ein magnetisches Moment mit einem g-Faktor von
ziemlich genau gg ~~ 2.

Man iibertrigt nun einfach die formalen Regeln fiir Operatoren und Quanten-
zustinde, die wir in Abschn.2.5 kennengelernt haben, sinngeméf auf den Spin.
Natiirlich ldsst sich dieser nicht im Ortsraum abbilden. Aber wir konnen wie beim
Bahndrehimpuls formal einen Vektoroperator S definieren, mit dem Betragsquadrat

S” und einer Komponente @ in z-Richtung, fiir welche die gleichen allgemeinen
Vertauschungsregeln fiir Drehimpulse (2.75) und (2.84) gelten:


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
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[3:.8,] =3, [,. 8] =inS.. [S. 8] =inS,. [§.5.] =0 93

Dies bedeutet, dass die Komponenten des Spins nicht gleichzeitig gemessen werden
konnen, wohl aber sein Betrag gleichzeitig mit einer Komponente (hier wurde z
ausgewdhlt).

Wir fithren nun Spinzustdnde |smy) ein, fiir die analog zum Bahndrehimpuls nach
(2.80) und (2.81) gilt:

§2 |[smg) = s(s + l)h2 |smg) und §Z |smg) = mgh|smy) (2.94)
Fiir die Zustinde des Elektronenspins gibt es also nur zwei Basiszustinde
P)=lay=1+) wd [}F)=18) =), (295)

fiir die der Spin in +z bzw. in —z-Richtung zeigt. Der Kompaktheit halber haben
wir auch die Abkiirzungen |a) bzw. |3) sowie die gelegentlich ebenfalls benutzten
|+) bzw. |—) eingefiihrt. Man spricht auch von ,spin up‘ (1) bzw. ,spin down* ({)
Zustdnden. In der Literatur findet man oft auch die Bezeichnung Spinfunktion o und
[ ohne bra und ket. Es gilt jedenfalls trivialerweise

$ o) = 312 ) 19 = 31219) 2.96)
S:la) = %) S.18) = —-%13)
mit den Orthonormalititsrelationen
(@] B) = (Blay =0 und (a|a)=(8|8) = (2.97)

Aus den Vertauschungsrelationen kann man mit etwas Algebra, die wir hier aus
Platzgriinden unterschlagen, auch ermitteln, wie die anderen Komponenten von S
auf die Basisspinfunktionen wirken:

e ih - ih
Sela) = Iﬂ Se18) = Ia Sy la) = > 18)  Sylp) = -5 lo)  (2.98)
In dieser Ba31s kann jeder beheblge Spinzustand eines einzelnen Elektrons als
IX) = X+ o) + x— 18) (2.99)

mit den Wahrscheinlichkeitsamplituden xy bzw. x_ geschrieben werden. Die
Zustiinde sind normiert, d.h. (x| x) = |x+|> + |x—|> = 1. Die Wahrscheinlichkeit,
den Zustand « bzw. ( zu finden (also mit Spin aufwirts 1 bzw abwirts |), ist also
Ix+|% bzw. | x_|*. Die Erwartungswerte der Spinkomponenten Sk (mitk = x, y oder
z) erhilt man fiir den Zustand (2.99) aus (§k) = (x| §k |x) unter Benutzung von
(2.96) und (2.98).

Man beachte dabei, dass zwar die drei Spinkomponenten nicht gleichzeitig
gemessen werden konnen. Betrag und Phase der (komplexen) Amplituden x4 und
X— bestimmen aber dennoch die genaue Orientierung des Spins im dreidimen-
sionalen Raum. Hat man etwa einen reinen Basiszustand, z.B. |a), vorliegen —
mit einem idealen STERN-GERLACH-Experiment erzeugt man diesen in einem der
zwei Teilstrahlen hinter dem Magneten — so kann man ihn etwa in ein neues
Koordinatensystemen einfiihren, in dem entsprechend gedrehte STERN-GERLACH-
Magneten die neue x-, y-, und z-Richtung definieren. Aus den in vielen Einzelmes-
sungen gewonnenen Erwartungswerten (in mindestens zwei Raumrichtungen) kann
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man dann die Amplituden x4 und y_ bestimmen. Bequemerweise schreibt man
dafiir 0

B P .0 P

X+ = COS 5 exp (—15) und y_ = sin 5 exp (15) , (2.100)

womit die Amplituden automatisch normiert sind. Wie man als leichte Ubungsauf-

gabe mithilfe von (2.98) zeigen kann, geben die Parameter 6 bzw. ¢ den Polar- bzw.

Azimutwinkel an, unter welchem der so definierte Spinzustand im Raum orientiert ist.

Obwohl das hier skizzierte Riistzeug fiir die Beschreibung des Spins vollig aus-

reicht, schreibt man gelegentlich — weil es vielleicht handlicher ist oder auch aus

historischen Griinden — die Operatoren als Matrizen und die Eigenzustinde als Vek-
toren, die sogenannten Spinoren:

X = (if) und X' = (% x* (2.101)

mit der Basis a = ((1)) und 3= ((1)) (2.102)

und erhilt so eine Matrixdarstellung fiir

S =

| >

o, (2.103)

wobei & ein Vektoroperator ist, der aus den sogenannten PAULI'schen Spinmatrizen

besteht:
01 0 —i 10
Ux:(lO) UyZ(i 0) und UZ:(O—I) (2.104)

PL_@, e, _32(10
S =8 +S5+5; _Zh (Ol (2.105)
Zur spiteren Verwendung halten wir hier fest, dass die PAULI-Matrizen antikommu-
tieren:
0i0j +o0jo; = 25,']' und daher wird
2 2

oy =0y = O'ZZ =1 und oy0y =—0y0, =io;. (2.106)

Was haben wir in Abschnitt 2.5 gelernt?

e Bahndrehimpulsoperatoren konnen aus L =rx P abgeleitet werden mit
P = —ihV. Man Kann sie auch mithilfe der Vertauschungsrelationen (2.75) kon-
struieren.

e Mit der riumlichen Darstellung der Operatoren L% und ZZ nach (2.65) und (2.70)
erhilt man Eigenwerte und Wellenfunktionen, die in (2.80)—(2.83) summiert sind.
Das Vektordiagramm Abb. 2.5 illustriert diese schematisch.

e Die Form der Orbitale mit den niedrigsten Drehimpulsen (s, p und d), die
in Abb. 2.6 skizziert sind, sollte man sich merken. Allgemeine Beziehungen
und Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen sind in AnhangB.1.2 zusam-
mengestellt, spezifische Ausdriicke sind in Tab. B.1 tabelliert.
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e Der Elektronenspin gehorcht den gleichen Vertauschungsrelationen wie die Bahn-
drehimpulse. Sein intrinsischer Drehimpuls, der Spin, ist jedoch s = 1/2 und
die Projektionsquantenzahl my = =£1/2. Eine héufig benutzte Reprisentation
des Spinoperators sind die PAULI-Matrizen (2.104) und (2.105), die auf die
sog. Spinoren wirken — das sind zweikomponentige Reprisentationen der Spin-
Eigenfunktionen.

2.6 Einelektronensysteme und das H-Atom

Wir sind jetzt dafiir geriistet, ein Teilchen im zentralsymmetrischen Potenzial V (r)
zu behandeln, speziell also das Einelektronenproblem. Vieles, was wir nachfolgend
behandeln werden, basiert auf dem, was wir in Abschn. 2.5 tiber den Bahndrehimpuls
gelernt haben. Wir halten die Diskussion zunichst allgemein und spezialisieren dann
in Abschn. 2.6.5 fiir das Wasserstoffatom (H und H-dhnliche Ionen), also fiir ein
CouLoMB-Potenzial V(r) o« —1/r < 0.

2.6.1 Quantenmechanik des Einteilchenproblems

Wir prizisieren zunédchst die SCHRODINGER-Gleichung: Mit (2.67) und (2.66) kénnen
wir den HAMILTON-Operator (2.10) schreiben als

PP T
H = +V@r)y=H +——+ V() (2.107)
2me 2mer?
mit H, = — 10 (ﬂﬁ) (2.108)
2mg r? Or or)]’ '

und erhalten die Einteilchen-SCHRODINGER-Gleichung in Polarkoordinaten:

~

=)

L

[H, to—t V(r)] Ynem T, 0, ©) = WoomWUnem (1, 0, ©) (2.109)
€

Die Eigenfunktionen Yy, (r, 8, ) von iz und die Eigenwerte h2¢(¢ + 1) haben wir
in Abschn. 2.5 ausfiihrlich behandelt. Wir machen hier daher den Separationsansatz

Vnem (1,0, 9) = Rue(r)Yem (0, ¢) (2.110)

zur Losung von (2.109). Damit wird

=2
~ L
|:Hr + mr? + V(I’):| Rue(r)Yem (0, ©) = Wuem Rue(r)Yem (®, ®)
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Danun ﬁr und V (r) nur auf den radialen Anteil der Wellenfunktion wirken, und fz
nur auf den Winkelanteil, erhalten wir mit (2.108) und (2.80)

Rt 1 d (,dY, R+ 1 Ze?
|:_2_mer_25( 5) 7 _47T6()T:| Rue(r) = Wne Rue(r).
2.111)
Die Summe aus Zentrifugalpotenzial h*£(€+1)/ (2mer?*) und Zentralpotenzial V (r)
nennt man effektives Potenzial:

2mer

R20(E + 1)
Vesi(r) = o2 + V(r) (2.112)
Mmer
Damit und mit der Substitution
Rue(r) = une(r)/r (2.113)

erhilt man eine iibersichtliche, eindimensionale Differenzialgleichung, die re-
lativ problemlos integriert werden kann:
1? d%une
2me dr?

+ [Wae = Vetr (D] une(r) =0 (2.114)

Man beachte: Die Gesamtenergie W, ist nicht von der azimutalen (Projektions-)

Quantenzahl m abhingig, da auch die Eigenwerte von L* nicht davon abhingen.
Das wiederum liegt daran, dass der HAMILTON-Operator nicht vom Azimutwinkel ¢
abhingig ist. In (2.114) haben wir als weitere (ganzzahlige) Quantenzahl, die soge-
nannte Hauptquantenzahl n, eingefiihrt, welche die radiale Wellenfunktion R, (7)
bzw. u,¢(r) charakterisiert. Man definiert n so, dass n — £ gerade die Anzahl der
Nullstellen von u,¢(r) angibt und 0 < £ < n — 1 wird (dazu mehr in den folgenden
Abschnitten).

Der Energienullpunkt wird iiblicherweise so festgelegt, dass ein Elektron, welches
gerade nicht mehr gebunden ist, die Gesamtenergie Null hat. Gebundene Elektronen
haben daher negative Energien W,y < 0, wdhrend freie Elektronen Gesamtenergien
W > 0 haben. Hiufig wendet man (2.89) auf die gesamte Wellenfunktion des Elek-
trons an und schreibt

Rue(r)Yen (0, ) — |ntm). (2.115)

Noch spezifischer bezeichnet man diese sog. Afomorbitale (AO) kurz als nf = 1s,
2s,2p, 3s, 3p, 3d, usw. in der Notation, die wir in Abschn. 2.5.3 eingefiihrt haben.



2.6 Einelektronensysteme und das H-Atom 129

2.6.2 Atomare Einheiten

Wir erinnern noch einmal an die bereits in Abschn. 1.7.3 eingefiihrten atomaren
Einheiten (a.u.):

Energie Ey = mee4eazh’2/4

Liinge ap = eohze_zme—l/w = h//meEn

Zeit to =2eihPe ™ mJ 1 /.
Die derzeit genauesten Zahlenwerte sind in Anhang A zusammengestellt und die
aktuellsten Werte findet man bei NIST (2014). Wir wollen diese Definitionen jetzt
dazu benutzen, um die radiale SCHRODINGER-Gleichung (2.114) dimensionslos zu

schreiben. Wir multiplizieren (2.114) zunichst mit m / 7% und a(z) . Sodann benutzen
wir die Identitéit ayg = h/+/me Eyn und erhalten in dimensionsloser Form:

1 dzung
2 d(r/ap)?

L+1) V(r/ap)
2(r/ap)? Ey

+ I:an/Eh - ]une(r) =0. (2.116)
SchlieBlich schreiben wir der Einfachheit halber wieder r/ay — r und W,/ Ey, —
Whe bzw. V(r)/Eyn — V(r), wir messen also alle Observablen in atomaren Ein-
heiten und die SCHRODINGER-Gleichung (2.114) wird schlieflich:

1 d2upe
5 a2 [Wae = Ver 0)]uner) =0 2.117)
. (e
mit Ver(r) = V() + ot D
2r

Auf diese Weise kann man alle atomaren Gleichungen in sehr iibersichtlicher Form
dimensionslos schreiben und erhélt alle Ergebnisse in atomaren Einheiten. Speziell
fiir das H-Atom und H-#hnliche Ionen ist in atomaren Einheiten V(r) = —Z/r.
Theoretiker lieben diese Form ganz besonders und sagen gelegentlich, man setze
h = e = me = 1 — was natiirlich eine unzuldissige Vereinfachung ist. Das Verfahren
hat in jedem Fall einen gravierenden Nachteil: Fine Dimensionsanalyse ist jetzt
nicht mehr moglich. Daher versuchen wir in der Regel die Gleichungsform (2.116)
zu nutzen und fiihren die a.u. ag, Ey, und #g explizit mit. Manchmal kann man auch
Kombinationen von fundamentalen Naturkonstanten zu dimensionslosen Groflen
zusammenfiigen, so z.B. zur Feinstrukturkonstante « = +/ Ep/ mec? nach (1.10).
Wir werden das im Verlauf dieses Buches an vielen Beispielen illustrieren.

2.6.3 Schwerpunktbewegung und reduzierte Masse

Bislang haben wir so getan, als kreise das Elektron um ein raumfestes Zentrum. Da
die Kernmasse my viel grofler als die Elektronenmasse ist — im einfachsten Falle
des Protons als Atomkern mit mj, >~ 1840 m. — liegt der Schwerpunkt tatsidchlich
nahezu bei r = 0. Fiir genauere Anspriiche muss man das aber korrigieren. Wie in
der klassischen Mechanik macht man aus dem tatsidchlichen Zweiteilchenproblem
ein effektives Einteilchenproblem, indem man die Elektronenmasse m. durch die


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
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reduzierte Masse des Systems m. nach (1.129) ersetzt. Fiir die atomaren Einheiten
ist dann entsprechend zu substituieren:

- me _ Me _ Me
ay — ag =ay—, FEn— En=Eyn—, und f)— tyg =19g—
Me Me ne

(2.118)
und es gilt @y = h/+/meEn. Der Ubersichtlichkeit halber werden wir im weiteren
Text aber in der Regel weiterhin m. und die Einheiten ag, En und f9 benutzen,
gelegentlich aber auf die exakte Berechnung hinweisen.

2.6.4 Qualitative Uberlegungen

Aus der generellen Forderung, dass sich physikalisch sinnvolle Losungen fiir
gebundene Zustdnde verniinftig bei r — 0 verhalten miissen und auch bei
r — oo nicht divergieren diirfen (Randbedingungen), folgt zwangsldufig, dass
nur ganz bestimmte, diskrete, negative Gesamtenergien Wy, moglich sind.

Die so spezifizierten Losungen der radialen SCHRODINGER-Gleichung (2.117) gilt es
zu suchen. Bevor wir mit streng mathematischen Werkzeugen daran gehen, wollen
wir uns anschaulich iiberlegen, wie die Wellenfunktionen aussehen miissen. In
ADbD. 2.7 ist dies fiir den Fall £ = 0 in einem attraktiven Potenzial skizziert (letzteres
kann, muss aber kein COULOMB-Potenzial V (r) o« —Z/r sein). Wir gehen von der
Energiebilanz Wy;, = W,y — V(r) aus und nehmen die DE BROGLIE-Wellenlinge
A=h/p=h/ (ZmCWkin)l/ 2 als Hinweis auf die Anderung der Wellenfunktion
une(r). Diese muss sich offenbar bei kleinem r (groles Wiiy,) rascher dndern als

W, V(r) i 5
0 : 9
< klassisch verbotener
i Bereich
Une(r) i
A=hlp . exponentieller Abfall der
kurz ' E. B Wellenfunktion
t - ;,

Abb. 2.7 Radiale Wellenfunktion gebundener s-Zustinde schematisch. Oben: Attraktives Poten-
zial V(r) ( ), z.B. o« —1/r und Gesamtenergie W, ( - - - - ) bestimmen den klassischen
Umkehrpunkt r; (Beginn der klassisch verbotenen Region ). Unten: Das charakteristische Ver-
halten von radialen Wellenfunktionen u,, ( und --- ) wird durch verschiedene kinetische
Energien Wy, in verschiedenen Bereichen des Potenzials erklért (siehe Text)
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in der Nihe des klassischen Umkehrpunktes ry, wo Wyin = 0 wird. Fir r < ryg
wird die Wellenfunktion als also oszillatorisches Verhalten zeigen. Dagegen wird im
klassisch verbotenen Bereich (Wi, < 0) eine exponentielle Dampfung der Wellen-
funktion erwartet, so wie in Abb.2.7 illustriert. Die nachfolgende, bereits semi-
quantitative Uberlegung bestitigt dies fiir die beiden Grenzfille von sehr grofiem
und sehr kleinem r.

Fiir r — oo konnen wir das effektive Potenzial Vg vernachlédssigen und (2.117)
geht in eine einfache Schwingungsgleichung iiber:

1 d%up,
2 dr?
Die klassische Losung ist u,¢(r) oc exp (ii«/2an r). Wie man durch Einsetzen

leicht iiberpriift, ist fiir groBes r aber auch noch ein Vorfaktor " moglich. Im Falle
eines gebundenen Zustands ist iiberdies W, < 0.

firr - oo : 4+ Wyettne(r) =0

Daher ergibt sich fiir grofe r der erwartete exponentielle Abfall zu:

lim ue(r) = 1im (rRpe(r)) o ™ exp(—/2[Woe r) (2.119)
r—0o0 r—o0

Im umgekehrten Grenzfall » — 0 dominiert der Zentrifugalterm £(¢ + 1)/2r? das
Potenzial, sodass sich (2.117) vereinfacht zu

142 20+ 1
e D =0

firr — 0: 3732 ¥

Diese gewohnliche GDGL hat die Losung u,,¢(r) "2% Art+!, wie man durch Dif-
ferenzieren leicht verifiziert.

Daher wird fiir kleine r

limuye(r) = lim (r Rye(r)) oc rtL. (2.120)
r—0 r—0

Fiir den speziellen Fall von verschwindendem Bahndrehimpuls ¢ = 0, d.h. fiir s-
Zustiande, nimmt R, (0) einen endlichen Wert an, in allen iibrigen Fillen, also fiir
£ > 1 verschwindet die Radialfunktion am Ursprung, R;¢(0) = 0.

2.6.5 Exakte Losung fiir das H-Atom

Wir spezialisieren jetzt fiir das H-Atom und H-dhnliche Ionen. Dabei kann die Grofie
des (Z-fach geladenen) Atomkerns zunéchst vernachléssigt werden, da Kernradien
rnuc S€hr viel kleiner als Atomradien sind, typischerweise ryiom ~ 1 0% ryuc. Wir haben
es also mit einem reinen COULOMB-Potenzial

1 Zeé?
dre o r

V) = — (2.121)
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zu tun — bis auf sehr feine Effekte, die wir in Kap. 6 und 9 behandeln werden. Allge-
mein 16st man die radiale SCHRODINGER-Gleichung (2.114) durch einen Potenzrei-
henansatz vom Typ

n—1

Rue(r) = exp (—\/2 |an|r) Z Akrk,

k=t
der mit 0 < £ < n — 1 die eben behandelten Grenzfille einschlieft. Man kann
dabei auf bewihrte Resultate aus der Mathematik zuriickgreifen. Fiir ein Elektron
im COULOMB-Potenzial (2.121) wird die Radialfunktion

Rue(r) = Anee /2 p" L2 (p) (2.122)

_ 27 r Z\? 2 [(n—e—1)
mit p=—— und An( = —|— —2 m
n ap ap n n !

Hier werden die wohlbekannten assoziierten LAGUERRE-Polynome benutzt:

n—(—1 2 k

+ 0)'] 1o
L2+ oy )kt [(n o ’ 123
nre (P) ; L B DRy S B RO (2.123)

Mit A, sind die Radialfunktionen orthonormiert:
o0
/ R (r) Ry (r)r2dr = G dpp (2.124)
0

Wir fiihren hier noch den héufig gebrauchten Begriff ,, gute Quantenzahl® ein:
Man nennt so die Eigenwerte derjenigen Observablen, die gleichzeitig mit dem
HAMILTON-Operator messbar sind. Wir kennen bereits n, £ und m als Beispiele
dafiir, denn dies sind die Quantenzahlen, welche die Energiezustinde charakte-

risieren: L ist Bestandteil des HAMILTON-Operators H nach (2.107), sodass beide

gleichzeitig messbar sind. Auch Zz und L sind gleichzeitig messbar, wie wir in
Abschn. 2.5.3 ausgefiihrt haben.

2.6.6 Energieniveausim H-Atom

Die soeben vorgestellten Losungen der SCHRODINGER-Gleichung sind also das quan-
tenmechanische Aquivalent zu den BOHR’schen Bahnen und beschreiben die sta-
tiondren Atomzustinde.'® Setzt man u,; (r) nach (2.113) in die Radialgleichung
(2.114) ein, so findet man zu den o. g. Randbedingungen die Eigenenergien Wy, fiir
das System. Interessanterweise sind diese im Falle des H-Atoms und H-dhnlicher
Tonen (und nur fiir diese) identisch mit den Energien (1.122) aus dem BOHR’schen
Modell.

13Fiir hohe Genauigkeitsanspriiche sind auch hier ggf. die Korrekturen fiir die endliche Masse des
Atomkerns nach Abschn. 1.7.4 anzuwenden.
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I = I
WoleV A . ___ _
0 t=0_ t=2>  _t=3~
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0851 4 4s 4p 4d af
-151+ 3 o 3 =
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T unabhangig von ¢
-13.6 +
1 1s

Abb. 2.8 Die Termlagen des Wasserstoffatoms (Z = 1) fiir verschiedene n und £

Vet (1) / Ep £=1
02| —t=2
\ 5 1.0 15 2.0
011X

\ CouLowms-Potenzial

-0.5 4 n=1 = Veff fur £=0

Abb. 2.9 CouLoMB-Potenzial ( ) und effektive Potenziale (——) fiir das H-Atom. Die
Energieeigenwerte W,,¢ sind als horizontale Linien eingezeichnet: fiir £ = O (gepunktet), ¢ = 1
(gestrichelt) und £ = 2 (voll); spezifisch fiir das COULOMB-Potenzial ist die Entartung zu gleichem
n aber verschiedenem ¢

Wie im allgemeinen Fall werden die Zustinde des H-Atoms charakterisiert durch
die Hauptquantenzahl n = 1,2,3, ..., die Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ (0 <
£ < n — 1) und die Projektionsquantenzahl m (—¢ < m < Z).M Jeder Satz ném
von Quantenzahlen bezieht sich auf eine unterschiedliche Wellenfunktion (AO).
Eine schematische Ubersicht iiber die Energieniveaus im H-Atom gibt Abb. 2.8.
Dabei wird eine ganz spezielle Eigenschaft des COULOMB-Potenzials deutlich, dass
ndamlich die Eigenenergie Wy, fiir eine bestimmte Hauptquantenzahl n unabhdngig
von der Bahndrehimpulsquantenzahl € ist. Wir illustrieren dies in Abb. 2.9 auch
im Potenzialbild, wo die effektiven Potenziale Vg (r) = —Z/r + £( + 1)/(2r?)
(in a.u.) fir £ = 1 und £ = 2 eingetragen sind (fiir £ = 0 sind effektives und
CouLoMB-Potenzial identisch).

14Dje Grenzen fiir £ = 0, 1, ...n — 1 verifiziert man mit dem Ausdruck fiir A,¢ in (2.122).
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Tabelle 2.1 Die niedrigsten Atomniveaus, ihre Energielagen beim H-Atom und die Entartung der
Zustiande (Ey, = 27.2eV)

Schale | Orbital n 14 m W Entartung
ohne Spin mit Spin
> Schale > Schale
K Ls 1 0 0 —En/2 1 1 2 2
L 2s 2 0 0 —En/8 1 4 2 8
2p 2 1 0, +1 3 6

M 3s 3 0 0 —Ep/18 |1 9 2 10
3p 3 1 0, +1 3 6
3d 3 2 0, +1,+2 5

N 4s,p,d, f | 4 —En/32 16 32

Ganz allgemein bezeichnet man die Identitit von Energieniveaus fiir verschiedene
Quantenzahlen als Entartung. Es ist wichtig festzuhalten, dass die £-Entartung fiir
£ =0,1,...n— 1 eine spezielle Eigenschaft des COULOMB-Potenzials ist. Dariiber
hinaus gibt es offenbar eine m-Entartung durch die Richtungsquantisierung, charak-
terisiert durch die Quantenzahl m (—¢ < m < (), die wir bereits in Abschn.1.9.4
behandelt haben. Diese 2¢ 4 1-fache Multiplizitit der Drehimpulszustinde gilt ganz
allgemein fiir zentralsymmetrische Potenziale. SchlieBlich haben wir noch den Spin
des Elektrons zu beriicksichtigen, mit den Projektionen my; = +£1/2, die in erster
Niherung ebenfalls entartet sind (siehe aber Kap. 6). Tabelle 2.1 fasst diese Ergeb-
nisse fiir die niedrigsten Niveaus des H-Atoms und der H-dhnlichen Ionen noch
einmal zusammen. Man ordnet Orbitale mit gleicher Hauptquantenzahl n (ver-
gleichbare mittlere Bahnradien) jeweils einer Schale zu, die mit K, L, M ...
entsprechend n = 1, 2, 3. .. bezeichnet wird.

2.6.7 Radialfunktionen explizit

Die radialen Wellenfunktionen haben eine sehr spezifische Gestalt, die man recht
gut anhand der effektiven Potenziale verstehen kann. Abbildung 2.10 illustriert dies
schematisch am Beispiel des n = 3 Niveaus fiir die Bahndrehimpulsquantenzahlen
£ = 0 und 1. Gezeigt sind COULOMB-Potenzial, Zentrifugalpotenzial und das effek-
tive Potenzial fiir £ = 1. In die klassisch verbotenen Bereiche mit Wy, < 0 (grau
schattiert) kann die Wellenfunktion (untere Graphen) nicht tief eindringen. Auch das
Verhalten bei kleinem r ist gut zu erkennen: Wihrend die Radialfunktion fiir £ = 0
mit einem endlichen Wert beginnen kann, ist fiir £ = 1 wegen £(£ + 1)/ (2r?) - 0o
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit dort = 0. Oszillationen der Radialfunktion kon-
nen wir nur im klassisch erlaubten Bereich erwarten.

Aus der Radialfunktion kann man sofort auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit

w(r)dr = [Rue (N r2dr = upe (r) dr (2.125)
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Abb.2.10 Schematische Illustration der Form von Potenzial (oben) und zugehdriger Wellenfunk-
tion (unten) bei verschiedenem ¢ am Beispiel des n = 3 Niveaus fiir £ = 0 und 1; schematisch
angedeutet ist der klassisch verbotene Bereich

des Elektrons zwischen r und r + dr bestimmen. Wenn man die quantenmecha-
nischen Aussagen tiber Gestalt und Radius des Atoms mit dem klassischen Bild eines
auf der Bahn kreisenden Elektrons vergleichen will, dann muss man diese Aufent-
haltswahrscheinlichkeit in einem gewissen Abstand vom Atomkern heranziehen.
Eine graphische Darstellung der Wellenfunktionen R, (r) und der radialen Aufent-
haltswahrscheinlichkeiten w(r) gibt Abb. 2.11 fiir die 6 energetisch tiefstliegenden
Zustidnde (n < 3) beim H-Atom, und Tab. 2.2 auf der néchsten Seite stellt die dazu
gehorigen analytischen Ausdriicke fiir die Radialfunktionen R,¢(r) zusammen.

T"?n/(r)/ada/2 T r?[Rpi(n1?/ag'
0.4 0.1 0.04 0.14 0.14 0.1 A
3s 3p 3d 3s 3p 3d
0-Ho——
0.21 0.29 ., 0 10 20
0.51 0.1 ] 0.14
2s 2p 011/ \og 2p
od—o 04 |
2.0 0 10 20 04 0 10 20
1s ' 1s
1.0 0.2 0.4 blow up
0.2 1s
0 10 20 0 10 20
_ra 0 2 a4

Abb.2.11 Radiale Wellenfunktionen des H-Atoms R,/ (r) und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
rzRﬁl(r) fiir die K-, L- und M-Schale. Die gestrichelten vertikalen Linien deuten fiir { = n — 1
die Maxima der BOHR’schen Bahnen an
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Tabelle 2.2 Radialfunktionen fiir die 6 tiefstliegenden Niveaus des H-Atoms (Z = 1) und
H-édhnliche Atome (Z > 1) in geschlossener Form

n L Ry (r) mit p =2Zr/ (nag) und ag = agme/me
7\3/2
1 0 Rio(r) =2 (—) e P2
aop
1 7\3/2
2 0 Rao(r) = == (%) Q—peh
1 zZ\?*?
1 Roi(r) = WG (%) pe=P2
1 7\3/2
3 0 R3o(r) = W (5) (6—6p+p*)er/?
0
1 (Z\**
1 R31(”)=79 6(%) p(4—pyer/?
1 7\3/2
2 Rao(r) = 5= (%) pre 2

2.6.8 Dichtedarstellungen

Zur vollstandigen Losung v,,¢p, (1, 8, ) der SCHRODINGER-Gleichung (2.109) gehort
natiirlich auch noch die Winkelabhédngigkeit. Zusammen mit den bereits in (2.5.3)
gefundenen Kugelflichenfunktionen und den eben bestimmten Radialfunktionen
R, ¢ (r) wird der Ansatz (2.110)

wnﬁm (I", 97 ‘P) = Rn((l’)Y[m (0’ LP)

erfiillt. Die Wellenfunktionen sind zugleich orthonormiert:

/dgr ﬁem%’z'm/ = /// ’Q/J:;em’t/in’[/m/rzdr sin 9d9d<p = 5,,,,/(55@/(5,,,"1/ (2.126)

Wir empfehlen unseren Lesern, sich die Geometrie dieser Wasserstoffeigen-
funktionen intensiv zu veranschaulichen und einzuprigen — dies sind die Bilder
der Aromorbitale. Sie bilden ein Fundament der gesamten Atom- und Molekiil-
physik. Inzwischen bieten zahlreiche Internetseiten sehr instruktive Java-Applets
zur Generierung der H-Orbitale in den verschiedensten Darstellungen an. Wir geben
daher in Abb.2.12 zur Illustration nur eine kleine Auswahl von Schnitten durch
die Dichteverteilung. Dabei sind Hohenlinien der Dichte [t¢, (x, y =0, 7 =
|Rue()Yem (0, gp)|2 in der z-x-Ebene linear aufgetragen (im Gegensatz zu vielen
Darstellungen im WWW, wo die Dichte logarithmisch aufgetragen wird). Der Uber-
sichtlichkeit halber haben wir die Hohenlinien fiir besonders hohe Spitzen durch
entsprechende gefiillte Kreise (online rot) ersetzt.



2.6 Einelektronensysteme und das H-Atom 137

3
z 1s0 5 2pi 10 3s0 10 3p1
0 (@) 0 @ @ 0 ° 0 ()
-5 -10 -10
-3
-3 0 3 -5 0 5 -10 0 10 -10 0 10
10_3d1 10 3d2 20 {4s0 40 15f0
1 RO @ = '
0 1 0 @ ® 0 ° 0 X
-10 -10 -20 -40
-10 0 10 -10 0o 10 -20 0 20 -40 0 40
X

Abb. 2.12 Dichteplots fiir einige charakteristische H-Wellenfunktionen. Aufgetragen sind die
Hohenlinien der Dichte (online rot fiir hohe Dichte). Die Abmessungen sind in atomaren Einheiten
ap gegeben

Wir halten hier noch einmal fest, dass nur die ns AO’s am Ursprung eine endliche
Dichte haben, alle anderen werden dort = 0. Fiir den spiteren Gebrauch halten wir
nach Auswertung von (2.122) mit Yy (0, ) = 1/+/47 fest:

3

oo (0)|* = (2.127)

3,3
magn

2.6.9 Die Spektren des H-Atoms

Wie beim BOHR’schen Modell gilt unter Beriicksichtigung der £- und m-Entartung
fiir die bei einem Ubergang n¢ — n’¢’ beobachteten Spektrallinien
Fw = hy = Wiy — W,y = 2220 1Me (i - i) . (2.128)
2 me \n? n?
Natiirlich gibt es wegen der £-Entartung beim H-Atom auch in den Spektren keinen
Einfluss des Bahndrehimpulses (in dieser ersten Niherung; sehr kleine Abwei-
chungen werden wir in Kap. 6 kennenlernen).

Viel wissenschaftliche Detektivarbeit der friihen Pioniere in der Spektroskopie hat
die Verbindung zwischen Spektren und Lagen der Termenergie W, erschlossen. Die
Serien sind nach ihren jeweiligen Entdeckern benannt. Die prominentesten davon
sind die LYMAN (n’ = 1 im VUV), BALMER (n’ = 2 im VIS sowie im nahen VUV)
und die PASCHEN-Serie (n’ = 3 im NIR). Traditionell werden die BALMER Linien
als ,H-alpha‘, ,H-beta‘, ,H-gamma‘ usw. bezeichnet, etwas allgemeiner spricht man
bei den verschiedenen Serien von Ly-a, Ly-3, Ly-vy..., Ba-a, Ba-3, Ba-y... und
so weiter, mit v =n’ + 1, 3 = n’ + 2 usw.
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2.6.10 Erwartungswerte von r*

Fiir viele praktische Anwendungen muss man die Erwartungswerte fiir eine be-
stimmte Potenz k von r kennen (z.B. Atomradius k = 1, Feinstruktur k = —3).
Man kann diese im Prinzip durch Mittelung iiber viele Einzelmessungen in einem
geeignet konzipierten Experiment bestimmen. Die Quantenmechanik gibt dafiir:

<rk> =<nz rk ne> =/Rng(r)rkRng(r)r2dr =/R,%l(r)r2+kdr (2.129)
0 0

o
wobei / R2,(r)r?dr =1
0

Die Integration ist trivial, wenn auch bisweilen etwas miithsam. Man kann dazu die
in (2.122) und (2.123) gegebenen Ausdriicke benutzen.
Die wichtigsten Ergebnisse fiir das H-Atom gibt die folgende Ubersicht:!?

2 1 L(+1
(r)ném = ao% |:1 + E (1 - %)}

n* 3 LE+1—-1/3
Pl =i 143 [1- e =10])

n
1> _ 1z (2.130)
" | om ag n?
< 1 B 1 z2
r2 nem a(% n3 (€ + 1/2)
< 1 B 1 A
3o admeE+1/2)(C+1)

2.6.11 Vergleich mit dem Bohr’schen Modell

Das BOHR’sche Atom-Modell, so hort man oft, sei grundsétzlich falsch — auch wenn
es die korrekten Termenergien W, (1.122) und Spektren (1.133) fiir das H-Atom
in Ubereinstimmung mit der Quantenmechanik vorhersagt — und sollte daher aus
Vorlesungen und Unterricht zur modernen Atomphysik verbannt werden. Wir sind
keine Anhinger dieser dogmatischen Ansicht!

Natiirlich miissen die BOHR’schen ,Bahnen‘ durch Atomorbitale ersetzt werden,
d.h. durch Dichteverteilungen von Elektronen in den Atomen. Und die BOHR’sche
Quantisierungsbedingung (1.115), die besagt, dass L = n# sei, muss ihrer quanten-
mechanischen Entsprechung, fﬁb(gﬁ) = mh® (p) gegeniibergestellt werden. Ganz
offensichtlichist |m| < £ < n—1, wihrend das BOHR’sche Modell £ = n impliziert—

15 Auch hier ist fiir genauere Anspriiche wieder ag — ag = agme /me zu ersetzen.
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was aber durchaus eine gute Anfangsvermutung war, wie man das von einfachen
Modellen erwartet.

Gelegentlich liest man auch die Kritik, dass das BOHR’sche Modell mit nur einer
Quantenzahl n der dreidimensionalen Realitét nicht gerecht werden konnte. Interes-
sant ist in diesem Kontext, dass auch (BOHR 1920) bei dem Versuch, die Spektren
der Alkaliatome zu erklidren, bereits eine weitere Quantenzahl einfiihrte, die er mit
den S, P, D usw. Serien in Verbindung brachte — man konnte das als Drehimpuls-
quantenzahl deuten.

Ganz ohne Zweifel war das Konzept der Drehimpulsquantisierung, der stationiren
Zustinde und der Strahlungsemission bei Ubergiingen zwischen diesen mit einer
Frequenz entsprechend hv = AW, ein brillanter, gewagter und bedeutungsvoller
Schritt auf dem Weg zur Quantennatur der submikroskopischen Phidnomene.

Natiirlich gibt es grundlegende Defizite des Modells: Die groBe Uberraschung der
Quantenmechanik nach SCHRODINGER (1926) war aber nicht die Erkenntnis, dass
es keine scharfen Elektronenbahnen in den Atomen gibt — das hatte schon BOHR
gewusst (siehe Abschn. 1.7.1 auf Seite 66), und 1923 postulierte DE BROGLIE die
Wellennatur des Elektrons. Uberraschend war nicht zuletzt, dass es auch Zustinde
ohne Drehimpuls gibt (¢ = 0). Das BOHR’sche Modell kann solche Zusténde nicht
erkldren, obwohl gerade diese in der Natur eine zentrale Rolle spielen (die meisten
Grundzustiande gehoren dazu). Dennoch wire es falsch zu behaupten, dass Elek-
tronen grundsitzlich nicht um die Atomkerne kreisen, denn dann giibe es keinen
Bahndrehimpuls und weder ein Zentrifugalpotenzial im HAMILTON-Operator noch
ein (bahn)magnetisches Moment, das wir gleich besprechen werden, noch konnten
die wichtigsten optisch induzierten Uberginge (E1) stattfinden, wie wir in Kap.4
sehen werden.

Zwar miissen wir die Vorstellung von scharf definierten Trajektorien aufgeben —
diese verbietet schon die Unschirferelation — es ist aber so, dass die Atomorbitale
den BOHR’schen Bahnen um so besser entsprechen, je groBBer der Bahndrehimpuls
ist. Ganz allgemein gilt das Korrespondenz-Prinzip:

e Quantenmechanische und klassische Werte von Observablen néiihern sich einander
um so besser an, je grofier die Quantenzahlen der beschriebenen Zustidnde werden.

Ein quantitativer Vergleich von AOs mit den BOHR’schen Bahnen fiir H-dhnliche
Atome bzw. Ionen zeigt, dass die Maxima der Elektronenradien (siehe Abb. 2.11)
fiir £max = 17 — 1 in der Tat genau bei r = agn®/Z liegen, das heiBt, sie entsprechen
genau den BOHR’schen Radien nach (1.120). Noch etwas spezifischer: Atomorbitale
(der Elektronen) mit m = =£{ konnen in gewisser Weise mit Elektronen assozi-
iert werden, die sich auf einem Kreis bewegen — eine Sichtweise, die wiederum
besonders gut gilt fiir groBe £. Solche ,Kreiszustinde® sind iibrigens ein interes-
santer Forschungsgegenstand und werden im Zusammenhang mit hoch angeregten
RYDBERG- Atomen untersucht.

Wir miissen freilich feststellen, dass die Maxima der Wahrscheinlichkeits
verteilungen nicht direkt beobachtbar sind; statt dessen konnen wir im Prinzip aber


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-53104-4_1

140 2 Elemente der Quantenmechanik und das H-Atom

Erwartungswerte messen, also z.B. (nl|r|nf) = (r). Fiir die hochsten Bahndrehim-
pulse £ = n — 1 erhilt man nach (2.130)

. 1 2 |40 240
(r)_r1l1>1>nl|:2n+n }Z =n"—, (2.131)
was im Grenzfall offenbar mit den BOHR’schen Bahnradien (1.120) iibereinstimmt.
Umgekehrt gilt fiir den kleinsten Wert £ = 0, dass der mittlere Radius (r) der AOs
deutlich groBer ist als die BOHR’schen Radien, nimlich (3/2)n2ag/Z.

Zusammenfassend meinen wir, dass das BOHR’sche Modell auf keinen Fall
ginzlich vergessen werden sollte. Auch jenseits der auBergewohnlichen historischen
Bedeutung gibt es zahlreiche Aspekte und Entdeckungen in der modernen AMO-
Physik, fiir deren Entwicklung einfache Modelle und Konzepte auf der Basis von
klassischen Trajektorien ganz wesentlich zum Verstidndnis und Fortschritt beigetra-
gen haben — meist kombiniert mit entsprechenden Quantisierungsregeln. Denken
wir z.B. an die BORN-OPPENHEIMER-Niéherung, ohne welche moderne Molekiil-
physik gar nicht denkbar wire, oder an semiklassische Trajektorienrechnungen in
der atomaren Streutheorie, um nur zwei wichtige und erfolgreiche Beispiele zu nen-
nen — oder an die im folgenden Abschnitt benutzte, rein klassische Herleitung des
magnetischen Moments, das mit dem Bahndrehimpuls eines Elektrons assoziiert ist
(siehe Abschn. 1.9.1 auf Seite 79).

Was haben wir in Abschnitt 2.6 gelernt?

e Die Eigenenergien des H-Atoms, W,, = E,Z?/(2n?), hingen nur von der
Hauptquantenzahl n ab ... eine spezielle Konsequenz des reinen COULOMB-
Potenzials. Fiir Prazisionsmessungen muss dies mit m./m, korrigiert werden,
wobeli m. die reduzierte Masse des Elektrons ist.

e Die elektronischen Wellenfunktionen fiir das H-Atom kann man in analytischer
Form ausdriicken als ¥y, (r, 6, ©) = Rue(r)Yem (6, ¢) mit den Kugelflichen-
funktionen Yy, (8, ) und den Radialfunktionen R, (r), die proportional zu den
LAGUERRE’schen Polynomen sind.

e Das asymptotische Verhalten der Wellenfunktionen sollte man kennen: lim,_, o
Rue(r) o< r™ exp(—~/2[Wpelr) und lim, .o Rue(r) o rt.

e Gute Quantenzahlen charakterisieren die Eigenwerte solcher Observablen, die
gemeinsam mit denen des HAMILTON-Operators gemessen werden konnen.

2.7 Normaler ZEemaN-Effekt

Der sogenannte normale ZEEMAN-Effekt ist eigentlich tiberhaupt nicht normal und
kommt nur sehr selten vor. Es geht um die Frage, was geschieht, wenn man eine
Atom in ein externes, statisches Magnetfeld bringt. Das Wort ,normal‘ bezieht sich
auf die klassische Deutung der Dinge ohne Beriicksichtigung des Elektronenspins.
Wir behandeln das Thema spiter in Kap. 8 ausfiihrlich. Wir erwédhnen es hier lediglich
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kurz, da wir hiermit erstmals die Aufhebung einer speziellen Energieentartung ken-
nenlernen, nimlich die der m-Entartung beim H-Atom.

2.7.1 Bahndrehimpuls im externen Magnetfeld

Wie in Abschn. 1.9.1 besprochen, hat der Bahndrehimpuls eines geladenen Teilchens
ein magnetisches Moment (1.147) das wir in Operatorform schreiben

o~

e ~ L
L=—ug—, (2.132)

M-
2me h

mit dem BOHR’schen Magneton ug. Seine potenzielle Energie (1.150) in einem
externen magnetischen Feld B ist

Vg=-M-B=pus—-B. (2.133)

>t )

Wihlen wir der Einfachheit halber z || B, dann wird VB = 4up (ZZ /h)B, wie
man dem Vektordiagramm Abb. 2.13 entnimmt. Der HAMILTON-Operator enthilt
jetzt einen zusitzlichen Term Vp,

o~

~ A~ -~ 9~ L
H=m+w=%+%f& (2.134)

wobei fiir das ungestorte Atom ohne Feld angenommen wird, dass die SCHRODINGER-
Gleichung

I:I\O’(/}nlm = W(O) "/)nﬂm

gelte. ﬁo ist z. B. der oben besprochene HAMILTON-Operator (2.107) fiir das unge-
storte H-Atom. Demnach ist in Gegenwart des externen Feldes die
SCHRODINGER-Gleichung (bzw. die Energieeigenwertgleichung)

(Ho + us(L;/B)B)Intm) = (WO + AW)|ntm), (2.135)

zu losen, wobei AW die Anderung der Gesamtenergie gegeniiber dem ungestorten
Zustand ausdriickt. Hier und im Folgenden benutzen wir Zustandsvektoren anstelle
von Wellenfunktionen ¢, — |n€m), da dies eine sehr kompakte Schreibweise
erlaubt.

Abb.2.13 Elektron auf
einer Kreisbahn im
magnetischen Feld B und
sEi\n magnetisches Moment

M
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Dieses Problem ist ein besonders einfacher Fall fiir die sogenannte Storungs-
theorie, die wir spdter noch im Detail besprechen werden. Hier erinnern wir uns
lediglich daran, dass die Eigenfunktionen ¢, (, 6, 0) = Rpue(r)Yue(0, @) beim
H-Atom (bzw. seine Eigenzustinde |nfm)) nach (2.80) und (2.81) zugleich auch

Eigenfunktionen (Eigenzustinde) von L und ZZ sind, mit
L.|ntm) = mh|ntm). (2.136)

Somit sind die Eigenzustidnde [ném) des ungestorten HAMILTON-Operators Hy auch
Eigenzustinde des vollen H, sodass wir (2.136) in (2.135) einsetzen konnen und
erhalten:

(Ho + ppmB)Intm) = (WO + AW,,)|ntm)
mit AW,, = upmB (2.137)

2.7.2 Aufhebung der m-Entartung

Die gerade entwickelte Beziehung besagt also, dass die Energieentartung der m-
Zustinde im magnetischen Feld aufgehoben wird. Die urspriinglich identischen
Energien der 2¢ + 1 Zustinde |[nfm) eines Niveaus mit den Quantenzahlen n und
£ spalten jetzt in 2¢ + 1 verschiedene Unterniveaus auf. Nach (2.137) ist die Auf-
spaltung proportional zu m und B. Diese Aufspaltung erfolgt, weil das Magnetfeld
die sphdrische Symmetrie bricht, welche charakteristisch fiir das ungestorte H-Atom
war.

Wir illustrieren das zunichst am Beispiel |npm) eines np-Zustands mit £ = 1 und
den Unterniveaus m = —1, 0, 1. Abbildung 2.14 zeigt die Energiednderung A W,,
als Funktion des Magnetfeldes B. Man beobachtet diese Aufspaltung z.B. in opti-
schen Emissionsspektren, die wir spiter noch ausfiihrlich behandeln werden. Die
Entstehung der Spektren ist in Abb. 2.15a fiir einen p — s und in (b) fiir einen
d — p Ubergang illustriert. Die Uberginge sind durch schwarze Pfeillinien nach
unten gekennzeichnet. Die dabei benutzten Auswahlregeln fiir die Uberginge sind
Al = 1 und Am = 0, =1, wie in Abschn.4.4 auf Seite 213 noch ausfiihrlich
besprochen wird.

Da die Entartung und demnach die Aufspaltung 2¢ + 1-fach ist, gibt es bei
groBerem £ auch mehr als drei Niveaus, wie dies in Abb. 2.15b oben fiir das d-Niveau

Abb.2.14 AW, m=1
Energieaufspaltung beim
,normalen‘ ZEEMAN-Effekt
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Abb. 2.15 ,Normaler ZEEMAN-Effekt fiir (a) p — s und (b) d — p Uberginge. Im Falle
gleicher Aufspaltung in den angeregten und in den Grundzustdnden beobachtet man in jedem Fall
ein Linientriplett — obwohl der d-Zustand 5-fach aufgespalten ist

angedeutet ist. Nun ist aber unabhingig von £ und m beim normalen ZEEMAN-Effekt
der Abstand zwischen den Unterzustinden des oberen wie des unteren Niveaus nach
(2.137) stets pug B, wie in Abb. 2.15b gezeigt. Da andererseits fiir die Uberginge
Am = 0, £1 gilt, hiingt die Differenz AWSP? — AWUMEN — yp Am B (also die
Aufspaltung der Ubergangsenergie) nur von Am ab und nicht von £ oder m: Man
sieht also in allen Fillen nur ein Triplett von Linien.

Wie zu Beginn dieses Abschnitts bereits erwihnt, beobachtet man diese Art
des ZEEMAN-Effekts in der Realitit freilich nur in speziellen Féllen, da meist der
Spin eine wichtige Rolle spielt und die Verhiltnisse verkompliziert (siehe auch
Abschn. 8.1.2 auf Seite 417).

Wir notieren hier eine wichtige Botschaft fiir eine Situation, die man typischer-
weise bei Quantensystemen mit zwei oder mehr entarteten Zustinden |1), |2), |3)
antrifft: Die Entartung wird aufgehoben, sobald man eine zusdtzliche, storende Wech-
selwirkung Vi beriicksichtigen muss, fiir welche die Matrixelemente (i|V1|j) zwi-
schen einigen dieser Zustdnde nicht verschwinden.

Was haben wir in Abschnitt 2.7 gelernt?

e Ein magnetisches Feld B hebt die zentrale Symmetrie und daher die m-Entartung
auf. Fiir den sogenannten ,normalen‘ ZEEMAN-Effekt sagt die Theorie eine (2¢ +
1)-fache Aufspaltung der Niveaus bei den Zusténden |n¢m) entsprechend AW,, =
pupm B voraus.

e Die Auswahlregeln fiir optische Ubergiinge sind A¢ = +1 und Am = 0, £1.
Beim ,normalen‘ ZEEMAN-Effekt, der freilich in der Praxis nur selten vorkommt,
fiihrt dies zur Emission bzw. Absorption von Linien-Tripletts.
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2.8 Dispersionsrelationen

Abschliefend machen wir noch einen kurzen Ausflug ins Grenzgebiet zwischen
AO-Physik und Festkorper-Physik, wobei wir auf die in Abschn. 2.4.1 entwickelten
Konzepte fiir Teilchen im Kasten und das freie Elektronengas aufbauen.

Traditionell werden Dispersionsrelationen in der Optik benutzt. Sie cha-
rakterisieren eine wichtige Materialeigenschaft: Die Abhingigkeit der Wellen-
lange A (oder Wellenzahl k = 27r/\) einer elektromagnetischen Strahlung von ihrer
Kreisfrequenz w. Aus quantenmechanischer Sicht kann man das generalisieren, um
den Zusammenhang zwischen der Photonenenergie W = hw (oder auch der Energie
irgend eines anderen Teilchens) und seinem Wellenvektor k zu beschreiben.

Fiir das masselose Teilchen Photon im Vakuum, mit ¢ = v\ = w/k, beschreibt
die Dispersionsrelation

W = hw = helk| (2.138)

offenbar einen linearen Zusammenhang zwischen Energie und Wellenvektor.'® Tm
Gegensatz dazu ist die Energie eines frei bewegten, nichtrelativistischen Elektrons
der Masse m.

p2 3 thZ
2me 2me

W (k) = Wp + %vz = Wp + (2.139)
wobei wir die DE BROGLIE-Beziehung (1.136) benutzt haben. Wp erlaubt eine
willkiirliche Energiekalibration und mag z. B. der potenziellen Energie des Teilchens
oder seiner Ruhemasse Rechnung tragen. Daher ist in diesem Fall die Dispersions-
relation quadratisch. Beide Fille sind graphisch in Abb. 2.16a bzw. b dargestellt.
Wir bemerken, dass die quadratische Beziehung (2.139) fiir Teilchen mit Masse
auch den bereits abgeleiteten Beziehungen fiir freie Teilchen im 1D- oder 3D-Kasten
nach (2.52) bzw. (2.55) entspricht. Sofern der Kasten grof} genug ist, konnen die
Energien als kontinuierlich angenommen werden, d.h. sie folgen im Allgemeinen
(2.139). Freilich ist dies noch kein wirkliches Modell fiir eine elektronische Band-
struktur im Festkorper. Das Modell des Teilchens im Kastenpotenzial beriicksichtigt
insbesondere nicht, dass die Elektronen sich in einem Gitter aus atomaren Ionen
bewegen und somit ein periodisches Potenzial durchlaufen, welches in der Néhe
der Ionenriimpfe stark anziehend wirkt. Im iibrigen Gebiet ist dieses Potenzial durch
andere freie oder gebundene Elektronen stark abgeschirmt. Daraus ergeben sich zwei
entscheidende Konsequenzen, die wir im Folgenden néher betrachten wollen.
Erstens muss man die Dispersionsrelation (2.139) modifizieren, was im Prinzip
eine ernsthafte Bandstrukturrechnung erfordert. Allerdings zeigt sich, dass man
viele Phidnomene bereits mit der sogenannten parabolischen Niherung recht gut
beschreiben kann. Man parametrisiert die Energie der Bénder, indem man eine

16T einem Medium mit dem Brechungsindex n ist ¢ durch die Phasengeschwindigkeit vp =c/n
zu ersetzen (siehe Abschn. 8.4 auf Seite 458). Da n dann auch von k bzw. w abhéngen kann, wird
auch die Dispersionsrelation nicht mehr (iiberall) linear sein.
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(a) (b)

k k

Abb.2.16 Dispersionsbeziehungen: (a) linear fiir eine masseloses Teilchen (z. B. ein Photon) und
(b) quadratisch fiir ein Teilchen mit Masse (z. B. ein Elektron), das sich frei im 3D Raum bewegt

effektive Masse m?}, des Elektrons einfiihrt, die auch noch von der Richtung abhidngen
kann, in die sich das Elektron bewegt:

k2 k2 k2
Wk) = Wp £ h2(—" + 2 + —Z) (2.140)
2my - 2m% - 2m3

Das £ Vorzeichen erlaubte es, das Konzept auch auf Elektronenlocher anzuwenden
(das sind fehlende Elektronen, die sich wie positive Ladungen im Gitter bewegen).
Beide ,Quasiteilchen® konnen unterschiedliche Massen haben. Diese Masse geht
nun in alle weiteren Berechnungen der Dynamik und Statistik von Elektronen und
Lochern im Festkorper ein. Fiir beide gilt die FERMI-DIRAC-Statistik im Sinne von
Abschn. 1.3.3 und 2.4.3.

Zweitens muss man die Periodizitit der Bewegung im Gitter berticksichtigen. Die
Losungen dieses Problems sind die sogenannten BLOCH-Wellen

P(r) o exp(ikrug(r), (2.141)

die das Produkt einer ebenen Welle exp(ikr) und einer periodischen Funktion uy (r)
sind. Letztere muss perdiodische Randbedingungen

ur(r +T) = up(r), (2.142)

erfiillen, wo T jede lineare Translation charakterisieren kann, die einer Elemen-
tarzelle in eine andere Zelle iiberfiihrt. Insgesamt erwarten wir aber, dass die Dis-
persionsrelation (2.139) fiir die Elektronenenergien mehr oder weniger giiltig bleibt.
Wie detaillierte Studien zeigen, lédsst sich dieses ,mehr oder weniger* u.a. dadurch
charakterisieren, dass man die Elektronenmasse m. durch die eben eingefiihrte effek-
tive Masse m ersetzt, wobei die quadratische Abhéngigkeit der Gesamtenergie W
vom Wellenvektor typischerweise bestehen bleibt: Die Elektronenbewegung mit-
telt gewissermallen iiber das periodische Potenzial. Jedoch werden die Energien
und Eigenfunktionen stark beeinflusst, wenn sich die Elektronen besonders nahe an
den ionischen Kernen bewegen — oder auch besonders weit entfernt davon. Das gilt
insbesondere, wenn der Wellenvektor k = kgy ist, oder nahe an eine die BRILLOUIN-
Zone (BZ) kommt, d.h. wenn die Wellenfunktionen konstruktiv interferieren
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(siehe Abschn. 1.4.9 auf Seite 47). Solche Elektronen ,fiihlen* das periodische Poten-
zial besonders stark, alle anderen erfahren nur einen Mittelwert.

Wir konnen hier nicht in die Details dieser Konzepte gehen, die fiir die Theorie
der Bandstruktur in Festkorpern fundamental sind. Wir wollen aber einige Aspekte
ansprechen, die auch in der Molekiilphysik von Interesse sind. Diskutieren wir also
den besonders einfachen 1D-Fall, der z.B. eine Kette von Atomen mit Abstand a
voneinander beschreibt (oder kleine Modifikationen, wie z.B. ein Ringmolekiil).
Nach (1.94) und (1.92) gilt fiir die BRAGG-Bedingung, dass k = kpz sein muss,
wobei an der nten BZ

kpz =nZ mit n=1,2,3 ... (2.143)
a

ist. Die entsprechenden Wellenfunktionen sind im Wesentlichen exp(ikgzx) und
exp(—ikpzx), und fiir frei bewegliche Elektronen wire die Energie in beiden Fillen
hzszZ /2m.. Es gibt also zwei energetisch entartete Losungen. Dann ist die allge-
meinste Losung eine lineare Uberlagerung von beiden, d.h. eine stehende Welle mit
wiederum zwei physikalisch sinnvollen Fillen:

P(x) o exp(ikpzx) £ exp(—ikpzx).

Diese entsprechen also cos kpzx und sin kgzx. Die Wahrscheinlichkeit | (x) |2, ein
Elektron nahe bei einem Ion des Kristallgitters zu finden, ist maximal im ersten Falle,
minimal im zweiten. Als Konsequenz der Storung durch das periodische Potenzial
ist die Aufhebung der Entartung, ganz dhnlich wie bei der ZEEMAN-Aufspaltung, die
wir in Abschn. 2.7 behandelt haben. Das Stérungspotenzial ist jetzt stark anziehend,
und |cos kpzx|? bzw. |sin kpzx|> bedeuten wegen (2.143) an den BRILLOUIN-Zonen
(x = a) maximale bzw. minimale Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen.
Daher erwarten wir eine Absenkung der Energie im ersten Fall, eine Anhebung im
zweiten. Als Ergebnis erwarten wir, dass die Energien an den Grenzen der BZ in
zwei aufspalten und dass eine Bandliicke zwischen zwei Béndern entsteht, die im
iibrigen Gebiet kontinuierlich einer h2k? /2m? Beziehung folgen.

Das ist in Abb. 2.17a illustriert. Da die Periodizitit des Systems keinen speziellen
Ursprung im reziproken Gitter favorisiert, projektiert man alle Energien auf die erste
BZ, wie das in in Abb. 2.17b gezeigt ist. Die Elektronen des Systems konnen alle
Energien W in den grau schattierten JEnergiebdndern® annehmen. Die als ,Band-
liicke* gekennzeichneten Energiebereiche sind energetisch verboten.

Zusammenfassend bilden sich in kristallinen Festkorpern kontinuierliche
Energiebédnder aus, mit Liicken zwischen ihnen, die an Stelle der diskreten Energie-
niveaus treten, welche wir bei den Atomen kennengelernt haben (in diesem Kapitel
speziell fiir das Beispiel des H-Atoms). Man muss sich freilich dariiber im Klaren
sein, dass Abb. 2.17 eine besonders einfache Situation illustriert, nimlich den eindi-
mensionalen Fall mit nur einem Valenzelektron pro Atom. Im Allgemeinen ist die
Bénderstruktur in Festkorpern weit komplizierter und héngt nicht zuletzt davon ab,
wieviele Elektronen verfiigbar sind, um die Binder zu fiillen. Dies bildet die Basis
dafiir, dass es so verschiedene Materialien gibt, wie Metalle, Halbleiter und Isola-
toren.
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Abb. 2.17 Entstehung von Energiebdndern und Bandliicken in einem periodischen Gitter (die
Gitterkonstante ist a): (a) erlaubte Energien (——) mit Verbiegungen an den Grenzen der 1., 2.
und 3. BRILLOUIN-Zone im Vergleich zum freien Teilchen (- - - - - - ) als Funktion von k; (b) Pro-
jektion auf die 1. BRILLOUIN- Zone

Was haben wir in Abschnitt 2.8 gelernt?

e Dispersionsrelationen beschreiben, wie die Energie W eines Systems vom Wellen-
vektor k der Teilchen oder der Strahlung abhingt, deren Verhalten wir beschreiben
wollen. Die einfachsten Beispiele sind a) das Photon (ein masseloses Teilchen)
fiir welches im Vakuum W = hAck, und b) das Elektron (ein Teilchen mit Masse);
wenn es frei beweglich ist, gilt W = h2k?/ (2me).

e Der Einfluss eines gemittelten Potenzials kann in erster Ndherung durch ein effek-
tive Masse m} beschrieben werden, die m. ersetzt — sie wird in der Regel sogar
von der Richtung des Elektronenimpulses abhéngen.

e BLOCH-Wellen, ¢ (r) o exp(ikr) uy(r), werden benutzt, um der Periodizitét des
Gitters Rechnung zu tragen, wobei uy (r) = uy(r + T') angesetzt wird.

Akronyme und Terminologie

AMO: ,Atome, Molekiile und Optische*, Physik.

AO: ,Atomorbital‘, Wellenfunktion eines einzelnen Elektrons im Atom (in der Regel stationir); die
AQO’s aller Atomelektronen bilden eine typische Basis fiir Strukturrechnung.

a.u.: ,atomare Einheiten‘, siche Abschn. 2.6.2 auf Seite 129.

BZ: ,BRILLOUIN-Zone‘, reprisentiert alle Wellenvektoren der einfallenden Strahlung, die vom
Kristallgitter BRAGG-reflektiert werden konnen. Wichtiges Konzept der Festkoperphysik.

chemisches Potenzial: ,In der statistischen Thermodynamik definiert als die Menge an Energie oder
Arbeit, die notwendig ist, um die Zahl der Teilchen in einem System (um 1) zu @ndern, ohne das
Gleichgewicht des Systems zu storen.* (siehe p in Abschn. 1.3.3 auf S. 24.)

DOS: ,Zustandsdichte (engl. Density of states)‘, Zahl der Zustinde fiir eine spezifizierte Observabel
pro Einheit dieser Observablen. Meist ist die Observable die Energie der Teilchen im System,
typischerweise gegeben pro Volumeneinheit des untersuchten Systems.
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El: Elektrischer Dipol-*, Ubergang, induziert durch die Wechselwirkung eines elektrischen Dipols
(z. B. Elektron + Atomkern) mit der elektrischen Feldkomponente der elektromagnetischen
Strahlung (Kap. 4).

gute Quantenzahl: ,Quantenzahl fiir Eigenwerte von solchen Observablen, die gleichzeitig mit dem
HAMILTON-Operator gemessen werden konnen (s. Abschn. 2.6.5)°

GDGL: ,Gewohnliche Differenzialgleichung .

NIR: ,Nahes Infrarot‘, Spektralbereich der elektromagnetischen Strahlung. Wellenlidngenbereich
zwischen 760 nm und 1.4 pm nach (ISO 21348 2007).

NIST: ,National Institute of Standards and Technology‘, Standorte Gaithersburg (MD) und Boulder
(CO), USA. http://www.nist.gov/index.html.

PDGL: ,Partielle Differenzialgleichung®.

UV: ,Ultraviolett‘, Spektralbereich der elektromagnetischen Strahlung mit Wellenlédngen zwischen
100 und 400 nm (nach ISO 21348 2007).

VIS: ,Sichtbar (engl. Visible)*, Spektralbereich der elektromagnetischen Strahlung mit Wellenlédn-
gen zwischen 380 und 760 nm (nach ISO 21348 2007).

VUYV: ,Vakuumultraviolett*, Spektralbereich der elektromagnetischen Strahlung mit Wellenldngen
zwischen 10 und 200 nm (nach ISO 21348 2007).
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