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5.6 Kreiselpumpe mit innerer Dampfung

Durch Reibung in der Fiigestelle zweier Bauteile oder andere Dampfungs-
mechanismen innerhalb eines Systems konnen selbsterregte Schwingungen
hervorgerufen werden, die bis zur Zerstorung fithren konnen. Dies trifft
auch auf Wellensitze von Schaufelridern, Ventilatoren und dhnlichen Bau-
elementen zu. Welchen Einfluss besitzt eine viskose innere Dampfung auf
die Stabilitit und das Hochlaufverhalten eines Rotors? *

Im Punkt W des Schaufelrads der Kreiselpumpe aus Aufgabe 5.5 wirkt nun zusétzlich
eine geschwindigkeitsproportionale ,,innere* Dampfung b;, siehe Bild 1 (links). Der
Rotor der Kreiselpumpe wird weiterhin als symmetrischer LavarL-Rotor mit der
Wellensteifigkeit ¢ modelliert. Die mittig sitzende Scheibe besitzt die Masse m, das
Massentrigheitsmoment J, und eine zu Demonstrationszwecken auBerordentlich
grofle Schwerpunktsexzentrizitit . Die ,,dulere” Ddmpfung b, des umgebenden
Fluids greift im Punkt W an. Der Rotor wird durch das Drehmoment M angetrieben.

b, %

Bild 1: Modell des Rotors (links) und ausgelenkte Scheibe (rechts)

Gegeben:
c = 1440 N/mm Steifigkeit der Welle
m = 14,15kg Masse der Scheibe
J, =15710kg mm?® polares Massentriagheitsmoment der Scheibe
lel  =1mm Schwerpunktsexzentrizitit der Scheibe
b, =270,8N/m/s dulere Dampfung
b; =(0; 361,1; 812,5N/m/s innere Dampfungen
a//a% =0,004; 0,01 relative Drehbeschleunigungen, w(z) =c/m
M =16Nm Antriebsmoment
¢ =0 Anfangswinkel
¢ =0 Anfangsdrehgeschwindigkeit

*Autorin: Katrin Baumann
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Gesucht:
1) Bewegungsdifferentialgleichungen fiir ry = xw + jyw und ¢
2) Kiritische Drehzahl n, Stabilititsgrenzdrehzahl ng, und Stabilitéitskarte

3) Numerische Losung der Bewegungs-DGLn fiir Hochldufe mit konstanten
Drehbeschleunigungen ¢ =a und verschiedenen inneren Dimpfungen.
Gilt die fiir stationdre Drehzahlen berechnete Stabilititsgrenzdrehzahl auch
fiir Hochldufe?

4) Numerische Losung der Bewegungs-DGLn fiir Hochldufe mit einem kon-
stanten Antriebsmoment M =const. und verschiedenen inneren Ddmpfungen.
Welche Phinomene beobachten Sie?

Lésung:
Zul):

Die innere Dampfung b, resultiert aus dem Stauchen und Dehnen des Wellenma-
terials in Langsrichtung (Werkstoffddmpfung) und aus dem axialen Abgleiten der
Scheibe auf der sich durchbiegenden Welle (Fiigestellendimpfung) wihrend einer
Rotorumdrehung, siehe [36, Kapitel 4]. D. h. die innere Ddmpfungskraft F,; greift
an der Scheibe im WellendurchstoBpunkt W an und lduft mit dem Rotor um.

Deshalb ist es zweckméBig, nicht nur die komplexen Absolutkoordinaten
r=x+jy &)

entsprechend Bild 1 (rechts) einzufiihren, sondern auch mit dem Drehwinkel ¢
mitrotierende komplexe (Relativ-)Koordinaten

p=é+jn=(x+jy) e =re’. )
Fiir die Krifte in diesen beiden Koordinatensystemen gilt analog

F=F +jF,=(Fc+jF,) el = F el 3)
Die Biegedifferentialgleichung (Biege-DGL) folgt aus dem Kriftesatz fiir die freige-

schnittene Scheibe. Dabei miissen folgende Krifte beriicksichtigt werden:

e die zur Absolutauslenkung ry proportionale Riickstellkraft aufgrund der Wel-
lensteifigkeit c,

e die zur Absolutgeschwindigkeit 7y proportionale Kraft der duleren Dampfung
b, (vergleiche dazu auch Aufgabe 5.5) sowie

e die zur mitrotierenden Relativgeschwindigkeit pyw proportionale und mitrotie-
rende Kraft der inneren Dampfung b;,

Fpi = bi pw . 4
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Nach Transformation der mitrotierenden inneren Dampfungskraft (4) auf feststehen-
de Koordinaten lautet der Kriftesatz

m}’s+bai’w+b,-pwej"”+ch=O. (5)
Mit der kinematischen Beziehung
rs = ry + e’ (6)

zwischen dem WellendurchstoBpunkt W und dem Schwerpunkt S und ihren Ablei-
tungen

s = I'w +j¢£ej“’ s
(N

Fs = Fw + 8 (j@ - ¢7) el?

sowie mit der Ableitung der mitrotierenden komplexen Koordinate p aus Glei-
chung (2) fiir den Punkt W,

pw :fwe_j“’—rwjgbe"j“’, (8)
wird die Biege-DGL zu

mity + (ba+by) i + (¢ = bij@) rw = —me (j — ¢*) el? . 9)

Die Komponenten der Rotorauslenkungen betragen entsprechend der Definition (1)
xw = Re{rw} und yw = Im{rw}. (10)

Bei der Aufstellung des Momentensatzes um den Schwerpunkt S fiir die Herleitung
der Dreh-DGL werden die angreifenden Krifte in ihre Komponenten in Richtung
der mitrotierenden Koordinaten ¢ und n zerlegt und zusitzlich das Antriebsmoment
M beriicksichtigt:

Jp § + (cxw + baiw) esing — (cyw + byyw) gcos ¢ — bignw = M . (11)

Die Riickfithrung der Gleichung (11) auf die absoluten Koordinaten xw und yw
gelingt mit Hilfe der geometrischen Beziehungen

Ew = XwCOSp+ ywsing und

Nw = —Xw SIn ¢ + Yw COS ¢ (12)
sowie deren Ableitungen

Ew = XwCOSQ— xw¢@ Sing + yw sing + ywgcose und

fw = —Xw SIN @ — XwP COS ¥ + Yw COS ¢ — yw@ Sin . (13)
Die Dreh-Differentialgleichung wird damit zu

@ + [cxw + badw + bi (kw + yw)] esin g

14
— [eyw + bayw + bi w — xwp)| ecosp = M . (14)
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Zu 2):
Die Eigenkreisfrequenz wy und die kritische Drehzahl betragen
60
wo =t ]— =+319s7 und mp= =2 2> = 43046 min” . (15)
m 27 1 min

Die Berechnung der Stabilititsgrenzdrehzahl ng, bzw. der Grenzkreisfrequenz g,
gelingt einfach und allgemeingiiltig durch Betrachtung der Eigenwerte in der Pol-
ebene: Die Schwingungen sind stabil fiir negative Realteile und instabil fiir positive
Realteile. Fiir den Stabilitdtsgrenzfall ist der Realteil eines Eigenwertes gerade Null,

1=iQg,. (16)
Damit lauten der Ansatz und seine Ableitungen fiir die Losung der homogenen
Biege-DGL

rw = rw et s

Fw = j Qcr fwe'?" und (17)

Fw = —Qg, fy eI
Durch Einsetzen dieser Beziehungen in die homogene DGL zu Gleichung (9),

miw + (by+b) iw + (c = b;jo)rw =0, (18)
ergibt sich

|-mQ8, + (ba+b)Q6r + (c = bij@) | Fw 1% = 0. (19)

Nach Ausschluss der trivialen Losung 7w = 0 wird durch Aufspalten der Glei-
chung (19) in Real- und Imaginirteil sowie durch anschlieendes Einsetzen der sich
aus der Imaginérteilgleichung ergebenden Bedingung fiir g, in die Realteilglei-
chung eine Gleichung fiir die Stabilititsgrenze gewonnen. Unter Beriicksichtigung
der Eigenkreisfrequenz wy betrdgt die Grenzkreisfrequenz

ba
goéQG,:(H;)wo. (20)
Fiir die Stabilitdtsgrenzdrehzahl ng, gilt die Gleichung (20) analog und es ergeben
sich fiir die gegebenen inneren Ddmpfungen b; die folgenden Werte:

ba
nGr = (1 + F)no =00, 1,33ny und 1,75n

21
=00, 4052min~' und 5331 min~'.

Die unendlich grofle Stabilititsgrenzdrehzahl fiir den Rotor ohne innere Ddmpfung
(b;=0) bedeutet, dass sich das System stets stabil verhilt. Bild 2 zeigt die Stabilitéts-
karte, in der die Stabilitdtsgrenzdrehzahlen fiir die gegebenen Dampfungsverhiltnisse
b,/b; abgelesen werden konnen.
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A Qgr/wo bzw. ng,/ng
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E stabil
£ instabil
51T t
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)
1 1,33 1,752
Drehzahlverhiltnis Q/wo bzw. n/ng

Bild 2: Stabilitdtskarte

Die Abhingigkeit der Grenzdrehzahl Qg, vom Verhiltnis der dufleren zur inneren
Diampfung zeigt die Wirkung der beiden unterschiedlichen Dampfungen: Fiir einen
Rotor ohne duBlere, aber mit innerer Dampfung (b, =0, b; > 0) betrigt die Grenz-
drehzahl Qg, = wy. D.h. die innere Ddmpfung wirkt oberhalb der biegekritischen
Drehzahl wg anfachend. Ist der Rotor zusétzlich von auen geddmpft (b,>0), so kom-
pensiert die duflere Dampfungskraft die mit steigender Drehzahl zunehmend stirker
anfachende Wirkung der inneren Ddmpfung im Drehzahlbereich wy < Q < Qg,. Ober-
halb der Grenzdrehzahl, d. h. rechts der Geraden b,/b;=n — 1 im Bild 2, iiberwiegt
die destabilisierende Wirkung der inneren Didmpfung und die Rotorschwingungen
klingen auf. Detailliertere Erlduterungen dazu finden sich in [36, Kapitel 4].

Zu 3):

Bei einem Rotorhochlauf mit konstanter Drehbeschleunigung wird vorausgesetzt,
dass der Motor stark genug ist, um die benétigte Leistung aufzubringen. Dadurch
wird die Dreh-DGL (14) erfiillt und es verbleibt nur die Biege-DGL (9), in die die
konstante Drehbeschleunigung von

b=a (22)

und die damit fiir den Hochlauf aus dem Stillstand ¢y = 0 bei ¢y = 0 geltende
Drehgeschwindigkeit ¢ und der Drehwinkel ¢

o=ar und ¢= %zz (23)
eingesetzt werden:
. a 2
—t
mi + (ba+by) Fy + (¢ = bijat) ryy = —me (ja - a*F)e’ 2 (24)

Die Gleichung (24) kann numerisch, beispielsweise mit Scilab oder Matlab (mit der
Funktion ode45), gelost werden.
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Bild 3 zeigt die erzwungenen Schwingungen bei Unwuchterregung der Rotorhoch-

laufe bei Variation der inneren Dampfung (links) sowie bei Variation der Drehbe-

schleunigung (rechts). Fiir die gegebenen Dampfungen betragen die Dampfungsgrade
b, . b;

D, = =0,03 sowie D;= =0, 0,04 und 0,09. (25)

T 2mwy mwy

Erwartungsgemal sinkt die Stabilitdtsgrenze mit zunehmender innerer Ddmpfung
(Bild 3 links). Im Bild 3 rechts wird deutlich, dass die fiir stationdre Drehzahlen
berechnete Stabilitdtsgrenzdrehzahl auch fiir Hochldufe gilt, vergleiche [10].

Y | @=0.004 wp: £ ! = | D;=0.04:

} 13}... -D;=009 M = 15 —— a=0.004 }

& -' & | — =001}

E ' e

E: = 107

£ £

< < 3l

(] (&)

= <]

) 5]

50 0]

S ¢ —

@ a 0 1 2
Drehzahlverhiltnis n=¢/w Drehzahlverhiltnis n=¢/w

Bild 3: Erzwungene Schwingungen in Hochldufen mit verschiedenen inneren
Dampfungen D; (links) und verschiedenen konstanten Drehbeschleunigun-
gen « (rechts)

Zu 4):

Bei einem Rotorhochlauf mit konstantem Antriebsmoment miissen die gekoppelten
DGLn (9) und (14) numerisch gelost werden. Bild 4 zeigt den Drehzahlverlauf (links)
sowie die Amplituden (rechts) der erzwungenen Schwingungen bei Unwuchterregung
fiir verschieden grofle innere Dampfungen. Dabei kénnen folgende Phinomene
beobachtet werden:

e Der Hochlauf wird an der Resonanzdrehzahl ¢ = wq verzogert (fiir alle darge-
stellten Kurven), weil durch die im Resonanzbereich immer grofler werdenden
Biegeschwingungen des Rotors Energie aus der Drehbewegung abgezogen
und der translatorischen Bewegung zugefiihrt wird (mathematisch beschrieben
durch die Koppelterme in den Biege- und Dreh-DGLn). Dadurch steht dem
Rotor nicht mehr die volle Antriebsleistung zur Verfiigung und die Drehbe-
schleunigung nimmt ab (vergleiche dazu auch die Aufgabe 7.4).

Da die innere Dampfung unterhalb der kritischen Drehzahl auch dampfend
wirkt, kann es bei einem im Verhiltnis zur Gesamtdampfung sehr kleinen
Antriebsmoment passieren (Kurve mit D; =0, 09), dass die gesamte Antriebs-
energie in die Biegung des Rotors transferiert und in den Ddmpfern dissipiert
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Bild 4: Erzwungene Schwingungen in Hochldufen mit konstantem Antriebsmo-
ment bei Variation der inneren Dampfung D;

wird, so dass der Rotor nicht weiter beschleunigt, sondern an der Resonanzdreh-
zahl hiingen bleibt. Die dazugehorige Stabilitdtsgrenzdrehzahl wird gar nicht
erreicht. Angaben zum Mindestantriebsmoment fiir die Resonanzdurchfahrt
duBerlich geddmpfter Rotoren finden sich in [63] bzw. [64].

Je groBer dagegen das Antriebsmoment bzw. je kleiner im Verhiltnis dazu die
innere Ddmpfung ist, desto schneller wird der Resonanzbereich durchfahren
und desto geringer fillt die Verzogerung aus.

e Wird die Resonanzdrehzahl iiberwunden (Kurven mit D;=0und 0,04), ¢/wp>1,
so nehmen die Biegeamplituden wieder ab und die iiberschiissige Energie wird
wieder zuriick in die Rotation tiberfiihrt. Dadurch fihrt der Rotor kurzzeitig
sogar mit einer hoheren Beschleunigung als zuvor hoch.

e Bei fehlender innerer Dampfung (D; =0) verlauft der weitere Hochlauf ereig-
nislos mit sehr kleinen Amplituden (Selbstzentrierung, siehe Aufgabe 5.5) bei
nahezu konstanter Drehbeschleunigung.

e Mit innerer Ddmpfung (Kurve mit D; =0,04) fahrt der Rotor kurzzeitig tiber
die Stabilitdtsgrenzdrehzahl Qg, hinaus, féllt aber wieder zuriick und schwingt
sich schlieBlich an der Stabilitdtsgrenzdrehzahl ein. Auch hier findet wie an der
Resonanzdrehzahl ein Energietransfer von der Rotations- in die Biegebewegung
statt. Weil aber die instabilen Schwingungen nicht wieder abklingen, wird
immer mehr Energie aus der Rotation abgezogen, so dass die Drehzahl sinkt.
Unterhalb der Stabilititsgrenze klingen die Biegeschwingungen dann wieder ab
und die Energie wird zuriick in die Drehbewegung tiberfiihrt. Dann beschleunigt
der Rotor erneut.

Diskussion

Die Amplitude des Rotors beim Hidngenbleiben an der Stabilitdtsgrenze kann aus
der Bilanz zwischen der Antriebsleistung und der Leistung der inneren Dampfung
berechnet werden, siehe [10]. Interessanterweise hiangt sie nicht von der Grofle der
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inneren Dampfung, sondern nur vom Antriebsmoment, der Eigenkreisfrequenz und
der d@uferen Diampfung ab.

In dieser Aufgabe wurde ausschlief3lich eine viskose innere Ddmpfung untersucht,
die die Werkstoffddmpfung von Metallen recht gut abbildet, [36, Kapitel 4]. Fiir die
in der Praxis viel bedeutsamere, da deutlich groBere Fligestellenddmpfung ist diese
Modellierung jedoch unzureichend. Besser geeignet sind in diesem Fall Modelle mit
Coutrowmsschen Reibelementen, fiir die in [36, Kapitel 4] auch die Stabilititsgrenze
hergeleitet wird. Der Artikel [8] vergleicht die An- und Auslaufvorgénge hinsichtlich
des Stabilititsverhaltens fiir drei verschiedene Modellierungen der inneren Damp-
fung.

Innere Dampfung in Rotoren fiihrt zu selbsterregten, instabilen Schwingun-
gen, die zur Zerstorung des Rotors fithren konnen. Daher ist bei der Kon-
struktion auf eine moglichst geringe Werkstoffdimpfung sowie auf eine aus-
reichend feste Ausfiithrung der Scheibensitze zu achten.
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