Abakus

A, Menge der /holomorphen Funktionen. Die Be-
zeichnung ,A“ rithrt daher, dafy holomorphe Funk-
tionen frither hiufig auch als ,,analytische Funktio-
nen“ bezeichnet wurden.

a posteriori-Fehlerabschdtzung, Abschitzung des
Fehlers eines (numerischen) Verfahrens nach
Durchfiihrung des Verfahrens, also mit Kenntnis
der bereits berechneten Werte. Eine typische An-
wendung ergibt sich aus dem / Banachschen Fix-
punktsatz.

a posteriori-Verteilung, statistische Verteilung fiir
eine bedingte Wahrscheinlichkeit, die sich aus der
7/ Bayesschen Formel ergibt. Diese wird in der Ver-
sicherungsmathematik im Rahmen der 7 Credi-
bility-Theorie angewendet, um die individuelle
Risikoerfahrung zu bewerten. Grundlage ist eine
a priori-Verteilung mit Dichte fj, mit einem fiir
das einzelne Risiko festen aber unbekannten Para-
meter A. Aus der Verteilung der durchschnittlichen
Schadenzahl N aller Risiken und der individuellen
Schadenerfahrung ergibt sich die bedingte Wahr-
scheinlichkeit P(IN = n|A = ). Damit bestimmt
man einen Bayes-Schitzer: Die bedingte Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Realisierung A = A ist

PN =n|A =)M)P(A =X
P(A = 1N =m) = = nIL(N:r)l)( z

Dies erméglicht eine genauere Bewertung des indi-
viduellen Risikos. Anwendung findet dies z. B. beim
Schadenfreirabatt in der Kfz-Versicherung,.

a posteriori-Wahrscheinlichkeit, 7 Bayessche
Formel.

a priori-Fehlerabschdtzung, Abschitzung des
Fehlers eines (numerischen) Verfahrens wor
Durchfiihrung des Verfahrens. Eine solche Fehler-
abschiitzung wird daher i. allg. schlechter sein
als eine Aa posteriori-Fehlerabschitzung. Eine
typische Anwendung ergibt sich aus dem /Ba-
nachschen Fixpunktsatz.

a priori-Verteilung, geschiitzte Wahrscheinlich-
keitsverteilung mit einem vorher (a priori) un-
bekannten Verteilungsparameter. Unter Zusatz-
annahmen berechnet man daraus mit Hilfe der
7/ Bayesschen Formel eine 7 a posterio-Verteilung.

a priori-Wahrscheinlichkeit, ~ Bayessche For-
mel.

Abaelardus, Petrus, Abélard, Pierre, franzosi-
scher Philosoph, Theologe und Logiker, geb. 1079
Palais (bei Nantes, Frankreich), gest. 21.4.1142 St.-
Marcel (bei Chalon-sur-Sadne, Frankreich).

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017

G. Walz (Hrsg.), Lexikon der Mathematik: Band 1,
DOI 10.1007/978-3-662-53498-4_1

Abaelardus studierte Philosophie und Theologie
und wurde einer der bedeutendsten Logiker des
12. Jahrhunderts. Mit seiner Lehrmethode ,dicta
pro et contra“ wurde er zum Mitbegriinder der
scholastischen Methode der logischen Disputier-
kunst und trug auch wesentlich zur Griindung der
Pariser Universitit bei. Seine ,Dialectica® enthilt
bereits wichtige Konzepte der scholastischen Lo-
gik wie z.B. eine Bezeichnungstheorie, Analysen
logischer Funktoren und Quantoren sowie eine
Schluftheorie. Er entwickelte eine Termlogik. Da-
nach besteht die Bedeutung eines Satzes im ,,dic-
tum propositionis“, dessen Grundlage die Bezie-
hung zwischen den Dingen ist.

Abaelardus prisentierte eine Inhirenz- und eine
Identititstheorie. In der Wahrheitstheorie unter-
schied er zwischen ,verus®, dem Pridikat von Din-
gen, und ,verum®, dem von Aussagen.

Er definierte den Term ,wahr® als ein Pridikat
von Aussagen wie folgt: p ist dquivalent zu ,Die
Aussage p ist wahr genau dann, wenn der Sach-
verhalt existiert, auf welchen sich p bezieht.

Abakus, Rechengerit, vermutlich babylonischen
Ursprungs, das im europiischen Mittelalter weit
verbreitet von Kaufleuten verwendet wurde und im
ostasiatischen Raum heute weiterhin Anwendung
findet. Auch in vielen anderen Kulturkreisen haben
sich Handrechengerite auf der Grundlage des Aba-
kus bis in die Neuzeit erhalten.

Der friitheste ,Abakus“ war vermutlich eine Re-
chenoberfliche, auf die die Babylonier Sand streu-
ten, um darauf Ziffern, deren Positionen numeri-
sche Werte darstellten, fiir Rechnungen einzugra-
vieren. Der im deutschen giingige Begriff ist vermut-
lich von seiner griechischen Form ,abakos® abge-
leitet, bzw. von einem semitischen Wort wie dem
hebriischen ,jibeq“ (,,Staub wischen“; bzw. als Sub-
stantiv ,abaq“ ,,Staub®). In China spricht man von
der ,Perlen-Rechnung”, die erstmals in einer Kom-
pilation des sechsten Jahrhunderts erwihnt ist. In
einem Werk der Yuan-Dynastie von Liu Yin (1248-
1293) finden sich Merkreime von Algorithmen fiir
die vier Grundrechenarten.

Die in China gingigste 2 | 5 Form bestand aus sie-
benPerlenineiner Reihe, wobeizweifiinfwertige Per-
len durch einen horizontalen Querstab von den rest-
lichen fiinf Einheits-Perlen einer Reihe abgetrennt
sind. Bei Ausgrabungen in der siidchinesischen Pro-
vinz Fujian fanden Archiologen 1987 einen 1 | 5
Abakus als Grabbeigabe eines Ministers, der zwi-
schen 1543 und 1610 lebte. In China und Japan
erfreuen sich heute Schnelligkeitswettbewerbe zwi-
schen Spezialisten und Benutzernvon Taschenrech-
nern grofier Beliebtheit. Eine grofie Zahl von Ver-
einen und Privatleuten beschiiftigt sich dort auch
mit der Konstruktion neuer Formen dieses Rechen-
gerites und dem Entwurf schnellerer Algorithmen.



Abbhildung

Abbildung, Zuordnung f zwischen zwei Mengen
A und B, die jedem Element der Menge A genau ein
Element der Menge B zuordnet.

Mengentheoretisch ist eine Abbildung eine links-
totale rechtseindeutige 7 Relation zwischen zwei
Mengen A und B, d.h. ein geordnetes Tripel
(A, B,f). Die Menge f ist eine Teilmenge von A x B
mit der Eigenschaft, daf} fiir jedes Element x € A
genau ein Element y € B existiert mit (x,y) € f.
Oftmals ist es klar, um welche Mengen A und B es
sich handelt, und die Menge f wird mit der Abbil-
dung (A, B, f) identifiziert.

Die Menge A heifit Definitions- oder Urbild-
bereich, bezeichnet mit D(f) oder Dy, und B heifit
Werte- oder Bildbereich, bezeichnet mit R(f) oder
R¢. Man schreibt auch

f:A—B, x—y

und nennt x + y Abbildungsvorschrift von f. Ist
(x,y) € f, so wird y auch als f(x) bezeichnet. Ist
T C A, so heifit die Menge

f) :={f(x)eB:xeT)

das Bild von T unter der Abbildung f, f(A) heif3t
das Bild von f. Ist hingegen U eine Teilmenge von
B, so heifit die Menge

FUU) = (x €A f(x) € U}

das Urbild von U unter f. Der Graph der Abbildung

f ist die Menge {(x, f(x)) € A x B: x € A}. Geome-
trische Veranschaulichungen dieser Menge werden
ebenfalls als Graph von f bezeichnet.

Beispiel:  Man  betrachte die  Abbildung
f:[-2,2] - R, ® — «2. Der Definitionsbe-
reich besteht aus dem abgeschlossenen Intervall
[—2, 2], der Bildbereich sind die reellen Zahlen.
Das Bild von f ist das abgeschlossene Intervall
[0,4]. Fir T := [-1,0] gilt f(T) = [0,1]. Fir
U = [-1,0.25] gilt f~1U) = [-0.5,0.5]. Die
Abbildung zeigt den Graph der Abbildung f, wobei,
wie iiblich, die horizontale Achse den Definitions-
bereich und die vertikale Achse den Wertebereich
darstellt.

Graph der Abbildung x > X2

Zwei Abbildungen f und g heifien gleich genau
dann, wenn ihre Definitions- und Wertebereiche
identisch sind und sie als Mengen iibereinstimmen,
das heifit f,¢ : A — B, und es gilt f(x) = g(x)
fiir alle x € A. Die Menge der Abbildungen mit
Definitionsbereich A und Wertebereich B wird mit
BA oder F(A,B) bezeichnet. Unter der Komposi-
tion oder Hintereinanderausfithrung zweier Abbil-
dungen fund ¢ mit f : A - B, g : C — D und
f(A) C C versteht man die Abbildung g of : A — D
(lies: g nach f oder ¢ komponiert mit f), definiert
durch

(g of) () = g(f ().

Beispiel: Man betrachte die Abbildungen
fi[-1,1] > R x> x?>und g : [-1,1] - R,
x > 7. Dann gilt

S(=1,1D) =[0,1] € D(g)

und
11
g(-1,1h = [_Z’ Z] S D).

Es ergeben sich die Kompositionen gof :[—1,1]
R, (Gof)(x) =8(f(x) =g(?) = tx? und fog :
[-1.1] = B, (f 0 ©)(&) =f(&(0) =f(5%) = 755°.
Das Beispiel zeigt, dafs die Komposition von Ab-
bildungen i.allg. selbst dann nicht kommutativ ist,
wenn Definitions- und Wertebereich der kompo-
nierten Abbildungen iibereinstimmen.

Das Komponieren von Abbildungen ist hingegen
assoziativ, das heift, fiir drei Abbildungen f:A — B,
g:C—>D,h: E— Fmit fA) CCundg(C) CE
gilt

(hog)of =ho(gof).

Es seien f : A - Bund g¢ : B — (C Abbildun-
gen, I eine Indexmenge, die Mengen S, T, S;, 1 € [
seien Teilmengen von A, die Mengen U, V, U, i € I
seien Teilmengen von B, und W sei eine Teil-
menge von C. Dann gelten die folgenden Gesetze
beziiglich Abbildungen und verschiedenen Ver-
kniipfungsoperationen von Mengen:

SENT) € fSNFD),

f<ﬂsi> < (6o,
iel iel
SEUTD) = fSULAD),

f(U&) = [Jseso.

iel iel

Fraoynf ),

! (ﬂw) = (/1w
iel iel

fFlunv



Abbildung

A uftw,
! (U Ui> U@,
iel iel

fUENOy < U LSO 28,
FHUN\Y) = O\,
o) Tw) = flg twy).

fFiuuv)

Das folgende Beispiel zeigt, daf} sich i.allg. die Teil-
mengenbeziehungen nicht durch eine Gleichheit
ersetzen lassen. Fiir die Abbildung f : {1,2} —
{12}, f(D) = f(@ = 1, ist f{1}N{2) =¥ C
{1} = fA1) nfA2Y, FU1AL2D) = (1) € (1, 2),
SR =1{1,2 2 (1),

Oft veranschaulicht man sich den Zusammen-
hang zwischen Abbildungen in einem Abbildungs-
diagramm. Im einfachsten Fall wird eine Abbildung
f: A — B dargestellt:

AL B

Sind Abbildungen f : A — B, g : B — C, h :
A — (), gegeben, so lassen sie sich als folgendes
Diagramm darstellen:

R

Q

Gilt dabei h = g of, so nennt man das Diagramm
kommutativ und deutet dies manchmal durch das
Symbol ) im Innern des Diagramms an.

In dhnlicher Weise lassen sich sehr komplizierte
Beziehungen zwischen Abbildungen in Diagram-
men darstellen. Ein (Teil-)Diagramm wird kommu-
tativ genannt, wenn fiir je zwei Mengen A und B
des (Teil-)Diagramms und je zwei Wege ¢ und
in Pfeilrichtung von A nach B gilt, dafy die Hin-

tereinanderausfithrung der Abbildungen entlang ¢
gleich der Hintereinanderausfithrung der Abbildun-
gen entlang v ist.

Abbildungen mit spesiellen Eigenschaften (man
vergleiche hierzu auch die jeweiligen speziellen
Stichwortartikel):

Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv genau
dann, wenn f(A) = B, das heifst, wenn der Werte-
bereich von f mit dem Bild von f iibereinstimmt.
Man spricht dann auch von einer Abbildung auf die
Menge B und schreibt f : A — B. Die surjektiven
Abbildungen sind genau die bitotalen rechtseindeu-
tigen 7 Relationen. f heifit injektiv (oder auch ein-
eindeutig, Injektion, Einbettungsabbildung, Einbet-
tung, Inklusionsabbildung, Inklusion) genau dann,
wenn fiir alle y € B gilt, dafl #~1({y}) € {0, 1}, das
heifit, jedes Element des Bildbereiches von f ist
das Bild hochstens eines Elementes des Urbildbe-
reiches von f. Man schreibt dann auch f: A < B.
Die injektiven Abbildungen sind genau die links-
totalen eineindeutigen Relationen.

Die Abbildung f heif3t bijektiv genau dann, wenn
sie sowohl surjektiv als auch injektiv ist. Die bijek-
tiven Abbildungen sind genau die bitotalen einein-
deutigen Relationen. Ist A eine Teilmenge von B, so
heifst die Abbildung i : A — B, x + «x Inklusions-
abbildung (oder auch Einbettungsabbildung, Inklu-
sion, Einbettung) von A in B. Gilt sogar A = B, so
schreibt man I, := Id, := 1 und nennt I, die Iden-
titat (auch identische Abbildung, Eins-Abbildung)
auf A. Eine Abbildung f: A — B (A C B nicht lin-
ger vorausgesetzt) ist genau dann surjektiv, wenn
es eine Abbildung g : B — A gibt, so daf} fog = Ip;
f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung
g : B— A gibt, so dafl g o f = I,. Ist f sogar bijek-
tiv, so stimmen die durch Surjektivitidt und Injekti-
vitit gegebenen Abbildungen iiberein. Die so erhal-
tene Abbildung wird mit f~! : B — A bezeichnet
und die Umkehrabbildung (bzw. Umkehrfunktion,
inverse Abbildung) von f genannt.

Beispiele:

Die Abbildung s : {1,2} — {4, 5, 6}, 0 > x+ 3 ist
injektiv, jedoch nicht surjektiv. Fiir die Abbildung
s;: {4,5,6) = {1,2}, si(4) = 1, s;(5) = s1(6) = 2
gilt s; o s = Ij1 ). Jedoch gibt es keine Abbildung
sr: {4,5,6} — {1, 2} mitsos, = Ij4 5. Umgekehrt
ist die Abbildung s; surjektiv, jedoch nicht injektiv.
Es gibt somit keine Abbildung sy : {1,2} — {4, 5, 6}
mit s;; o8; = 1{4,5,6}

Die Abbildung f: {1,2,3} — {4,5,6},x > x+3
ist bijektiv und hat die Umkehrabbildung -1 :
{4,5,6} - {1,2,3}, x> x — 3.

Eine Abbildung mit der leeren Menge als Defini-
tionsbereich heifit leere Abbildung. Der Graph
einer solchen Abbildung ist ebenfalls die leere
Menge. Eine Abbildung f : A — B heifit genau
dann konstant, wenn das Bild von f aus genau



Abbildung auf eine Menge

einem Element des Wertebereichs besteht. Bei-
spiel: f: R — R, x> —1.

f : A — B heifit multivariate Abbildung, Ab-
bildung von n Variablen, oder n-stellig, n € N,
genau dann, wenn A Teilmenge des kartesischen
Produktes My x --- x M,, der n Mengen My, ... M,
ist. Man schreibt dann oft f(xq,...,x,) anstatt
S(@er, oo, xm)).

Ein Beispiel fiir eine n-stellige Abbildung ist die
euklidische Norm N : R" — R/,

N, o) = (&5 4o

Ist G eine Gruppe, soistp : ZxG — G, (k, g) — gk
ein Beispiel fiir eine zweistellige Abbildung. Ist F
der Graph einer Abbildung f : A — B, so sind die
Projektionen

w1 F— A, m(x,f(x) =«
und
5 F— B, m(x, f(x) =f(x)

weitere Beispiele fiir zweistellige Abbildungen.

Die Abbildung ¢ : C — B heifit Einschrinkung
der Abbildung f : A — B genau dann, wenn C eine
Teilmenge von A ist und g(x) =f(x) fiir alle x € C
gilt. Man schreibt ¢ = f|C (lies: f eingeschrinkt
auf C). Umgekehrt wird dann f als Fortsetzung der
Abbildung g bezeichnet.

Beispiel: Die konstante Funktion h : RT — {1,
0,1}, & +— 1 ist eine Einschrinkung der Sig-
numfunktion sign : R — {—1,0, 1}.

Eine Abbildung f, deren Definitionsbereich aus
den natiirlichen Zahlen besteht, heifit Folge. Ubli-
che Bezeichnungen sind f = (an)nen, = (ao, a1,
as,...). Auch Abbildungen, deren Definitions-
bereich zwar abzdhlbar und linear geordnet, jedoch
von den natiirlichen Zahlen verschieden ist, wer-
den gelegentlich als Folge bezeichnet. Ist der De-
finitionsbereich eine endliche Menge, so wird die
Abbildung manchmal als endliche Folge bezeich-
net.

Beispiele fiir Folgen sind

B+ 1) + Dpey, = 4, 7,10, ...),

(3)nery = (1, 35 o),

( p)pe{p:p ist Primzahl} = (4,27,3125,...),

CR)pez = (..., —=2,0,2,...),

(-1,-3.0,3.1).

Soll hervorgehoben werden, dafy es sich beim
Wertebereich der Abbildung F : I — M um eine
Menge von Mengen handelt, so wird die Menge |
hiufig Indexmenge genannt und F als eine Familie
von Mengen bezeichnet. Man schreibt F dann auch
in der Form F = (M;);er, wobei M; := F(i) gesetzt
wird.

Beispiel einer Familie von Mengen ist ({k € Z :
[R| < nPnen.

Abbildung auf eine Menge, surjektive Abbildung,
eine A Abbildung f : A — B mit f(A) = B, das
heifdt, der Wertebereich von f ist mit dem Bild von
f identisch.

Abbildung einer zweidimensionalen Schnittfla-
che, Poincaré-Abbildung einer zweidimensionalen
symplektischen Schnittfliche in der Nihe einer ge-
schlossenen Integralkurve in einer dreidimensio-
nalen 7 Energichyperfliche eines Hamiltonschen
Systems auf einer vierdimensionalen /symplekti-
schen Mannigfaltigkeit.

Diese Abbildung operiert auf der zweidimensio-
nalen Schnittfliche symplektisch, also flichentreu,
und ihre Fixpunkte entsprechen geschlossenen In-
tegralkurven in der Nihe der vorgegebenen. Fiir
Poincaré war dies der Ausgangspunkt fiir seinen
sog. geometrischen Satz, der spiter in A/ Arnolds
Vermutung stark verallgemeinert wurde.

Abbildung von n Variablen, eine 7 Abbildung f :
A — B derart, dafy A Teilmenge des kartesischen
Produktes My x --- x M), der n Mengen My, ... My
ist. Man schreibt dann oft f(x1, ..., xy) anstelle von
S, ... ).

Abbildung zwischen Flachen, gesondert zu be-
trachtende Art von Abbildungen. Unter den Fli-
chenabbildungen sind von besonderem Interesse
(a)isometrische Abbildungen oder 2 Abwicklungen,
(b) 2 Ahnlichkeitsabbildungen,

(c) winkeltreue oder 7 konforme Abbildungen,
(d) 7 affine Abbildungen,
(e) flichentreue oder inhaltstreue Abbildungen.

Zur analytischen Beschreibung einer Abbil-
dung f: F — F dienen Parameterdarstellungen
@y, us) und ®(uq, us), die auf dem gleichen Para-
meterbereich U ¢ R? definiert sind. In diesen Pa-
rametern wird f als differenzierbare Abbildung von
U in sich durch ein Paar ©y = uq(uq,up), sy =
o (uy,up) differenzierbarer Funktionen beschrie-
ben. Wihlt man statt der Bezeichnung E, F, G (bzw.
E, F, G) fir die Koeffizienten die Indexschreib-
\_Neise g_u = E, %12 = (2_21_: F, ggg = G (bzw.
g1 = E, 812 = @21 = F, 820 = G), so transfor-
miert sich die erste Gauflsche Fundamentalform F
nach der Formel

iy, up) =
2 oy (ug, uz) dus(uy, uz)
= 5 < (ilg. @t i
TYSZ:]or,s( 1 2) aui Buj

wobei g7 5 die Koeffizienten der beziiglich der Koor-
dinaten (i1, u,) gebildeten ersten Fundamental-
form sind.

Die folgende Tabelle enthiilt die Charakterisie-
rungen der verschiedenen Abbildungstypen an-



Abbildungsgrad

hand der Koeffizienten g;; und g;;. Eine Abbildung
ist

o isometrisch, wenn g; = g;; gilt,

e cine Ahnlichkeitsabbildung, wenn g; = c? gij gilt

mit einer Konstanten c,

o winkeltreu, wenn g; = czgij gilt, wobei ¢ jetzt
vom Punkt abhingen darf,

e affin, wenn die /7 Christoffelsymbole gleich sind:
rk —=rk

ij i

e geoditisch, wenn geoditische Linien in geoditi-

sche Linien iiberfiihrt werden,

inhaltstreu, wenn det (éu) = det (gl]) gilt und

im wesentlichen inhaltstreu, wenn det (;,_5,]) =

c? det (g;;) gilt mit einer Konstanten c.

Abbildung zwischen Riemannschen Mannigfaltig-

keiten, Sammelbegriff, der insbesondere die im

folgenden erklirten Isometrien, isometrischen

Immersionen und Einbettungen, konformen Abbil-

dungen und konformen Immersionen und Einbet-

tungen beinhaltet.

Es seien (M,g) und (N,h) Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten mit den metrischen Fundamental-
formen ¢ und h. Eine Abbildung f : M — N
heifit isometrische Immersion, wenn die lineare
tangierende Abbildung f, in den Tangentialriumen
als isometrische Einbettung wirkt, d.h., wenn fiir
alle Punkte x € M und alle Tangentialvektoren
t, s € Ty (M) die Bedingung

h(f(0.£(s) =g (L 9) ®

erfiillt ist, und eine isometrische Einbettung, wenn
sie auflerdem eine bijektive Abbildung auf eine
Untermannigfaltigkeit M C N ist. Bildet f zudem
M bijektiv auf N ab, und ist f, eine bijektive Ab-
bildung der Tangentialriume, so nennt man f eine
Isometrie von M und N.

Zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten heiflen
isometrisch, wenn eine isometrische Abbildung der
einen auf die andere existiert. Die Verkniipfung
fi of zweier Isometrien fi,f:M —> M ist ebenso
wie die inverse Abbildung ff] wieder eine Iso-
metrie. Daher bildet die Menge aller Isometrien
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M in sich
eine Gruppe, die [sometriegruppe I(M).

Gilt anstelle von (1) die allgemeinere Bedingung

h(£(0.£() = 28 (¢ 5

mit einer positiven reellen Funktion » : M — R,
so nennt man f eine konforme oder winkeltreue
Abbildung oder auch konforme Immersion. Kon-
forme Diffeomorphismen und die konforme Gruppe
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit definiert man
analog zu den Isometrien und der Isometriegruppe
und konforme Einbettungen analog zu den isome-
trischen Einbettungen. Einfachste Beispiele kon-

former Abbildungen sind 2 Ahnlichkeitsabbildun-
gen zwischen Fliachen.

Die einfachsten Beispiele nichtlinearer konfor-
mer Abbildungen sind die stereographische Projek-
tion und die polare Inversion der Ebene, d.h. die
Spiegelung der Ebene am Einheitskreis.

Zu erwiihnen sind auch affine und geoditische
Abbildungen zwischen Riemannschen Mannigfal-
tigkeiten. Erstere bilden geoditische Linien unter
Erhalt des affinen Parameters in geoditische Linien
ab. Man nennt sie auch affine Transformationen.
Bei geoditischen Abbildungen bleiben geoditische
Linien ebenfalls erhalten. Die Forderung nach Er-
halt des affinen Parameters wird jedoch nicht ge-
stellt.

Unter den Abbildungen, die weder injektiv noch
konform noch isometrisch sind, sind Riemannsche
Submersionen von Interesse. Das sind surjektive
Abbildungen f : M — N, fiir die auch f, sur-
jektiv ist und die die Bedingung (1) nur fiir sol-
che Vektoren t, s € T(M) erfiillen miissen, die auf
den Tangentialriumen der Untermannigfaltigkei-
ten f~l(y) ¢ M (fir y € N), die man auch die
Fasern von f nennt, senkrecht stehen.

Abbildung zwischen Vektorverbanden, spezielle
Abbildungen.

Sind X und Y 2 Vektorverbinde, so heifit ein line-
arer Operator T : X — Y positiv, wenn

x>0 = Tx=>0,

und T heif’t reguldr, wenn T Differenz zweier positi-
ver Operatoren ist. [st Y 2 Dedekind-vollstindig, so
ist der Vektorraum L" (X, Y) aller reguliren Opera-
toren seinerseits ein Dedekind-vollstindiger Vek-
torverband. T heifit Verbandshomomorphismus,
wenn stets T'(x Vy) = Twx v Ty gilt; ein bijektiver
Operator ist genau dann ein Verbandshomomor-
phismus, wenn T und T~ positiv sind.

Ist T ein positiver Operator zwischen 2/ Banach-
Verbdanden, so ist T automatisch stetig; daher ist
auch jeder regulire Operator stetig, aber i.allg.
ist nicht jeder stetige Operator regulir. Wenn Y
Dedekind-vollstandig ist, definiert

TNl == NITT = sup{ll [Tlx || : Jle]] < 1}

eine Banach-Verbandsnorm auf L"(X,Y), die re-
gulire Norm genannt wird. Fiir einen Dedekind-
vollstindigen AM-Raum Y (A AL- und AM-Ridume)
ist stets L' (X,Y) =L(X,Y).

[1] Aliprantis, C. D.; Burkinshaw, O.: Positive Operators. Aca-
demic Press New York, 1985.
[2] Schaefer, H. H.: Banach Lattices and Positive Operators.
Springer Berlin/Heidelberg, 1974.
Abbildungsdiagramm, 7 Abbildung.
Abbildungsgrad, auch Brouwerscher Abbildungs-
grad genannt, funktionalanalytisches Hilfsmittel,



Abbildungskeim

um die Existenz von Lésungen « fiir Probleme der
Form f(x) = y nachzuweisen, wobei f : U — R",
UcCR"

Der Abbildungsgrad ordnet dem Tripel (f, U,y)
eine ganze Zahl zu, deren Betrag im wesentlichen
gleich der Anzahl der Lésungen obiger Gleichung in
U ist. Man vergleiche auch das Stichwort 2 Leray-
Schauderscher Abbildungsgrad.

Abbildungskeim, Aquivalenzklasse differenzier-

barer reeller Funktionen (es kéonnen problemab-
hingig auch andere Forderungen an die Funktio-
nen gestellt werden) auf einer Mannigfaltigkeit M
unter folgender Aquivalenzdefinition:
Fiir einen Punktp € M heifien zwei reellwertige dif-
ferenzierbare Funktionen, die auf Umgebungen um
p definiert sind, dquivalent, falls es eine Umgebung
von p gibt, auf der die beiden Funktionen iiber-
einstimmen. Eine solche Aquivalenzklasse heif3t
Keim differenzierbarer Funktionen auf M bei p, die
Menge dieser Keime wird bezeichnet mit &,(M).

Mit der Addition und Skalarenmultiplikation fiir
reellwertige Funktionen bildet &,(M) einen (reel-
len) Vektorraum. Nimmt man zusitzlich die Mul-
tiplikation reellwertiger Funktionen hinzu, erhilt
man eine (reelle) Algebra.

Abbildungsradius, Kennzahl eines einfach zu-
sammenhidngenden Gebietes: Der Abbildungsra-
dius des einfach zusammenhiingenden 7 Gebietes
G # C beziiglich eines Punktes a € G ist definiert
durch

0(G,a) :=1/h'(a),

wobei h die eindeutig bestimmte /' konforme Abbil-
dung von G auf E = {2 € C: |zg] < 1} mit h(a) =0
und h'(«) > 0 ist. Man setzt noch o(C, a) := oo fiir
alle a € C.

Ist G # Cund a € G, so gibt es genau eine
konforme Abbildung f von G auf eine Kreisscheibe
B, (0) mit f(a@) = 0 und f'(@) = 1. Es gilt dann
0 = 0(G, a). Weiter gilt der folgende Monotoniesatz:

Sind G und G einfach susammenhdiingende Ge-
biete mit G C G, so gilt Q(@, a) < 0(G, ) fiir alle
aeQ.

Abbruchfehler, der Fehler, der verbleibt, wenn
ein numerisches Verfahren nach Erfiillen eines
A Abbruchkriteriums oder nach einer /1 Abbruch-
regel die (niherungsweise) Berechnung eines Wer-
tes beendet.

Meist entsteht diese Situation dann, wenn ein
Wert angenihert werden soll, der selbst gar nicht
in endlicher Zeit berechnet werden kann, beispiels-
weise /e oder M.

Abbruchkriterium, mathematisches Kriterium,
das bei Eintreffen (Giiltigkeit) zum Abbruch eines
sequentiellen bzw. iterativen Verfahrens fiihrt.

Dies kann beispielsweise das Unterschreiten
einer gewissen Fehlerschranke oder auch das Uber-

schreiten einer vorgegebenen Anzahl von Itera-
tionsschritten sein.

Abbruchregel, Regel fiir den Abbruch einer
Schleife. Enthilt ein Programm eine Iteration, das
heif3t eine Schleife, die gewohnlich als Zihlschleife
oder als Bedingungsschleife realisiert ist, oder eine
Rekursion, so muf} in jedem Fall definiert sein,
wann die Iteration oder Rekursion beendet ist, da
man ansonsten in eine Endlosschleife eintritt. Die
Bedingung, die das Beenden der Iteration oder Re-
kursion regelt, heifsit Abbruchregel.

Bei einer Zihlschleife findet der Abbruch nach
Erreichen einer bestimmten laufenden Nummer
statt, bei einer Bedingungsschleife oder einer Re-
kursion miissen in der Regel bestimmte Bedingun-
gen erfiillt sein.

abc-Vermutung, auf Oesterlé und Masser (1986)
zuriickgehende zahlentheoretische Vermutung:

Zujedem & > 0 gibt es eine effektiv berechenbare
Konstante K(e) derart, dafs fiir beliebige ganse
Zahlen a,b,c mit a +b = ¢ und g8T(a,b,c) = 1
die Ungleichung

1+e

[1» (1)

plabe

max{lal, |b], [e|} < K(e)

richtig ist.

Das Produkt in (1) ist der sog. quadratfreie Kern
von abe; es erstreckt sich iiber alle Primfaktoren
von abce, wobei jeder nur einmal gezdhlt wird.

Die abe-Vermutung wurde anléfilich einiger von
Szpiro durchgefiihrter Untersuchungen iiber ellip-
tische Kurven mit der Gleichung

¥y =x(x—a)x+b) (2)

aufgestellt. Aus der abe-Vermutung lassen sich

einige allgemeine Endlichkeitssiitze iiber Diophan-

tische Gleichungen herleiten, z. B.:

1.die Fermat-Catalansche Gleichung besitzt nur
endlich viele ganzzahlige Losungen,

2.die Catalansche Gleichung (A Catalansche Ver-
mutung) besitzt nur endlich viele ganzzahlige Lo-
sungen,

3.es gilt die Mordellsche Vermutung mit effektiv
berechenbaren Konstanten,

um nur einige wenige zu nennen.

1. ist noch offen, 2. wurde 1976 von Tijdeman be-
wiesen, und die Mordellsche Vermutung folgt aus
einem 1983 publizierten Satz von Faltings; aller-
dings liefert Faltings’ Resultat keine effektiven obe-
ren Abschiitzungen fiir die Anzahl der Losungen.

Die Tatsache, daf} einige Konsequenzen der abe-
Vermutung bereits als schwierig zu beweisende
Sitze bekannt sind, erhoht einerseits den Reiz und
die Plausibilitit der abc-Vermutung, und deutet
andererseits darauf hin, daf} ein Beweis der abe-
Vermutung ziemlich aufwendig sein diirfte.
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Da die abe-Vermutung keine Aussage iiber die
Grofie der Konstanten K(e¢) (aufier der effektiven
Berechenbarkeit) enthilt, ist es nicht moglich, sie
durch computergestiitzte Rechnungen plausibel zu
machen oder zu widerlegen.

Ein Beweis der abc-Vermutung steht zur Zeit
(Ende 1999) noch aus.

Abel, Konvergenzkriterium von, Kriterium zur
Uberpriifung der Konvergenz einer Reihe.

Um die Konvergenz einer Reihe mit beliebi-
gen Gliedern zu erkennen, wird man zunichst
iiberpriifen, ob sie sich mit Hilfe der absoluten
Konvergenz (M absolut konvergente Reihe, /7 Kon-
vergenzkriterien fiir Reihen) erschlieflen Lifit. Ist
das nicht moglich, oder ist die Reihe nicht absolut
konvergent, so stehen zur Feststellung der etwai-
gen Konvergenz der Reihe der direkte Konvergenz-
nachweis, das 2 Cauchy-Konvergenzkriterium fiir
Reihen und das 7 Leibniz-Kriterium zu Verfiigung.
Ein weiteres — in seinen Grundgedanken auf Niels
Henrik Abel zuriickgehendes — Kriterium, das bei
vielen wichtigen Typen von Reihen herangezogen
werden kann, ist:

Ist die Rethe Y02 a, konvergent und die Folge
(b,) monoton und beschrcinkt, so konvergiert auch
die Rethe

[ee]
Zavbv.

v=0

Man hat auch eine entsprechende Aussage fiir
Agleichmiflige Konvergenz. (7 Konvergenzkrite-
rien fiir Reihen).

[1] Heuser, H.: Lehrbuch der Analysis, Teil 1. Teubner-Verlag
Stuttgart, 1993.

[2] Kaballo, W.: Einfiihrung in die Analysis I. Spektrum Aka-
demischer Verlag, 1996.

[3] Walter, W.: Analysis 1. Springer-Verlag Berlin, 1992.

Abel, Niels Henrik, norwegischer Mathematiker,
geb. 5.8.1802 Findg (bei Stavanger), gest. 6.4.1829
Froland (bei Arendal).

Abel wurde als Sohn eines Pfarrers geboren.
Zunichst besuchte er die Kathedralschule in Chri-
stiania (heute Oslo). Dort erkannte sein Lehrer
Bernt Michael Holmboe sein Talent und forderte
ihn. So wurde Abel durch Holboes Empfehlungen
1821 an der Universitit Christiania immatrikuliert.
1825 erhielt Abel ein Stipendium fiir eine zwei-
jihrige Reise nach Europa. In Berlin traf er zu-
nichst den Ingenieur und Amateurmathematiker
2 Crelle, dem er half, das neu gegriindete , Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik® heraus-
zugeben. Ein Jahr spiter, 1826, reiste Abel dann
weiter nach Paris. Hier fand er aber nicht den er-
hofften Anschlufy an das wissenschaftliche Leben
der Stadt. Enttduscht trat er Ende 1826 wieder die
Heimreise an. Auch Crelle konnte ihn nicht dazu

bewegen, in Berlin zu bleiben. In Norwegen gelang
es ihm nicht, eine gesicherte Stellung zu finden.
Abel starb im Alter von nur 26 Jahren an Tuber-
kulose.

Abels wichtigste Arbeiten befassen sich mit der
Auflosung algebraischer Gleichungen, den Eigen-
schaften elliptischer Funktionen und der Konver-
genz unendlicher Reihen. Schon als Schiiler be-
schiftigte ihn die Auflésbarkeit von algebraischen
Gleichungen von fiinftem und héherem Grad durch
Radikale. 1824 bewies er, unter Einfluf} der Arbei-
ten von A Lagrange und 7 Gauf}, aber unabhingig
von Ruffini, die Unmoglichkeit der Auflosbarkeit.

Durch den Gebrauch gruppentheoretischer Me-
thoden gelangte er auch zu neuen Erkenntnissen
iiber die Natur der Aelliptischen Integrale. Fast
gleichzeitig mit Jacobi betrachtete er deren Um-
kehrfunktionen und erkannte die Doppelperiodi-
zitit dieser (elliptischen) Funktionen. In Paris fand
er wichtige Verallgemeinerungen des Additions-
theorems fiir elliptische Integrale.

Wihrend seiner Zeit in Berlin beschiftigte er sich
mit der Konvergenz unendlicher Reihen und be-
wies den nach ihm benannten 2 Abelschen Grenz-
wertsatz.

Abel, Satz von, besagt, daf} die allgemeine Glei-
chung vom Grad > 5 nicht durch Radikale 16s-
bar ist. Dies bedeutet, daf} es keinen Losungsalgo-
rithmus gibt, der auf eine beliebige Gleichung vom
Grad > 5 angewendet, ihre Nullstellen durch eine
Abfolge rationaler Operationen und k-tes Wurzel-
ziehen (auch Bildung von Radikalen genannt) aus
den Koeffizienten der Gleichung bestimmt.

Der Beweis benutzt die Galois-Theorie. Die
Galoisgruppe der allgemeinen algebraischen Glei-
chung vom Grad n ist die symmetrische Gruppe
S, von n Elementen. Fiir n > 5 ist die S,, eine
nicht auflosbare Gruppe. Eine Gleichung ist jedoch
genau dann durch Radikale auflésbar, wenn ihre
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Galoisgruppe auflésbar ist. Deshalb existiert kein
Losungsalgorithmus. Im Gegensatz hierzu sind die
Gruppen S, S3 und Sy auflésbar. Dementspre-
chend gibt es fiir Gleichungen des Grades zwei, drei
und vier Losungsalgorithmen. Fiir den Grad zwei
sind es die bekannten Losungsformeln der quadra-
tischen Gleichung, fiir den Grad drei die 2 Carda-
nischen Losungsformeln.

Abélard, Pierre, / Abaelardus, Petrus.

abelsche Differentialgleichung, gewshnliche Dif-
ferentialgleichung, benannt nach Niels Henrik
Abel. Man unterscheidet folgende Fille: Fiir Funk-
tionen fy,f1,/>,f3 heifit die gewohnliche Differen-
tialgleichung erster Ordnung

¥ (%) = o)+ 1 () () +f2 (0)y* () +.f3 (o) ()

abelsche Differentialgleichung erster Art. Mit wei-
teren Funktionen g, g1 heifit die gewohnliche Dif-
ferentialgleichung

3
(€0 + &1 @)Y @) = Y fuloy* )

k=0

abelsche Differentialgleichung zweiter Art. Zu ein-
zelnen Spezialfillen hat Abel Losungen gefunden,
i. allg. ist die abelsche Differentialgleichung jedoch
nicht geschlossen integrierbar.

[1] Kamke, E.: Differentialgleichungen, Losungsmethoden
und Losungen 1. B. G. Teubner Stuttgart, 1977.
abelsche Eichgruppe, Eichgruppe, deren Grup-
penoperation abelsch, d. h. kommutativ ist (/abel-
sche Gruppe).

Eichgruppen, die diese Eigenschaft nicht besit-
zen, bezeichnet man demgemaif} als nichtabelsche
Eichgruppen.

Beispiele hierzu: Die wichtigste abelsche Eich-
gruppe ist die der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung, es ist die kompakte eindimensionale abel-
sche Gruppe U(1). Sie beschreibt die Wechselwir-
kung von geladenen Teilchen durch den Austausch
von Photonen.

Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ist die Gruppe
SU(n) nichtabelsch und findet ebenfalls als Eich-
gruppe in der Physik Verwendung; fiir n = 3 fiihrt
sie zur Quantenchromodynamik, der Theorie der
Quark-Teilchen.

abelsche Erweiterung, cine Galoissche Erweite-
rung eines Korpers mit abelscher Galois-Gruppe.

Eine abelsche Erweiterung des Korpers Q der
rationalen Zahlen heif3t abelscher Korper.

Jeder quadratische Zahlkorper und jeder Kreis-
teilungskorper ist ein abelscher Korper. Nach dem
Satz von Kronecker-Weber ist auch umgekehrt jede
abelsche Erweiterung von Q ein Unterkorper eines
Kreisteilungskorpers bzw. isomorph zu einem sol-
chen.

abelsche Folge, dem Aabelschen Operator zu-
gehérige A Basisfolge {x(x —an)" 1, n € Ny}. Die
abelsche Folge erfiillt folgende Binomialidentitiit:

@+ +y—an)"!
(1 ni—1 ~\n—i—1
= <i>x<x — )yl — an — i1,

=0

wobei (?) die /' Binomialkoeffizienten sind.
abelsche Gruppe, Gruppe G, bei der die Gruppen-
operation kommutativ ist.
Meist wird dann die Gruppenoperation mit dem
Pluszeichen + geschrieben. Die Gruppe ist also
abelsch genau dann, wenn fiir alle a, b € G gilt:

a+b =b+a.

abelsche Integralgleichung, spezielle Volterra-
Integralgleichung erster Art der Form

[ Gx.y)

flx) = m<ﬂ0’)dy

mit B € (0, 1). Dabei sind G und f gegeben, und ¢
ist zu bestimmen.

abelsche Kategorie, cine additive Kategorie, in
der
(1) jeder Morphismus einen Kern und einen Kokern
besitzt und
(2) jeder Monomorphismus ein Kern und jeder Epi-
morphismus ein Kokern ist.

In einer abelschen Kategorie kann jeder Mor-
phismus ¢ : A — B aus einem Epimorphismus,
gefolgt von einem Monomorphismus zusammenge-
setzt werden.

Genauer gilt: Es existiert eine Sequenz

K4 a2 %BS5
wobei p der Kern von ¢, n der Kokern von u, v der
Kern von ¢ und ¢ = v o 5. Das Objekt I wird auch
als das Bild von ¢ bezeichnet.

Das Standardbeispiel einer abelschen Kategorie
ist die Kategorie der abelschen Gruppen. Die Mor-
phismen sind die Gruppenhomomorphismen. Sie
bilden selbst eine abelsche Gruppe unter der punkt-
weisen Addition. Das Nullobjekt ist die Gruppe, die
nur aus dem neutralen Element besteht. Der Kern
eines Morphismus f : A — B ist die Einbettung des
gruppentheoretischen Kerns

{fx €A f(x) =0}.

Der Kokern ist die natiirliche Faktorabbildung
B — B/Imf.

Weitere Beispiele sind die Kategorie der Module
tiber einem kommutativen Ring und die Kategorie
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der Garben abelscher Gruppen iiber einem topolo-
gischen Raum.

abelsche Lie-Algebra, Lie-Algebra, bei der das
Lie-Produkt kommutativ ist.

Beispiel: Die Algebra, die sich aus der Trans-
lationsgruppe des Euklidischen Raums ergibt, ist
eine abelsche Lie-Algebra, da sich auch bei Ver-
tauschung der Reihenfolge mehrerer Translationen
dieselbe Gesamtabbildung ergibt.

Das Lie-Produkt zweier Elemente a,b der Lie-
Algebra wird meist mit [«, b] bezeichnet.

Jede Lie-Algebra ist definitionsgemify antikom-
mutativ, d. h.

la,b] = —[b,a].

Die Kommutativitit fiir die abelschen Lie-Algebren
bedeutet jedoch [a,b] = [b,a]. Beides gemein-
sam ergibt, dafy das Lie-Produkt einer abelschen
Lie-Algebra stets identisch verschwindet. Folglich
spielt dieser Begriff nur im Wechselspiel mit nicht-
abelschen Lie-Algebren (z. B. der Algebra der rdaum-
lichen Drehungen) eine echte Rolle.

abelsche Matrix, eine unendliche Matrix ((ay))
mit

i

YTy
fiir alle ¢ und j. Sie besitzt unendlich viele vonein-
ander linear unabhingige Inverse.

abelsche Varietit, eine zusammenhingende kom-
plette 7 algebraische Varietiit A mit einer Gruppen-
operation A x A — A, die durch einen Morphismus
von algebraischen Varietiten m : A x A — A (Mul-
tiplikation) und i : A — A (Inverse) gegeben wird.
Das einfachste Beispiel sind A elliptische Kurven.

Aus der Komplettheit folgt bereits, dafy die Grup-

penoperation kommutativ ist. Jede abelsche Varie-
tit besitzt eine projektive Einbettung.
Jeder Morphismus ¢ : A — B der den abelschen
Varietiten zugrundeliegenden Varietiten hat die
Form ¢(x) = ¢y(x) + b, wobei ¢, ein Morphismus
ist, der die Gruppengesetze respektiert. Insbeson-
dere ist also durch den Nullpunkt das Gruppenge-
setz auf A schon eindeutig bestimmt.

Nimmt man als Grundkérper den der komplexen
Zahlen, so kann man eine analytische Theorie ent-
wickeln, die historisch tatsichlich zuerst entstan-
den ist. Die zugrundeliegende komplexe Mannigfal-
tigkeit von A ist eine kompakte kommutative Lie-
Gruppe, also liefert die Exponentialfunktion aus
der Theorie der Lie-Gruppen einen Isomorphismus
V/T 5 A, wobei V ein komplexer Vektorraum ist,
g=dimV=dim(A), und I ein Gitter in V (d.h. eine
endlich erzeugte Untergruppe so, dal ' ® R — V
bijektiv ist), also ein komplexer Torus.

Eine projektive Einbettung von A induziert eine
Kihlermetrik auf A (und auf V), deren Imaginiirteil

eine ganzzahlige Kohomologieklasse reprisentiert.
Durch “Mittelwertbildung” kann man annehmen,
daf} die auf V induzierte Metrik konstant ist. Daher
besitzt V eine positiv definite Hermitesche Form
H, deren Imaginiirteil ganzzahlig auf dem Gitter ist.
Ein solche Hermitesche Form heifst Riemannsche
Form. Wenn umgekehrt fiir ein Gitter I' C V eine
Riemannsche Form existiert, so besitzt der kom-
plexe Torus V/TI' eine analytische Einbettung in
einen projektiven Raum, ist also eine abelsche Va-
rietit.

Abelscher Grenzwertsatz, macht cine Aussage
iiber die Stetigkeit einer durch eine Potenzreihe
dargestellten Funktion fiir Randstellen.

Allgemeine Sitze iiber Stetigkeit und Differen-
zierbarkeit einer solchen Funktion beziehen sich
zunichst nur auf innere Punkte des Konvergenz-
bereiches der Potenzreihe. Der Abelsche Grenz-
wertsatz (hier in spezieller Form) erginzt diese
Uberlegungen:

Hat die reelle Potenzreihe

o0
E ayx’

v=0

den endlichen positiven Konvergensradius R, und
ist sie sudem fiir x = R konvergent, so ist die
durch die Potensreihe im Intervall (—R,R] defi-
nierte Funktion in R linksseitig stetig. Es gilt also

o0
= Z a,R" .
v=0

o0
lim E a,x’
x—R— =

Eine Anwendung ist beispielsweise — in Verbin-
dung mit dem A Leibniz-Kriterium und der Taylor-
Entwicklung fiir Arcustangens um 0 — die beriihmte
A Leibniz-Reihe:

™ Z(””_ RN R
2v+1 37577

(7 Konvergenzkriterien fiir Reihen).

[1] Heuser, H.: Lehrbuch der Analysis, Teil 1. Teubner-Verlag
Stuttgart, 1993.

[2] Kaballo, W.: Einfithrung in die Analysis 1. Spektrum Aka-
demischer Verlag, 1996.

[3] Walter, W.: Analysis 1. Springer-Verlag Berlin, 1992.
abelscher Kdrper, 7 abelsche Erweiterung,.
abelscher Operator, der Operator ED = DE“

auf dem Raum der Polynome, wobei D der zu der

Standardbasis oder auch Monombasis {x", n € Ny}

gehorige 7 Basisoperator (d. h. der Standardopera-

tor) ist und E“ die Translation um a bezeichnet.
Der abelsche Operator ist der Basisoperator der
A abelschen Folge.
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Abelscher Reihenproduktsatz, Satz iiber die Be-
rechnung des Produkts zweier Reihen. Der Satz lau-
tet:

Sind die Rethen Y e am, Y e bn und Y 52 o pre
mit

Pr == apbg +--- +aby

konvergent, und sind a, b, p thre Summen, so gilt
ab =p.

Abelscher Stetigkeitssatz, 7 Abelscher Grenz-
wertsatz.

Abelsches Differential, 7 Abelsches Integral.

Abelsches Integral, spezielle Form eines Integrals
auf Riemannschen Flichen.

Es sei R eine abgeschlossene Riemannsche
Fliche und a eine auf R meromorphe Funktion des
lokalen Parameters . Dann nennt man die kom-
plexe Differentialform o = a(z)dz ein Abelsches
Differential. Das Differential ist von erster Art, falls
a holomorph ist, von zweiter Art, falls das Re-
siduum iiberall verschwindet, und ansonsten von
dritter Art. Ist nun w ein Abelsches Differential und
po kein Pol von w, so nennt man das Integral

p

W(m=/w

Po

ein Abelsches Integral. Es ist genau dann von er-
ster, zweiter oder dritter Art, wenn das zugehorige
Differential von dieser Art ist.

Abelsches Summationsverfahren, Moglichkeit,
gewissen divergenten Reihen sinnvoll noch einen
Wert zuzuordnen.

Eine Reihe Y 72, a, heifit genau dann Abel-
konvergent oder Abel-summierbar, wenn ihre Abel-
Summe

o0
AZav =

v=0

[ee]

lim ayx”
x—>1— Z Y
v=0
existiert. Ist eine Reihe ) 02 a, konvergent, so
stimmt die Abel-Summe — nach dem 2 Abelschen
Grenzwertsatz — mit Y .o a, iiberein.

Die Abel-Summe kann aber auch noch fiir gewisse
divergente Reihen existieren: Fiir die divergente
Reihe 52 (—1)” hat man zum Beispiel

D= =

v=0

1
1+«x

fir |x| <1,

folglich

00

> ' i VaV 1

v=0

Eine andere Moglichkeit, gewissen divergenten Rei-
hen sinnvoll noch eine Summe zuzuordnen, sie zu
limitieren oder zu summieren, liefert das 7 Cesaro-
Summationsverfahren. Beide Summationsverfah-
ren haben grofie Bedeutung in der Theorie der
Fourier-Reihen.

Abelsches Theorem, cin hinreichendes und not-
wendiges Kriterium fiir die Existenz einer Zellip-
tischen Funktion mit vorgegebenen Null- und Pol-
stellen:

Zu vorgegebenen Nullstellen aq, . .., a, und Pol-
stellen by, ..., by existiert genau dann eine ellipti-
sche Funktion sum Periodengitter L, wenn

@+ Fan = byt +by (modL).

Dabei ist vorausgesetst, dafs a; # b, (mod L) fiir j,
k =1,...,n. Hingegen ist sugelassen, dafs Punkte
aj bzw. bj mehrfach auftreten. In diesem Fall soll f
eine entsprechende mehrfache Nullstelle bzw. Pol-
stelle besitzen.

abgeleitete Kategorie, 7 derivierte Kategorie.

abgeleiteter Funktor, derivierter Funktor, aus
einem A additiven Funktor hergeleiteter Funktor,
dessen exakte Definition wie folgt gegeben ist.

Seien A und B abelsche Kategorien und sei
F : A — B ein additiver kovarianter Funktor. Be-
sitzt die Kategorie A genug projektive Objekte, d. h.
jedes Objekt A aus A besitzt eine projektive Auf-
16sung, dann besitzt F linksabgeleitete Funktoren

LyF: A— B fir n=0,1,2,....

Die abgeleiteten Funktoren Ly F sind additiv.
Die Linksableitungen werden wie folgt konstru-
iert. Sei
P — Py —>Pp_q1—>--—>Py—0
eine projektive Auflosung eines Objektes A aus A.
Wendet man den Funktor F auf diese Sequenz an,
so erhilt man einen Komplex
F(PY: —FP, > FP,_ | — ---

in B.

Die Funktorabbildung des n-ten linksabgeleiteten
Funktors Ly F fiir die Objekte ist gegeben durch die
n-te Homologiegruppe dieses Komplexes:

LoF(A) := Hy(F(PY)) .

— FPy — 0

Die Definition ist bis auf kanonische Isomorphie
unabhiingig von der Auflosung PA.

Die Funktorabbildung fiir die Morphismen ist wie
folgt definiert. Ist « : A — A’ ein Morphismus in
A, so definiert dieser zuerst Morphismen P4 — P4’
und weiter kanonische Abbildungen auf den Homo-
logiegruppen

L,FA) — LpF@A).
Diese Abbildungen sind L, F(«).
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